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Вт 1873 年 发 表 其 经 典 宏大 的 电磁 学 专著 以 来 , 电磁 理论 已 有 近 140 
年 的 历史 . 在 其 一 百 多 年 的 发 展 历程 中 , 电磁 理论 经 受 了 许多 考验 , 被 无 数 的 实验 
所 确证 , 逐渐 成 为 电子 和 电气 工程 的 基石 . 即使 在 今天 , 一 百 多 岁 的 电磁 理论 依然 
在 科学 探索 和 技术 发 展 中 发 挥 着 巨大 的 作用 . 在 工程 领域 , 电磁 理论 的 重要 性 主要 
在 于 电磁 现象 在 现代 科学 技术 中 的 普遍 存在 和 麦克 斯 韦 方程 的 精确 预测 功能 . 自 直 
流 到 交流 、 长 波 到 短波 、 微 波 直至 光波 , 从 纳米 尺度 到 宇宙 空间 , 麦克 斯 韦 方 程 被 
证 明 精 确 成 立 . 因此 , 在 建立 及 进行 实验 之 前 , 麦克 斯 韦 方 程 的 正确 求解 可 精确 预 
测 其 实验 结果 . 毋庸 置 言 , 这 一 功能 在 科学 技术 的 发 展 中 极其 重大 . 因此 , 在 无 线 通 
T 生物 工程 、 地球 遥 感 、 太 空 探索 、 国防 技 木 、 光 申 技 木 、 高 頻 高速 中 子 技 木 等 
方面 , 电磁 理论 都 具有 广泛 的 应 用 . 电磁 理论 同时 也 是 自然 科学 中 少 有 的 堪 称 完美 
典范 的 理论 之 一 . 其 整个 基础 由 四 个 相对 简洁 的 方程 所 莫 定 , 而 所 有 重要 的 电磁 定 
理 和 规律 均 可 由 此 发 展 而 来 , 所 有 复杂 电磁 现象 也 可 由 此 得 到 解释 . 电磁 理论 的 发 
展 过 程 , 从 安培 定律 和 法 拉 第 定律 到 麦克 斯 韦 方 程 , 是 一 个 科学 理论 发 展 的 极 好 范 
例 . 因此 , 电磁 理论 的 讲授 可 使 学 生 学 习 科 学 研究 的 基本 法 则 . 

由 于 电磁 理论 在 科学 、 技 术 、 工程 和 高 等 教育 等 领域 中 的 重要 性 , 有 关 电 磁 理 
论 的 专著 和 教科 书 至 今 难 以 胜 数 ， 由 南京 大 学 张 善 杰 教授 所 著 的 《工程 电磁 理论 》 
却 并 不 仅仅 是 又 一 本 电磁 理论 著作 , 该 书 具 有 异 于 国内 外 其 他 专著 的 一 大 特点 : Т. 
程 实用 性 . 除 系 统 全 面 地 介绍 了 电磁 基本 理论 外 , 该 书 对 几 个 工程 上 十 分 重要 的 问 
题 做 了 极为 详尽 全 面 的 处 理 , 并 给 出 了 计算 程序 用 于 获得 其 数值 结果 . 这 些 问题 包 
括 多 层 介 质 的 反射 , 光纤 波导 的 传播 , 导电 圆柱 、 介 质 圆 柱 、 介 质 敷 层 的 导电 圆柱 
和 多 层 介 质 圆柱 的 散射 , 导电 球体 、 介 质 球 体 、 介 质 甫 层 的 导电 球体 和 多 层 介 质 球 
体 的 散射 ， 而 对 圆柱 散射 , 其 处 理 包 括 了 电极 化 波 和 磁极 化 波 、 正 入 射 和 斜 入 射 、 
平面 入 射 波 和 柱 面 入 射 波 . 虽然 目前 电磁 问题 的 求解 着 重 于 数值 方法 , 这 些 经 典 电 
磁 问 题 的 解析 解 及 其 计算 仍然 十 分 重要 ; 它们 可 用 于 实际 问题 简化 后 的 近似 解 , 更 
可 用 于 作为 验证 各 种 数值 方法 的 精确 解 , 还 可 用 于 培养 学 生 求 解 电磁 场 边 值 问题 的 
能 力 . 

张 善 杰 教授 致力 于 电磁 理论 和 特殊 函数 的 科研 教学 几 十 年 , 在 退休 后 更 是 投入 
了 大 量 的 时 间 和 精力 完成 本 书 . 因此 本 书 内 容 丰 富 翔 实 , 数学 分 析 深 入 严谨 , 问题 
处 理 全 面 实用 , 是 一 本 难得 的 工程 电磁 理论 研究 和 教学 的 参考 书 , 相信 一 定 会 受到 
科研 和 工程 技术 人 员 、 教 师 和 学 生 的 欢迎 . 
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张 善 杰 教 授 是 笔者 在 南京 大 学 攻读 硕士 研究 生 时 期 的 授 业 恩师 . 笔者 大 部 分 电 


磁场 理论 的 知识 获取 于 张 教授 讲授 的 “电磁 学 中 的 并 矢 格林 函数 理论 ”. 张 教授 理 
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论 功底 深厚 , 研究 细致 扎实 , 教学 认真 负责 , 作风 实事 求 是 , 对 笔者 影响 其 大 . ЖУ 
的 出 版 , 将 使 更 多 的 科技 同行 , 特别 是 年 轻 的 一 代 从 中 受益 , 实 值得 庆贺 . 
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电磁 波 的 传播 、 反 射 和 折射 、 波 导 中 的 导 行 波 、 电 磁 波 的 辐射 和 散射 是 电磁 波 
理论 主要 关心 的 问题 , 也 是 工程 电磁 理论 的 重要 研究 内 容 . 理论 上 , 它们 则 是 归结 
AR Maxwell 方程 对 于 给 定 电磁 场 初 、 边 值 问题 的 解 . 

时 代 在 前 进 , 科技 在 发 展 , 学 习 电 磁 理 论 所 要 求 的 专业 和 数学 基础 知识 的 广度 
和 深度 也 与 时 俱 增 , 其 特点 是 要 求 具 有 良好 的 矢量 分 析 和 特殊 函数 知识 , 如 圆柱 函 
数 和 球 函 数 . 为 适应 科研 工作 实际 需要 , 人 们 对 熟悉 常用 算法 , 应 用 计算 机 进行 科 
学 计算 的 能 力也 提出 了 较 高 要 求 . 

笔者 在 职 期 间 较 长 时 间 从 事 有 关 电 磁场 理论 、 特 殊 函 数 与 计算 方法 等 方面 的 
教学 与 科研 工作 ; 感到 在 “电磁 场 理论 ”的 教 与 学 中 , 涉及 特殊 函数 及 其 计算 是 个 
难点 问题 , 难以 验算 , 常 易 在 心理 上 产生 不 踏实 感 . 因此 , 有 必要 在 “电磁 场 理 论 ” 
的 教材 中 融入 这 方面 的 内 容 , 笔者 认为 这 也 是 与 时 俱 进 的 需要 . 2002 年 本 人 有 机 会 
被 邀 对 我 系 本 专业 该 届 研 究 生 讲授 “特殊 函数 和 电磁 场 理论 ", 本 书 即 是 根据 此 次 
教学 的 备课 笔记 、 结 合 本 人 多 年 来 的 教学 与 科研 工作 的 学 习 心 得 和 体会 , 经 过 整理 
和 作 了 较 多 补充 而 成 . 

本 书 内 容 核心 是 求 Maxwell 电磁 场 方 程 边 值 问 题 的 严格 解析 解 ,时 谐 因子 为 
et EEDA 6 章 , 每 章 均 包含 正文 和 相应 附录 两 部 分 . 它们 是 第 1 章 电 磁场 理 
论 基础 ; 第 2 章平 面 电磁 波 ; 第 3 章 规则 波导 和 谐振 腔 ; 第 4 章 电磁 波 的 辐射 和 散 
射 ; 第 5 章 电磁 波 的 圆柱 散射 ; 和 第 6 章平 面 电 磁 波 的 圆 球 散射 . 

第 1 章 介绍 Maxwell 电磁 场 方程 、 电 磁场 定理 和 原理 ; 第 2 章 阐述 平面 波 在 
平面 分 层 均 匀 各 向 同性 媒质 中 波 的 反射 、 折 射 和 透射 , 还 介绍 了 在 无 界 等 离子 体 和 
铁 氧 体 各 向 异性 媒质 中 平面 波 的 传播 ; 第 3 章 中 介绍 规则 波导 的 一 般 理论 , 具体 分 
析 了 和 矩形 波导 、 圆 形 波导 、 同 轴 波 导 等 金属 波导 、 波导 型 谐振 腔 和 球形 谐振 腔 ， 以 
及 谐振 腔 的 微 扰 , 还 详细 分 析 和 讨论 了 圆 截面 光纤 波导 ; 第 4 章 讨论 了 线 天 线 的 辐 
射 和 口径 型 天 线 辐射 的 一 般 特性 , 以 及 条 形 和 和 矩形 导体 平板 的 平面 波 散 射 ; 第 5 章 
和 第 6 章 以 较 大 篇 幅 分 别 分 析 和 讨论 了 平面 电磁 波 的 圆柱 散射 和 球 散射 问题 . 

书 中 特别 地 研究 了 具有 通用 性 的 平面 波多 分 层 介 质 甫 层 导 体 和 多 层 介质 的 圆 
柱 散 射 和 球 散 射 , 并 给 出 了 相应 的 平面 波 圆柱 散射 雷达 散射 宽度 SW 和 球 散 射 雷 
JAR I RCS 的 Fortran 计算 程序 ， 以 及 其 应 用 说 明和 范例 . 

正文 中 各 章 均 相应 有 一 个 附录 , 并 汇集 在 书 的 附录 篇 中 , 它们 含有 一 些 推导 过 
程 见 长 的 公式 证 明 , 以 突出 正文 重点 , 不 至 使 见长 推导 影响 对 主要 结论 的 了 解 和 掌 
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握 , 同时 又 能 对 公式 的 来 龙 去 脉 、 解 决 难点 问题 的 过 程 有 所 了 解 ; 附录 中 还 包含 涉 
及 的 一 些 数值 结果 的 Fortran 计算 程序 与 范例 , 以 及 相关 的 深化 内 容 , 此 外 , 书 末 还 
附 有 一 个 数学 附录 , 简要 地 介绍 了 矢量 分 析 公 式 、 圆 柱 函 数 和 球 函数 , 它们 都 是 本 
书 常 遇 到 的 必 备 内 容 , 供 读者 查阅 . 

值得 提出 的 是 , 附录 中 所 给 出 的 特殊 函数 计算 程序 、 多 分 层 斜 入 射 时 反射 系数 
的 计算 程序 、 多 分 层 圆柱 散射 和 球 散 射 计算 程序 、 第 1 章 中 关于 求 矩形 波导 并 矢 
Green 函数 范例 和 第 3 章 关于 同 轴 光 纤 色 散 方程 的 分 析 、 推 导 及 其 数值 解法 等 具 
有 实际 应 用 价值 , 可 供 相关 课题 研究 借鉴 和 参考 . 

本 书 内 容 翔实 , 取材 上 注意 理论 紧密 联系 实际 和 循序 渐进 , 并 尝试 拉 近 基础 理 
论 与 相关 前 沿 专题 研究 的 距离 ; 数学 表述 上 力求 严谨 、 深 入 浅 出 、 具 有 启发 性 、 并 
方便 自学 . 以 期 使 读者 能 够 较 好 地 掌握 基本 理论 、 基 本 知识 和 从 事 科 研 工作 的 基本 
技能 . 

笔者 已 退休 十 余 载 , 限于 学 识 和 水 平 , 以 及 书 中 一 些 程序 的 编程 工作 量 较 大 、 
插图 和 编程 绘制 的 曲线 较 多 且 全 系 自制 , 因此 全 书 总 工作 量 很 大 , 难免 有 顾此失彼 、 
错误 和 不 妥 之 处 , 敬 请 读者 不 音 批评 指正 . 本 书 编写 过 程 中 曾 参阅 和 学 习 了 有 关 电 
磁场 理论 、 微 波 理论 与 技术 、 正弦 (时 谐 ) 电磁 场 等 方面 的 著作 , 特别 是 前 华 们 的 著 
作 , ZAER, 在 此 深 致 谢意 . 

作者 深切 感谢 美国 伊利 诺 大 学 (香槟 校区 ) 电子 和 计算 机 工程 系 金 建 铭 教授 为 
本 书 作 序 并 提出 了 可 贵 意见 , 南京 大 学 电子 科学 与 工程 系 陈 健 教授 对 书稿 提出 的 一 
些 宝贵 建议 、 汉 一 军 教授 和 许 伟 伟 教授 给 予 的 关心 和 帮助 . 

本 书 的 出 版 得 到 南京 大 学 “211 工程 ”建设 项 目的 资助 . 
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第 1 章 电磁场 理论 基础 


Maxwell 场 方程 组 反映 了 宏观 电磁 现象 所 遵守 的 客观 规律 ; 理论 上 研究 电磁 场 
问题 就 是 求解 满足 问题 的 初始 与 边界 条 件 的 场 方程 组 解 . 本 章 简要 地 回顾 了 一 般 
时 变 场 和 时 谐 场 (时 间 因 子 е?) 的 积分 和 微分 形式 的 Maxwell 场 方程 组 . 继而 介 
绍 了 求解 具体 电磁 问题 必须 知道 的 本 构 关系 、 电 磁场 边界 条 件 , 以 及 根据 场 方程 组 
Sam. 表明 电磁 场 基本 性 质 的 电磁 场 定 理 和 原理 , 诸如 Poynting 定理 、 二 重 性 原 
理 、 唯 一 性 定理 、 镜 像 原 理 等 ; 分 析 、 讨 论 了 时 谐 电 磁场 的 波动 方程 , 以 及 电磁 理 
论 、 包 括 微波 理论 中 经 常用 到 的 标量 势 、 矢 量 势 和 赫兹 矢量 等 势 函 数 法 . 还 介绍 了 
电磁 场 边 值 问 题 中 求解 Poisson 和 Helmholtz 方程 时 常用 到 的 Green 函数 法 , 以 及 
应 用 于 求解 场 源 为 平面 电流 源 和 线 电流 源 时 的 自由 空间 辐射 问题 , 最 后 , 简要 介绍 
了 电磁 场 并 矢 Green MR. 

在 本 章 附 录 中 给 出 了 一 些 公 式 证 明 、Dirac 6 函数 简介 Helmholtz 方程 Green 
函数 基本 解 、Fourier 和 Hankel 变换 简介 , 以 及 求解 Helmholtz 方程 有 界 问题 的 标 
EMPR Green 函数 典型 范例 . 
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1.1.1 ”电磁 学 中 的 实验 规律 


这 些 实验 规律 是 Maxwell 场 方程 组 的 实验 基础 , 它们 是 : 
(1) 电学 中 的 Gauss 定律 
来 自 静 电场 的 Coulomb 定律 , 将 点 电荷 推广 到 任意 电荷 分 布 q 情形 , 可 得 


№ D-dS = (1.1.1) 
S 


AY, D НКЕ ( 电 通 量 密度 ), 单位 为 C/m? (RE /2K 2). 

(1.1.1) 式 表 明 通过 一 封闭 曲面 S 的 电位 移 D 的 通 量 等 于 其 内 所 包含 的 净 自 
由 电荷 q. 

(2) 磁 学 中 的 Gauss 定律 


ф B.dS-0 (1.1.2) 
S 
AH, в 为 磁感应 强度 ( 磁 通 量 密度 ), 单位 为 Wb/m2( 事 伯 / 米 2). 
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(1.1.2) 式 表 明 自 由 磁 荷 不 存在 , 通过 任 一 封闭 曲面 S 的 磁感应 B 的 通 量 为 零 
即 磁感应 线 B 是 闭合 的 , 流入 曲面 5 的 磁感应 线 B 必 流 出 . 
(3) Ampere 环流 定律 


pHa = ie( 传 导电 流 ) (1.1.3) 
l 


式 中 , H 为 磁场 强度 , 单位 为 A/m( 安 / 米 ) 
(1.1.3) 式 来 自 稳 恒 电流 的 磁 效应 , 说 明 在 通 有 电流 i 的 导线 周围 可 产生 磁场 . 
(4) Faraday 电磁 感应 定律 


u= $E: dl = -2 = 9 が B.dS (1.1.4) 
8t が 。 


式 中 , и 为 感应 电动 势 ; Е 为 电场 强度 , 单位 为 V/m( 伏 / 米 ); Фь 为 磁 通 量 , 单位 为 
Wb( 韦 伯 ). (1.1.4) 式 表 明 变 化 的 磁场 可 以 产生 电场 . 
1.1.2. Maxwell 的 伟大 贡献 

Maxwell 认为 以 上 四 条 电磁 学 实验 规律 均 可 应 用 于 交 变 场合 或 不 稳定 场 情 形 . 
他 研究 了 电磁 规律 的 对 称 性 , 并 观察 到 (1.1.2) 与 (1.1.1) 式 相 比 , 源 于 缺少 迄今 尚 
未 发 现存 在 有 自由 磁 荷 qm, (1.1.4) 与 (1.1.3) 式 相 比 , 则 是 缺少 相应 的 磁 流 ji 项 ; 
Maxwell 认为 变化 的 电场 亦 应 产生 磁场 , 因而 (1.1.3) 式 中 应 补 入 与 222 相应 的 项 
22e, 因此 , Maxwell 假定 对 于 静态 场所 得 到 的 两 个 高 斯 定律 均 可 直接 应 用 于 交 变 
场 情形 ; 而 法 拉 第 电磁 感应 定律 中 的 闭 曲线 7 亦 不 限于 导线 , 可 为 任意 回路 ,并且 
对 于 安培 环流 定律 (1.1.3) XX, 为 了 使 之 适用 于 交 变 场 或 不 稳定 场 , 根据 电荷 守恒 ， 
则 必须 将 传导 电流 S 用 全 电流 ¿¿ tig 代替 , 其 中 


. дФь_ ð Е ор Е 


这 里 , ig 称 为 位 移 电 流 ; Ja 次 为 位 移 电流 密度 
于 是 , 引入 了 位 移 电 流 ia 后 , 即将 (1.1.3) 式 中 的 电流 ie 换 成 全 电流 i= deci, 


便 有 
ўн. dt = ig FE J Je asd. D.dS (1.1.6) 


AP, Je 为 传导 电流 密度 , 单位 为 A/m (ZZ PK 2). 

Maxwell 以 严谨 的 数学 方法 总 结 了 前 人 所 得 到 的 电磁 学 的 实验 规律 , 引入 了 位 
移 电 流 概念 , 创立 了 宏观 电磁 现象 所 遵守 的 Maxwell 场 方程 组 . 特别 是 预言 了 电磁 
波 的 存在 , 并 在 之 后 为 Hertz 的 实验 所 证 实 , 为 电子 技术 、 微 波 技 术 、 电 磁 理 论 和 
工程 电磁 学 等 领域 的 研究 商定 了 重要 的 理论 基础 
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1.1.3 Maxwell 场 方程 组 的 积分 形式 
£x E (1.1.1)~(1.1.6) RAR, 我 们 便 得 到 Maxwell 场 方程 组 的 积分 形式 : 


f E dl = - Z f, B.dS (Faraday 感应 定律 ) (1.1.7) 
aD 、 а ауен 
ўн -ål = f. g + 22) -dS (广义 Ampere 感应 定律 ) (1.1.8) 
f. 0.485 = 0 (电场 Gauss 定律 ) (1.1.9) 
f. B.dS-0 (磁场 Gauss 定律 ) (1.1.10) 
1.1.4 Maxwell 场 方程 组 的 微分 形式 
引用 数学 中 的 
Gauss 定理 : ШЕ A% =f aas (1.1.11) 
Stokes 定理 ルッ x AdS = fa .dl (1.1.12) 


并 将 电荷 q 用 其 体 电荷 密度 p 的 体积 分 表示 


a= fff oa (1.1.13) 


则 可 将 积分 形式 的 Maxwell 方程 (1.1.7)~(1.1.10) 化 为 微分 形式 的 Maxwell 方程 : 


dB 
vx H = J. 2P (1.1.15) 
ot 
V.D-p (1.1.16) 
v.B-0 (1.1.17) 


由 于 一 个 矢量 的 旋 度 的 散 度 恒 为 零 , 故 取 (1.1.14) 式 的 散 度 即 可 得 (1.1.17) =Ç, 
而 取 (1.1.15) 式 的 散 度 , 则 有 


ap 
V. J+ =0 (1.1.18) 


此 式 称 为 电流 连续 性 方程 , 表明 单位 时 间 从 单位 体积 流出 的 电流 , 其 极限 (BH У.Л) 
等 于 该 点 每 单位 体积 内 点 荷 的 减少 率 . 
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注意 到 : 在 场 方程 (1.1.15) 中 我 们 已 用 J 替代 了 传导 电流 密度 J. KB, J 
不 仅 可 以 是 导电 媒质 在 电场 作用 下 所 产生 的 传导 电流 ; 也 可 以 是 场 中 存在 的 与 场 
无 关 、 作 为 场 激 励 源 的 外 加 (或 称 局 外 ) 电流 ; 或 者 是 同时 存在 的 传导 电流 与 外 加 
源 电流 之 和 . 通常 , 一 般 书 中 对 场 方程 (1.1.15) 中 的 电流 密度 J 的 内 涵 并 未 加 明 
确 指 明 , 而 是 依 所 讨论 的 问题 来 确定 . 例如 , 若 考虑 的 是 理想 介质 的 无 源 问题 , 则 
(1.1.15) 式 中 的 J = 0; 若 考虑 的 是 非 理 想 介质 的 无 源 问题 , W J = cE; 而 若 考 虑 
的 是 非 理想 介质 含 电流 源 辐射 问题 , 则 用 J 代表 传导 电流 J. 与 外 加 源 电 流 J 之 
和 , Bl J — Jc J, ШЕ J. = cE 为 传导 电流 , 而 原来 的 J 了 为 外 加 源 电 流 . 本 书 以 
后 叙述 中 将 遵循 这 一 习惯 约定 . 

积分 形式 的 Maxwell 方程 (1.1.7)~(1.1.10) 仅 给 出 了 某 宏 观 区 域 的 场 量 所 满足 
的 关系 式 . 例如 , (1.1.9) 式 只 是 说 明 通 过 D 对 曲面 S 的 面积 分 等 于 其 内 所 包含 的 
电荷 g 这 一 结果 , 应 用 它 并 不 能 求 得 S 内 各 点 的 D (Ë, 除非 场 具 有 对 称 性 , 这 时 
D 可 从 积分 号 提出 . 另 一 方面 , 微分 形式 的 Maxwell 方程 (1.1.14)~(1.1.18) 则 是 给 
出 了 求解 域 中 各 点 场 量 所 满足 的 关系 式 . 因此 , 一 般 求 解 电磁 场 问题 需 采 用 微分 形 
式 的 Maxwell 方程 . 
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方程 (1.1.14)~(1.1.18) 组 成 微分 形式 的 Maxwell 场 方程 组 , 它 包 括 有 两 个 旋 
度 (矢量 ) 方程 、 两 个 散 度 方程 和 一 个 电流 连续 性 方程 (标量 方程 )， 由 于 对 一 个 
矢量 的 旋 度 取 散 度 恒 等 于 零 , 因而 五 个 场 方 程 中 仅 有 三 个 是 独立 的 ， 我 们 可 选择 
(1.1.14)~(1.1.16) Ñ, 8 (1.1.14). (1.1.15) 和 (1.1.18) 式 作为 独立 方程 , 而 其 它 方程 
均 可 由 独立 方程 导出 . 

两 个 旋 度 方程 可 分 解 为 6 个 标量 方程 , 连同 一 个 散 度 方程 , 故 共 有 7 个 独立 
的 标量 方程 ; 而 其 中 未 知 量 是 E, H,D,B,J 和 p, Ж 16 个 标量 ; 独立 标量 方程 数 
比 未 知 量 数 少 9 个 , 因而 将 不 能 唯一 地 确定 方程 组 的 解 . 因此 , 我 们 必须 提供 表 
征 在 电磁 场 作用 下 媒质 特性 的 9 个 标量 关系 式 . 这 些 辅助 关系 式 就 称 作 本 构 关 系 . 
Maxwell 场 方程 组 连同 本 构 关 系 是 构筑 经 典 电磁 理论 的 基础 . 

一 般 地 , 我 们 可 将 本 构 关 系 表 为 如 下 形式 : 


D = D(E,H) (1.2.1) 
B = B(E, H) (1.2.2) 
J. = J.(E, H) (1.2.3) 


本 构 关 系 (1.2.1)~(1.2.3) 式 正 好 提供 了 所 需 的 9 个 独立 标量 关系 式 , 在 数学 
E, 满足 了 场 方程 组 具有 唯一 解 的 条 件 . 
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如果 閣 協 源 分 布 J, о 作为 已 知 量 , 则 我 们 就 将 有 6 个 独立 的 标量 方程 、12 个 
未 知 标量 . 独立 标量 方程 数 比 未 知 量 数 少 6 个 , 因而 在 已 知 场 源 分 布 Ј, р 情況 下 , 
将 不 能 唯一 地 确定 场 源 J, o 所 产生 的 场 . 此 时 , 本 构 关系 (1.2.1) 和 (1.2.2) 式 正好 
可 提供 6 个 独立 标量 关系 式 , 而 使 问题 有 确定 的 解 . 

假定 媒质 中 的 р, B,J 与 场 E. H 之 间 具 有 线性 关系 , 可 率 用 暮 加 原理 , M 

本 构 关系 随 场 量 所 处 媒质 的 物理 特性 而 异 . 在 自然 界 中 存在 有 各 种 媒质 材料 ， 
如 介质 、 导 体 、 铁 电 体 和 铁 磁体 等 , 它们 的 本 构 关系 是 不 同 的 . 


1.2.4 各 向 同性 媒质 


如 果 媒 质 中 某 点 的 电磁 特性 与 该 点 场 的 方向 无 关 , 则 这 种 媒质 就 称 为 各 向 同性 
媒质 . 其 本 构 关系 可 简单 地 写成 


Р = Е (1.2.4) 
B = uH (1.2.5) 
Je = cE (1.2.6) 


式 中 , є 称 为 媒质 的 介 电 常数 (permittivity), и 称 为 媒质 的 磁 导 率 (permeability); 
J. = сЕ 是 欧姆 定律 的 微分 形式 , o 称 为 导电 媒质 的 电导 率 (conductivity). e, p 和 
c 均 为 标量 . 因而 , 对 于 各 向 同性 媒质 , 矢量 D 和 J. 与 EV; RB B 5 H >F 
行 (Uk: 在 导体 中 的 电流 密度 遵守 欧姆 定律 , 但 在 非 欧姆 器 件 中 , J 与 E 具有 复杂 
AX. 例如 , 在 放电 管内 的 运 流 电流 密度 可 表 为 J = neu, 这 里 , v 是 带电 粒子 的 平 
均 速 度 , e 是 每 个 粒子 所 带 的 电量 , n 是 单位 体积 内 的 带电 粒子 数 ). 
如果 =. u Ж с 在 空间 中 任 一 点 有 相 辣 的 值 , 则 称 此 媒质 为 均匀 媒质 ， 微波 所 
用 的 媒质 , 在 大 多 数 情况 下 , 可 以 认为 是 均匀 媒质 ; (Н е. p 和 o 一 般 是 频率 的 函数 . 
对 于 非 导电 的 , 或 可 近似 地 认为 是 非 导 电 的 媒质 , 便 有 c = 0. 
自由 空间 是 最 简单 的 均匀 媒质 , 其 本 构 关系 为 
D = &E 
B = Н 


式 中 , so 和 po 分 别 为 自由 空间 的 介 电 常数 和 磁 导 率 ; 用 ST 单位 制 表示 , 它们 的 值 
分 别 是 


(1.2.7) 


go = 8.854 x 10 1? = 元 x 10-?F/m; po = 4л х 10™7H/m (1.2.8) 
媒质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 相 对 于 自由 空间 的 值 用 er 和 j 表示 , 此 即 有 
Er = €/€o, Hr = Mí uo 或 = = 6,60, ш = цо (1.2.9) 


这 里 , e, 和 и, 分 别称 为 媒质 的 相对 介 电 常数 和 相对 磁 导 率 . 
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1.2.2 各 向 异性 媒质 


如 果 媒 质 中 某 点 的 电磁 特性 与 该 点 场 的 方向 有 关 , 则 这 种 媒质 就 称 为 各 向 异性 
媒质 . 例如 , 对 于 在 有 外 加 磁场 作用 下 的 等 离子 体 媒质 , 其 本 构 关系 可 表 为 


D=(ce]-E=cole,|-E (1.2.10) 


式 中 , [e] 称 为 张 量 介 电 常 数 , [er] 为 相对 的 张 量 介 电 常数 . 
又 如 , 在 有 外 加 直流 磁场 和 微波 磁场 的 共同 作用 下 的 铁 氧 体 媒质 , 其 本 构 关系 
可 表 为 
B= |p). H = po [ur]: H (1.2.11) 


AF, [и] 称 为 张 量 磁 导 率 ,， [ur] 为 相对 的 张 量 磁 导 率 ， 

当 一 媒质 其 电 特 性 由 介 电 常 数 张 量 描述 , 则 它 是 电 各 向 异性 的 , 如 等 离子 体 媒 
ЛД; 当 一 媒质 其 磁 特 性 由 磁 导 率 张 量 描述 , 则 它 便 是 磁 各 向 异性 的 , 如 铁 氧 体 媒质 . 
此 外 ; 一 种 媒质 也 可 以 同时 是 电 和 磁 的 各 向 异性 的 , 这 类 媒质 称 为 双 各 向 异性 媒质 . 
例如 , 茶 些 磁性 晶体 的 本 构 关系 可 表 为 


D =[є|-Е+[ H; B=(()-E+ [a] H (1.2.12) 


式 中 , [6] 和 I0] 称 为 磁 电 张 量 . 
部 体 通 常用 对 称 的 张 量 介 电 常 数 描述 . 由 于 利用 坐标 变换 可 使 一 个 矩阵 对 角 
化 , 因而 在 新 坐标 系 中 , 晶体 的 张 量 介 电 常 数 可 写成 


sr 0 0 
0 ey 0 
0 0 gz 


新 坐标 系 的 三 个 坐标 轴 称 为 晶体 的 主轴 . 

当 张 量 介 电 常 数 中 的 sz Aey Z =, 时 , 称 晶体 (媒质 ) 是 双 轴 的 ; 当 三 个 参数 中 
有 两 个 是 相等 , 例如 , s = sz =e, Z є„, 则 此 时 称 晶体 是 单 轴 的 , e > = 时 为 正 单 轴 
晶体 , e, < £ 时 为 负 单 轴 晶体 , 而 z 轴 称 为 光 轴 ; 当 三 个 参数 se = sy = ez 均 相 等 
时 , 晶体 便 是 各 向 同性 媒质 (如 立方 形 晶体 ). 

在 时 变 场 情况 下 , 参数 [e], [u], 6 和 (С) 都 是 频率 的 函数 . 


(1.2.13) 


1.3 ”时 谐 电 磁场 


在 时 变 电 磁 场 中 , 场 量 和 场 源 除了 是 空间 坐标 的 函数 , 还 是 时 间 的 函数 . 电磁 场 
随时 间作 正弦 变化 是 最 常见 也 是 最 重要 的 形式 , 这 是 以 一 定 频率 f 角 频 率 w = 2x/ 


13 时 谐 电磁 场 7. 


作 正 弦 变 化 的 电磁 场 , 称 为 正弦 电磁 场 或 时 谐 电 磁场 . 正弦 函数 在 工程 技术 中 占有 

独特 的 地位 , 它 是 工程 人 员 最 常用 的 函数 , 主要 原因 其 一 是 正弦 信和 号 容易 产生 , 更 

重要 是 一 个 任意 周期 函数 都 可 以 展 成 由 许多 正弦 谐 波 成 分 组 成 的 Fourier( 傅 里 时 ) 

级 数 (离散 谱 ), 而 一 个 非 周期 函数 则 可 以 用 Fourier 积分 (连续 谱 ) 表示 . 我 们 可 采 

用 Fourier 分 析 和 变换 法 通过 系统 对 各 个 频率 的 响应 , 经 过 有 加 确定 出 系统 对 任 一 

种 时 变 信 号 的 响应 . 因此 , 研究 正弦 变化 的 时 变 电 磁 场 具 有 非常 重要 的 意义 . 
对 于 周期 为 2x 的 函数 7(z), 其 Fourier 级 数 为 


+00 


Ра) = У) ee" (1.3.1) 


n=— оо 


其 中 , Fourier 系 数 


cn 一 元 / (oce (n = 0, 41,42, --) (1.3.2) 
对 于 非 周期 函数 f(x), 其 Fourier 积分 表示 式 为 
+оо | 
a= | оше” (1.3.3) 
其 中 展开 系数 u 
gu) = 元 / _ Flee rdg (1.3.4) 


实际 上 (1.3.4) 式 就 是 Fourier 变换 , (1.3.3) HA Fourier 道 变换 , 它们 构成 Fourier 
变换 对 . 将 o 一 k; f(k) = 2rg(w), 它们 就 是 附录 D 中 给 出 的 Fourier 变换 对 . 

设 场 随时 间 以 角 频 率 o 作 简 谐 变化 , 具有 时间 因子 eet, 则 由 (1.1.14)~(1.1.17) 
式 可 得 , 时 谐 场 的 Maxwell 场 方程 组 为 


V x E = —jou H (1.3.5) 
V x H = J +јиєЕ (1.3.6) 
V.D-—p (1.3.7) 
V.B-0 (1.3.8) 


在 1.1 节 中 曾 提 到 过 , (1.3.6) 式 中 的 电流 密度 J 了 所 代表 的 可 以 是 导电 媒质 在 
电场 作用 下 所 产生 的 传导 电流 , 也 可 为 场 中 外 加 激励 源 电流 , 或 它们 两 者 之 和 . 

现 暂 不 考虑 含 激励 源 的 问题 ( 即 假定 场 源 位 于 我 们 所 考虑 的 区 域 之 外 ), 于 是 ， 
对 于 导电 媒质 , (1.3.6) 式 可 以 写成 


Vx H =cE + jog E 


1.3.9 
=jwtE ( ) 
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式 中 , 
E=e-—jo/w=e' — je" (1.3.10) 
这 里 , g 称 为 复 介 电 常 数 ; e' = e 6" = с/о. TEXEIG S Jr ИЖ 
& = elje, HH el = ee! = с/шєо (1.3.11) 


使 用 复 介 电 常数 g 可 使 (1.3.6) 式 表 为 较 简洁 的 形式 , 也 使 场 方程 组 有 进一步 
的 对 称 ; 但 它 仅 是 一 个 数学 定义 , 其 实 部 表征 媒质 的 介 电 常数 ; 而 虚 部 是 表征 媒质 
的 导电 性 ， 

本 书 在 以 后 各 章 中 , BR 2.11 和 2.12 节 中 介绍 平面 电磁 波 在 各 向 异性 媒质 中 的 
传播 外 , 主要 是 讨论 时 谐 电 磁场 在 均匀 各 向 同性 媒质 中 波 的 传播 、 辐射 和 散射 问题 . 

对 于 均匀 各 向 同性 媒质 , eu Mo 均 为 常量 . 媒质 的 本 构 关系 为 


D=cE (1.3.12) 
B-yuH (1.3.13) 

All 
J. = сЕ (1.3.14) 
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微分 形式 的 Maxwell 场 方程 组 仅 适 用 于 场 量 变化 连续 的 区 域 , 例如 , A-D = р, 
说 明 任 意 一 点 D 的 散 度 等 于 该 点 的 电荷 密度 p 的 值 ; 显然 , 在 该 点 D 必须 是 连续 
函数 . 另 一 方面 , 积分 形式 的 Maxwell 场 方程 组 则 没有 场 量 必须 连续 的 要 求 , 但 它 
只 能 确定 在 一 有 限 区 域内 场 量 所 满足 的 积分 关系 , 例如 , $s D. dS = q 只 是 表明 通 
过 一 封闭 曲面 S 的 电位 移 的 通 量 等 于 其 内 所 包含 的 净 自 由 电荷 q, 并 不 能 确定 
曲面 S 内 任意 一 点 D KE. 

数学 上 , 微分 方程 组 可 以 有 多 个 解 , 但 是 它们 中 只 有 一 个 是 所 给 定 问 题 的 解 . 
因此 , 一 个 电磁 问题 的 完整 描述 应 包含 电磁 场所 满足 的 微分 方程 组 和 相应 的 条 件 . 
对 于 时 谐 电 磁场 , 仅 需 考虑 在 贴近 不 同 媒 质 特性 分 界面 、 其 两 侧 的 场 应 满足 的 边界 
条 件 , 以 及 满足 场 必须 是 有 限 的 条 件 、 周 期 性 条 件 , 与 对 于 无 界 域 场 在 无 穷 远 处 的 
辐射 条 件 等 自然 条 件 . 


1.4.1 不 同 媒 质 的 边界 条 件 


当 在 不 同 媒质 的 分 界面 两 侧 , 媒质 的 特征 参数 u. = 和 o( 或 其 中 之 一 ) RER 
AE, 则 在 媒质 的 分 界面 上 场 量 将 发 生 突变 . 设 分 界面 两 侧 媒质 参数 是 连续 的 , 因而 
其 两 侧 的 电磁 场 量 各 自满 足 微分 形式 的 Maxwell 场 方程 组 , 并 在 媒质 的 分 界面 上 


1.4 电磁 场 边界 条 件 .9 . 


存在 一 定 的 关系 ( 即 所 谓 电 磁场 边界 条 件 ). 通过 应 用 积分 形式 的 Maxwell WA, 
使 积分 区 域 跨越 媒质 分 界面 , 然后 取 其 极限 , 可 以 建立 媒质 分 界面 两 侧 场 量 之 间 的 
关系 , 而 得 出 场所 应 满足 的 边界 条 件 . 

首先 ， 我 们 来 考虑 在 两 媒质 边界 面 上 ， 磁 场 rr 应 满足 的 边界 条 件 . 参见 图 
1.4.1(a), 将 Maxwell 场 方程 (1.1.8) 应 用 于 一 长 为 М. # Аһ 的 闭合 回 线 ; Al 为 无 
S3^h, Ah 为 高 阶 无 穷 小 ; 而 闭合 回 线 跨 越 两 媒质 的 界面 . 由 于 回 线 很 小 , 可 认为 在 
其 上 的 场 量 是 均匀 的 , FE, KE H 沿 Аһ 线 上 的 积分 , 我 们 有 


H. sin 04 Al — H; sin 05 Al = (i+ [5 + др “т |) AlAh 


或 
H. sin 01 — Н» sin 05 = Aim. ü + E ) Ah (1.4.1) 


AP, J 为 媒质 分 界面 上 传导 电流 密度 . 


(a) (b) 
141 玉生 跨越 界面 时 的 情形 


因 | 完 是 | 是 有 限量 ，。 im |22 


LT Ah 一 0, 并 令 Jim. |J|Ah 一 Js, TÆ, (1.4.1) 
式 可 写成 

Ay sind, — Hz sin 0 = Jg (1.4.2) 
写成 矢量 形式 为 

ñ x (H, — H3) = Js (1.4.3) 
дир,» 是 沿 媒 质 分 界面 的 法 线 方向 上 的 单位 矢量 , 其 正方 向 由 媒质 2 指向 媒质 1; 
Js 是 沿 分 界面 通过 面积 AS = ЛІ. Ahk 当 Ah 一 0 时 的 面 电流 密 度 . 
E .Js = 0, 即 分 界面 上 没有 传导 面 电 流 , 则 (1.4.3) 式 可 化 为 


fx (H1 — H2)=0 (1.4.4) 
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(1.4.3) 和 (1.4.4) 式 表明 , 当 媒 质 分 界面 上 存在 传导 面 电 流 , 磁场 的 切 向 分 量 在 跨越 
界面 时 将 发 生 突变 , 其 突变 值 就 是 面 电流 密度 Js; 而 若 媒质 分 界面 上 不 存在 传导 
面 电流 , 则 磁场 的 切 向 分 量 在 跨越 界面 时 是 连续 的 . 

其 次 , 参见 图 1.4.1(b), 将 Maxwell 场 方程 (1.1.7) 应 用 于 一 长 为 Al、 宽 Ah 的 
PASE, Al 为 无 穷 小 , Ah 为 高 阶 无 穷 小 ; 而 闭合 回 线 跨越 两 媒质 的 界面 ， 类似 
地 , 我 们 可 得 

E; зїп Өт Al — Ез sin 02Al ғ ka Al- Ah 


或 
Fy, sin@, 一 五 2singo = li OB! An (1.4.5) 
1 SIN Gy 2 SIN V2 = А0, ET LI 
_ OB . OB 4 
ray, 由 于 TT йан, tm, 02 an — 0, 于 是 得 
Еу sin Ө — E> sin 0; = 0 (1.4.6) 
即 
Thx (Ei — E») = 0 或 En = Ez (1.4.7) 


这 表明 , .电场 的 切 向 分 量 在 跨越 界面 时 总 是 连续 的 . 

最 后 , 我 们 考虑 在 两 媒质 边界 面 上 , 电位 移 矢 量 D 和 磁感应 强度 B 应 满足 的 
边界 条 件 . 

参见 图 1.4.2(a), 将 Maxwell 场 方 程 (1.1.9) 应 用 于 顶 面积 和 底面 积 为 AS, 而 
ARA Ah 的 小 圆柱 曲面 ; 由 于 Ah 很 小 , 可 认为 在 柱 面 上 的 场 量 是 均匀 的 , FE, 
略 去 D 沿 柱 体 侧面 积 上 的 面积 分 , 我 们 便 有 


Jim, (Di cos Ө AS — Р» cos05AS) = Jim, (pASAR) 
Ah—0 


Ah—0 


媒质 1 


£y,H1,01 


媒质 1 


ELH1,01 


图 1.4.2 D 和 B 跨越 界面 时 的 情形 
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或 
の cos 6, — D> cos 62 = dim. (pAh) (1.4.8) 


写成 矢量 形式 为 
a (Di 一 Dz) = ps 或 Din 一 Dan = ps (1.4.9) 


式 中 , p, = dim (oAh) 称 为 面 电荷 密度 
An 一 0 


类 似 地 , 参见 图 1.4.2(b), 将 Maxwell 场 方程 (1.1.10) 应 用 于 项 面积 和 底面 积 
为 AS, 而 高 度 为 Ah 的 小 圆柱 形 闭 曲面 , 则 可 得 


ñ. (Bi — Вә) =0 或 Biz – Bon = 0 (1.4.10) 


(1.4.9) 式 表明 , 当 媒 质 分 界面 上 存在 面 电 荷 密度 时 , 申 位 移 矢 量 的 法 向 分 量 在 
跨越 界 将 发 生 突变 , 其 突变 值 就 是 面 电荷 密度 ps; 而 若 媒质 分 界面 上 不 存在 面 电荷 
密度 , 则 D 的 法 向 分 量 在 跨越 界面 时 是 连续 的 ; 另 一 方面 , (1.4.10) 式 则 表明 , 磁 感 
应 强度 B 的 法 向 分 量 在 跨越 界面 时 总 是 连续 的 . 

(1.4.3). (1.4.7). (1.4.9) 和 (1.4.10) 式 是 电磁 场 在 任意 媒质 分 界 上 的 边界 条 件 . 
在 电磁 问题 中 , 介质 -理想 导体 分 界面 ,以 及 介质 -介质 分 界面 情形 是 经 常 遇 到 的 . 
对 于 前 者 , 因 理想 导体 的 c = oo, 按 欧姆 定律 J = c E, 由 于 J 不 可 能 为 无 限 大 , 故 
理想 导体 中 的 电场 E = 0; 而 利用 Maxwell 场 方程 V x E = -2B = _jwB, 可 知 
有 в = 0( 而 有 H = 0), 因 而 理想 导体 中 的 电磁 场 均 为 零 . 对 于 介质 -理想 导体 分 
界面 情形 , 边界 条 件 (1.4.3). (1.4.7). (1.4.9) 和 (1.4.10) 式 分 别 简化 成 


Ax H = Js (1.411) 
Ax E=0 (1.4.12) 
A.D = ps (1.4.13) 
ñ. B=0 (1.4.14) 


AP, ヵ 是 导体 表面 法 线 方 向 上 的 单位 矢量 , E. H. DA B 是 介质 中 的 场 量 . 
(1.4.11) 式 常 用 来 确定 导体 表面 上 的 传导 面 电 流 密度 Js, Js. ñ 5 H 三 

者 相互 垂直 , 并 成 右手 螺旋 关系 ; (1.4.13) 式 则 可 用 来 确定 导体 表面 的 面 电 荷 密度 

ps. 

1.4.2 ”辐射 条 件 


设 场 源 和 物体 均 位 于 距 坐 标 原点 有 限 的 范围 内 , 而 所 研究 的 场 域 为 “开放 ”的 
场 域 时 , 则 需要 知道 其 外 边界 т 一 co 处 , 电磁 场 E. H 应 满足 的 条 件 ( 即 所 谓 辐 
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射 条 件 ). 例如 , 对 于 三 维 情形 , 它们 是 (参见 第 4 章 附录 C): 


Jim rE BIG; Jim rH 一 有 限 值 (1.4.15) 
以 及 
Jim r le x H)+ VE = 0 (1.4.16) 


. €. _ 
Jim r ГАС x Е) 一 H| =0 (1.4.17) 
AP, à, 是 沿 r 方 向上 的 単位 矢 量 . (1.4.15) 式 表 明 , 当 一 oo 时 , E. Н + 18 
大 而 减 小 只 少 为 r-! 的 量 级 ; (1.4.16) 和 (1.4.17) 方 括号 内 的 项 表明 , 对 于 阶 为 r 
的 项 , E. H 和 a, 三 者 彼此 垂直 , H ule = n Ae. 4 媒质 自由 空间 的 波 阻 抗 , 它 
们 之 闻 的 关系 犹如 一 平面 波 沿 径 向 r 方向 传播 . 


15 Poynting 定理 


本 节 将 从 Maxwell 场 方程 出 发 介绍 时 变 场 和 时 谐 场 的 Poynting Ер) 矢量 
P 与 反映 电磁 波 能 量 的 传播 或 转换 过 程 中 电磁 能 量 守恒 的 Poynting 定理 . 

对 于 各 向 同性 均匀 媒质 有 D = eE, B = uH 和 J, = сЕ, Maxwell HAE 
(1.1.14) 和 (1.1.15) 可 表 为 : 


OH 
VxH=J bob +e (1.5.2) 


这 里 , e. и 和 о 分 别 为 媒质 的 介 电 常数 、 磁 导 率 和 电导 率 ; J 为 外 加 (局 外 ) 源 电 
H H 点 乘 (1.5.1) 与 E AR (1.5.2) 式 相 減 , 得 


HOVxE-E.VXx H--uH Эз Еу eE. pen. DT (1.5.3) 


应 用 矢量 恒等式 : V O (Ax В) = B. Vx A- A. (Ç x B), 上 式 可 写成 


V- (Ex H)=-E-J-oE- E- X (sch B+ sup H) (1.5.4) 


观察 (1.5.4) 式 中 各 项 的 量 纲 , 可 知 ТЕЕ. E 和 m . 的 单位 可 表 为 J/m?, 
它 是 能 量 密度 的 单位 ; oE. E. E.J ЯП V.(Ex H) 的 单位 均 可 表 为 J/(m3.s). 
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今 将 (1.5.4) 式 対 以 S 为 封闭 曲面 的 体积 V 积分 , 并 对 V «(E x H) 体积 分 应 
用 散 度 定理 , 则 我 们 可 得 


ff ex m sas - - |f| Bsa- fff ев. Ег 
= lll, (feb B+ utr нд (1.5.5) 


AHP, A 为 曲面 S 的 外 指法 向 单位 矢量 . 

(1.5.5) 式 右端 第 一 項 中 -E.J 表示 单位 时 间 、 单 位 体积 中 外 加 (局 外 ) 源 电 
流 对 电场 所 做 的 功 , 故 其 体积 分 为 在 单位 时 间 内 体积 V 中 外 加 场 源 所 提供 电磁 能 
E; 右 端 第 二 项 中 -cE-E 具有 J/(m?s) HBA, 由 于 oE. E = J.. Е ВКК 
姆 定律 , 因 -0Е.Е = —c |E < 0, 故 其 体积 分 是 表示 单位 时 间 , 由 于 焦耳 热 损 
耗 体 积 V 中 所 耗 逸 的 电磁 能 , 负 号 是 表示 V 内 电磁 能 量 减 少 ; 右端 第 三 項 中 的 
SEE ‘E+ SAH HAAR HEA, 该 项 积分 表示 电磁 储 能 的 减少 率 . 因此 , ВЕЕ 
守恒 原理 , 我 们 可 将 (1.5.5) 式 左 端的 面积 分 解释 为 在 单位 时 间 内 从 包围 Y 的 封闭 
曲面 S 流出 去 的 电磁 能 量 , 它 等 于 单位 时 间 内 、 体 积 V 中 场 源 所 提供 的 能 量 扣 去 
其 中 电磁 能 的 热 损耗 和 电磁 储 能 的 减少 量 ， 如果 V 中 不 含 场 源 , MU (1.5.5) 式 就 表 
示 单 位 时 间 V 中 电磁 能 量 的 减少 等 于 从 曲面 S 流出 去 的 电磁 能 量 

另 定义 一 个 矢量 

P=ExH (1.5.6) 


PKA Poynting RÆ, І] (1.5.5) 式 便 可 写成 


ff Pnas=- ||| вла ||| on m ||| ($B: B+ зин. н) 


(15.7) 
№ (1.5.7) 式 可 以 看 出 , P Be S B| ARE TE PUE hi BJ БШ БЕ ВОО p] AE 
直 的 单位 面积 的 电磁 能 量 , 或 通过 与 它 的 方向 相 垂直 的 单位 面积 的 电磁 场 ( 波 ) 功 
K, 亦 称 为 能 流 密度 . (1.5.7) 式 称 为 积分 形式 的 Poynting 定理 ; 而 (1.5.4) 式 称 为 微 
分 形式 的 Poynting 定理 . 它们 反映 电磁 能 量 的 守恒 关系 . P. EA H 三 者 相互 垂 
E, 并 形成 右手 螺旋 关系 . Poynting 矢量 P 是 时 空 函数 , 它 所 表示 的 是 瞬时 量 . 

对 于 时 谐 场 , 电场 E 和 磁场 Ы 随时 间作 正弦 或 余弦 变化 , 而 可 表 为 复 相 量 ; 


E(r,t) = E(r)ei^* = [E,(r) + jE;(r)] eet 


H(r,t) = H(r)e* = [H,(r) + jH;(r)] ee (1.5.8) 
设 场 随时 间作 余弦 变化 , 即 为 时 间 因子 elt 的 实 部 ; 取 实 部 后 得 
ReE = E, coswt — E; sin wt 
(1.5.9) 


Re = H, coswt — H; sint 
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故 Poynting 矢量 P 为 
P =ReE x ReH 
= (E, x H,) cos? wt + (E; x Hj) sin? wt — (E, x Hj + Ej x H,) coswtsinwt 
对 于 周期 场 , 一 般 我 们 关心 瞬时 P 在 一 个 周期 了 = 2x/w 内 的 平均 值 , 即 


_ 1 [Т 
Р =+ f [e x H,) cos? wt + (E; x H;)sin2 wt 
0 


— (E, x H; + E; x Н») cosutsinwt bat (1.5.10) 
其 中 , P 上 的 一 横 “- ”表示 对 该 量 取 平 均值 . ET = 2л/ш RAER, 因 
T T T 
/ coswtsinwtdt = 0 和 n cos? wtdt — n sin? wtdt = ー 


TRA 
P= 2 (Е, x H, + E; x H;) = 3Re(B х Н") (1.5.11) 


AF, “や 表示 対 一 不 量 取 其 食 共 統 ( 注 : 对 于 时 谐 场 , 当 涉 及 应 用 Poynting 定理 
时 , 除非 特别 说 明 , 一 般 均 是 指 P 在 一 周 内 的 平均 值 Р; 并 有 时 省 去 P 上 的 一 横 
“一 ”, 这 种 情形 常 可 从 上 下 文 看 出 将 不 致 误解 ). 

A V- (Ex H*) = H*.VxE-E. (Vx H*) 和 由 (1.5.1) 和 (1.5.2) RA 
V x E = -jwuH 5 V x H = J +c Ë + joc E, BUG E B JEU (为 讨论 方便 , 假定 
不 存在 外 加 场 源 , BH J = 0), 我 们 便 有 


V: (E x H*)= ~-o. E. E* —jwuH - H* + joeE- E* (1.5.12) 


对 上 式 应 用 散 度 定理 , 则 可 得 


ff, (Ех m sas = - ||| oe. Bran ||| инн" - em mne 


(1.5.13) 
此 即 有 


- P-nas = 5 /// =E. Bev + pe [ff (Wm — we)dv (1.5.14). 
式 中 
ше = eE. EB" = De|EU 为 平均 电 (E) 能 密度 (1.5.15) 
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wm = lp H= зин 为 平均 磁 (MD 能 密度 (15-16) 


(1.5.12) 和 (1.5.14) 式 分 别 就 是 时 谐 场 (J = 0) 的 复数 形式 的 微分 和 积分 Poynting 
定理 . 
(1.5.14) 式 左边 — ў P nas 项 代表 流入 V 的 平均 功率 , 其 实 部 ( 即 有 功 功 
S А 


E A 
Re [- ff Panas] = 5 /[], cE . E* do (1.5.17) 


它 等 于 其 中 的 平均 热 耗 散 功率 ; 而 其 虚 部 ( 即 无 功 功率 ) 为 


Im |- f. P. ñas] = 2w // し (wm — we) dv (1.5.18) 


它 表 示 V 中 最 大 磁场 储 能 与 最 大 电场 储 能 之 差 的 = 2л/Т 倍 
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众所周知 , 如 果 描 述 两 种 现象 或 问题 的 两 套数 学 表示 式 (包括 所 满足 的 条 件 ) 
具有 相同 的 形式 , 或 经 过 方程 中 符号 的 代 换 后 具有 相同 的 形式 , 则 尽管 此 时 数学 符 
号 不 同 、 所 代表 的 物理 意义 各 异 , 则 称 这 样 的 两 个 问题 具有 二 重 性 ( 亦 称 为 对 称 性 
或 对 偶 性 ), 而 它们 的 解 将 具有 相同 形式 . 因而 车 已 知 某 一 个 问题 的 求解 过 程 和 解 
答 , 则 对 于 具有 与 之 具有 二 重 性 的 问题 便 可 不 必 重 复 其 求解 过 程 , 而 只 需 按 对 侦 关 
系 直 接 写 出 其 求解 过 程 和 人 解答. 

现在 , 我 们 来 考虑 Maxwell 场 方程 所 具有 的 二 重 性 . 

在 e, и 空间 中 存在 有 场 源 p 关 0 和 J AON, 电场 Е NRA H 满足 Maxwell 
HABA: 


Vx E = —juuH (1.6.1) 
Vx H=J+jweE (1.6.2) 
V.D-p (1.6.3) 
V-B=0 (1.6.4) 

其 中 , 。 为 电荷 密度 ; 7 为 电流 密度 . D 与 E. B 与 H 具有 本 构 关 系 : 
D==E (1.6.5) 
B=uH (1.6.6) 


p 与 J 满足 连续 性 方程 : 
V . J +jop = 0 (1.6.7) 
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d 1.4 节 中 (1.4.3)、 (1.4.7). (1.4.9) 和 (1.4.10) 式 , 在 两 种 媒质 分 界面 上 , 电磁 场 边 
界 条 为 


ñ x (Hi Нз) = Js (1.6.8) 
ñ x (E; — Ез) = 0 (1.6.9) 
ñ: (Di — D2) = ps (1.6.10) 
ñ. (B, — В) = 0 (1.6.11) 


AF, ñ 是 沿 媒质 分 界面 的 法 线 方向 上 的 单位 矢量 , 其 正方 向 由 媒质 2 指向 媒质 1. 

从 (1.6.1)~(1.6.4) 式 可 见 : (1.6.1) 式 中 缺少 与 (1.6.2) AP J 相对 应 的 量 , 并 
且 当 J = 0 时 , 它们 之 闻 相 差 一 个 负 号 ; 而 (1.6.4) 式 缺 少 与 (1.6.3) AP p 相对 应 
的 量 . 因而 , 当 存在 協 源 p 和 7 FF, Maxwell 场 方程 组 与 电场 有 关 的 场 量 和 与 磁场 
有 关 的 场 量 不 具有 对 称 性 . 遗憾 的 是 , 物理 学 家 们 的 不 懈 探 索 迄 今 尚未 能 从 实验 上 
证 实 自然 界 中 存在 与 电荷 p 和 电流 J 相对 应 的 、 独 立 的 真实 磁 荷 pz 和 磁 流 密度 
J... 尽管 如 此 , 为 使 Maxwell 场 方程 组 对 称 起 见 , 人 们 从 数学 上 人 为 地 引入 假想 的 ， 
并 不 存在 的 自由 磁 荷 om 和 磁 流 密度 .Ja 的 概念 , 或 者 来 等 效 某 些 问题 的 真实 场 源 ， 
以 便 应 用 Maxwell 场 方程 的 二 重 性 使 某 些 场 问题 的 分 析 获 得 很 大 简化 . 

引入 磁 荷 om 和 磁 流 密 度 Jm 后 , 対称 的 形式 的 Maxwell 场 方程 组 可 写成 


Vx E= -Ј — juu H (1.6.12) 
Vx H=J+jwek (1.6.13) 
V.D=p (1.6.14) 
V.B = pm (1.6.15) 


ER, 若 仅 有 源 pm Z 0. Jm Z 0, W p = 0. J = 0, 则 可 知 EM H 满足 Maxwel 
273: 


Vx E=—Jm —jwuH (1.6.16) 
Vx H =jweE (1.6.17) 
V.D=0 (1.6.18) 
V.B= pm (1.6.19) 
由 (1.6.16) 和 (1.6.19) R, 可 导 得 pm 与 In 满足 连续 性 方程 : 
V -Jm +јора = 0 (1.6.20) 
DEIN, 类 似 于 (1.6.8) (1.6.11) R, 而 相应 有 边界 条 件 : 

ñ x (E, — Ез) = 一 .Jsm (1.6.21) 
ñ x (H, — H3) =0 (1.6.22) 
ñ (Bı — Вз) = psm (1.6.23) 


ñ- (Dı — D2) =0 (1.6.24) 
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现 将 仅 有 场 源 p、 J 的 场 方程 组 (1.6.1)>(1.6.4) 及 其 边界 条 件 (1.6.8)<(1.6.11) 
与 仅 有 场 源 pms Jm 的 场 方程 组 (1.6.16)~(1.6.19) 及 其 边界 条 件 (1.6.21)~(1.6.24) 
进行 比较 , 若 将 仅 有 场 源 o. J 的 场 方程 组 及 其 边界 条 件 表 示 式 中 的 场 量 作 如 下 对 
偶 代 换 : 

(E 一 H,p 一 一 pm 一 一 Jam 和 E > —u} (1.6.25) 


代 换 后 它们 便 变 成 仅 有 pm、Jm 的 场 方程 组 及 其 边界 条 件 表示 式 ; 反之 亦 然 . 
显然 , 上 述 (1.6.25) 式 的 对 偶 代 换 并 非 唯一 的 ; 例如 , 作 代 换 : 


{Е° = Н", H° o —E",€ e n, p pm, J €» Jm} (1.6.26) 


亦 可 实现 相互 对 偶 代 换 , 上 株 “е” 是 仅 含 电 源 时 的 场 量 ;“m" 是 仅 含 磁 源 时 的 场 量 . 

以 上 结果 表明 , 仅 含 场 源 p J 与 仅 含 场 源 pa. Jm 的 Maxwell 场 方 程 组 具有 
二 重 性 . 因此 , 如 果 已 知 某 场 源 。、 J 激发 的 电磁 场 边 值 问题 求解 过 程 的 每 一 步 序 ， 
直至 最 后 解 表示 式 , 则 应 用 对 偶 代 换 : (Eo H,p = -pm J — -Jm Ale – и}, 
便 可 直接 写 出 相应 场 源 pw、 Jus 激发 的 、 对 偶 的 电磁 场 边 值 问题 的 求解 过 程 及 其 
解 表示 式 ; 反之 亦 然 . 

我 们 还 注意 到 , 具有 对 称 形式 的 Maxwell 场 方程 组 (1.6.12)~(1.6.15), 其 电场 
E 与 磁场 Н 之 间 相 对 于 代 换 (1.6.25) 亦 具 有 二 重 性 . 因此 , ES H 具有 “相同 ” 
的 求解 过 程 . 作为 “二 重 性 ”的 这 一 重要 应 用 是 : 车 我 们 已 求 得 某 含 场 源 o. J 和 
pm、Jm 边 值 问题 的 电场 五 (或 磁场 H) 的 解 , 虽然 应 用 场 方程 就 可 以 求 得 相应 的 磁 
Ж 五 (或 电场 Е) 表示 式 , 然 通过 对 偶 代 换 (1.6.25), 可 更 方便 地 直接 写 出 此 H (sk. 
E) 表示 式 . 

此 外 , 鉴于 Maxwell 场 方程 是 线性 的 , ARES. 因而 , 将 一 个 电磁 
问题 化 为 彼此 具有 对 偶 性 的 两 个 较为 简单 的 电磁 问题 的 倒 加 , 应 用 二 重 性 原理 可 获 
事半功倍 之 效 . 例如 , 将 电磁 问题 含 场 源 o. J 与 pm Jm 的 一 般 情 形 的 解 表 为 仅 
含 场 源 p J INEI pm Jm 的 场 方程 组 解 的 到 加 . 反之 , 一 般 问题 解 的 正确 
性 , 也 可 应 用 “二 重 性 ”原理 通过 检验 从 一 般 解 所 分 解 出 的 两 对 偶 问 题解 部 分 是 否 
满足 它们 的 对 偶 关 系 进行 验证 . 

为 了 说 明 “二重性 ” 原理 的 成 用 , 现 举 例如 下 : 

例 1 通 有 电流 I. 面积 为 S 的 小 电流 环 与 一 个 磁 矩 为 pm = u IS 的 磁 偶 概 
子 在 远 区 所 产生 的 磁场 相同 , 故 小 电流 环 可 等 效 为 一 个 磁 偶 极 子 . 

例如 , 我 们 用 静 磁 偶 极 子 来 等 效 直流 电流 环 , 令 pm = qa Al = uolS, 就 可 由 
静电 偶 极 子 的 远 区 电场 ， 通 过 (1.6.25) 式 的 对 偶 关 系 , 直接 得 出 小 电流 环 的 远 区 
磁场 . 
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BA, HRA A pe = Al 的 静电 偶 极 子 在 远 区 (т, 0, yp) 处 所 产生 的 电场 为 


2qA1 2ре ам. Ре . 
4TE073 соз An£or? соз ° 4negr? m 4mE073 sin 


現 作 対 偶 代 換 : E 一 Н, р. o -pm 和 єо > —uo, 便 得 知 电流 环 在 远 区 所 产生 的 磁 
场 为 


T 


2pm 215 Pm 
r= Fruor? cos? = Inr cos の : Hg Inur? i Inr? sin 0 
而 磁感应 强度 为 
2/L079 . u u bol S . 
B, = po, = er cos; Bg = uo Heg = 73 sin 0 


不 难 证 明 这 与 直接 计算 小 电流 环 在 远 区 所 产生 的 磁感应 强度 结果 一 致 . 

通 有 电流 I = Inmet. HRA S 的 小 电流 环 可 等 效 为 一 谐 变 的 磁 偶 极 子 , A 
而 它 在 远 区 的 辐射 场 可 应 用 二 重 性 原理 由 谐 变 电 偶 极 子 的 辐射 场 经 对 偶 代 换 求 得 
( 详 见 4.4 节 ). 

例 2 已 知 Maxwell 场 方程 组 (1.6.12)~(1.6.15) 具有 场 源 p. J. pm 和 Jm 时 
的 电场 E(r) 的 积分 形式 解 (参见 (4.8.46) 5X) 为 

E(r) =-= "ii онл (ртт) + Jr) x Vb(r, т") 一 Аут, т) dv’ 
{ү -ionia HOW) + ñ x BO x Учту”) 
+[%. E(r)] V'y(r, has’ 
按 应 用 二 重 性 原理 , HERE (1.6.25) 式 对 偶 代 换 , 可 得 其 相应 磁场 H(r) 的 积分 
形式 解 为 
H(r) =-= nii боса (н) т) — Ј(т') x V'i(r,r) — En tjs, vf dv’ 
um ff. lies [f x E(r)] v(r, т") 
+[ñ x H(r)] x Ут, т) + [ñ - H(r)] Унт) jas 


еј 


R` 而 R=j|r- rjr ЯП т” 分 别 为 场 点 坐标 和 源 点 坐标 . 


1.7 唯一 性 定理 


唯一 性 定理 是 电磁 场 理论 中 的 一 个 重要 定理 , 它 指 出 对 于 确定 的 电磁 场 问 题 ， 
如果 Maxwell 场 方程 组 的 解 满足 一 定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 , 则 所 求 得 的 解 就 是 


式 中 , wr, r') = 
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唯一 的 ; 也 就 是 说 , 在 这 样 的 条 件 下 无 论 采 用 任何 一 种 求解 电磁 场 方法 , 即使 是 直 
观 猜 测 的 方法 , 所 求 得 的 问题 的 解 均 相同 或 等 价 , 它们 都 是 可 信和 的 . 因而 具有 重要 
的 理论 和 实际 应 用 意义 . 

对 于 以 封闭 曲面 5 所 包围 的 体积 V, E €» to 时 、 KRV 中 任意 一 点 的 电磁 
场 解 唯一 的 条 件 是 : © 在 上 = to, V 内 任 一 点 的 场 值 E(r) 和 Hr) 均 为 已 知 ( 初 
始 条 件 ); @ XE t > to 任何 时 刻 , 5 上 的 E EQ H 的 切 向 分 量 为 已 知 (边界 条 件 ). 对 
于 时 谐 场 , 则 仅 有 边界 条 件 . 

对 于 开放 的 求解 域 , 解 唯一 的 条 件 还 包含 有 : © 所 有 场 源 位 于 空间 中 的 有 限 
区 域内 ; O 在 无 穷 远 处 , E 和 H 满足 场 的 辐射 条 件 (无 穷 远 边界 条 件 ). 

以 下 应 用 反 证 法 来 证 明 电 磁场 的 唯一 性 定理 . 

假定 所 有 场 源 都 在 S 之 外 , 设 EL. H, 是 区 域 V 内 由 V 外 的 源 所 产生 的 场 , 如 
Ej. H> 是 所 考虑 的 问题 的 另 一 可 能 的 解 , 即 解 不 唯一 , 则 其 差 E, — Es, Hi — H> 
将 满足 Maxwell 方程 组 和 问题 给 定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 . 


现 考虑 此 差 场 : 
Е = E – Е (1.7.1) 
H = Hı – Н (1.7.2) 


42% ЕЖ H 应 用 到 Poynting 定理 (1.5.13) 式 (无 源 J = 0 时 谐 场 情形 ), 便 有 


ў. (E x Н"). dS = - f[f, c E2du — jw "ii (sem - pnb? ja (1.7.3) 


# Bl, = (Е. — Ез), =0Ж H3 = (Hi-Hoy|; = 0, 8 Ex S E; X H) 与 
mods Enna lm M (туз) AAMOS LE KM WA 


Прв Дев) -0 ат 


由 于 以 上 第 一 项 积分 被 积 函数 恒 大 于 零 , 显然 , 此 式 仅 当 V AN E= H = 0 
时 方 能 成 立 , 即 应 有 E, = E> 和 H, = Н». 这 表明 , 只 要 电磁 问题 的 解 在 有 界 区 
域 中 满足 Maxwell 方程 , 且 满 足 给 定 场 在 界面 S 上 的 边界 条 件 , 则 所 求 得 的 解 便 是 
唯一 的 . 


1.8 镜像 原理 
考虑 如 下 电磁 场 边 值 问题 : 设 有 一 界面 为 S 导体 , 其 附近 有 真实 的 电荷 或 ( 和 ) 


电流 的 场 源 存在 . 此 时 , 场 源 将 在 导体 表面 上 产生 有 感应 电荷 和 感应 电流 , 空间 中 
的 总 场 是 真实 场 源 与 感应 电荷 和 电流 所 产生 的 场 的 个 加 . 一 般 情 况 下 , 直接 求解 此 
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类 边 值 问题 来 计算 总 场 是 比较 困难 的 , 但 是 如 果 导 体 的 形状 与 真实 场 源 均 比 较 简单 
时 , 如 导体 形状 为 平面 、 场 源 为 点 源 或 线 源 情形 , 我 们 便 可 应 用 镜像 法 进行 计算 . 

镜像 法 的 基本 原理 就 是 用 假想 的 、 与 真实 场 源 相似 的 电荷 和 电流 来 代替 导体 
表面 上 的 感应 电荷 和 感应 电流 , 来 计算 所 给 边 值 问题 的 场 . 由 于 这 些 假想 电荷 和 电 
流 是 处 于 导体 平面 的 镜像 位 置 , 故 通常 称 它们 为 镜像 电荷 和 镜像 电流 (镜像 源 ). 如 
果真 实 场 源 与 其 镜像 源 所 产生 的 场 (或 势 函 数 ) 满足 场 方程 , 以 及 满足 与 原 有 问题 
(真实 场 源 与 导体 界面 ) 相同 的 边界 条 件 , 则 根据 场 的 唯一 性 定理 可 知 , 按 镜像 法 求 
得 的 解 就 是 我 们 所 需 的 解 . 

因此 , 镜像 法 的 主要 关键 就 是 确定 合适 的 镜像 电荷 和 镜像 电流 的 值 及 其 位 置 . 

现 举例 来 说 明镜 像 原理 的 应 用 . 

例 1 理想 导体 平面 与 点 电荷 

设 є. ш 媒质 空间 中 , 在 坐标 轴 z 的 z = h 处 有 一 点 电荷 q, 而 在 z = 0 处 有 一 
接地 的 无 限 大 理想 导体 平面 , 如 图 1.8.1(a) 所 示 . 我 们 的 问题 是 要 求 在 z > 0 EX 
平面 区 域 , 此 点 电荷 q 所 产生 的 静电 势 . 

对 此 静电 场 边 值 问题 , 其 静电 势 O(c, у, z) 应 满足 : 

1) Æ z > 0 区 域 , 除 点 电荷 所 在 的 点 z= h 外 ( 即 无 源 区 ), 处 处 满足 Laplace 
方程 : 


V?ó(z,y,z)-0 (2% №) (1.8.1) 
(XE z = h 电荷 所 在 点 满足 Poisson 方程 : V29(z,y, z) = ー=98( の の る —h)) 
2) 边界 条 件 是 Ф(ж, y, z)lz=0 = 0, 或 E.g = — (Vo Lo = 0. (1.8.2) 


点 电荷 q 


U 
理想 导电 平面 
镜像 电荷 一 g 
(a) (b) 

图 1.8.1 点 电荷 与 理想 导电 平面 


现 设 想 把 导电 平面 抽 去 , 使 整个 空间 充满 e、j 同一 种 媒质 , 并 在 与 原点 电荷 g 
相对 于 z = 0 平面 対称 (镜像 ) 位置, 即 轴 z 的 = -k 处 放 一 镜像 点 电荷 —q, 如 
图 1.8.1(b) 所 示 . 


熟知 , 在 空间 里 任 一 点 Р(х,у, z) 的 电势 O(c, y,z) 为 真实 点 电荷 q 与 镜像 点 电 
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fü —a 所 产生 的 静电 势 之 和 . 选择 无 穷 远 点 为 电势 的 参考 点 , 则 此 静电 势 为 


pzy, z) = 一 (i-i) (1.8.3) 


E 4лє TL T3 
式 中 
л = Т TEC A n = JP TP GTI (1.8) 
它们 分 别 是 P 点 与 点 电荷 q 和 镜像 点 电荷 —q 的 距 高 . 
直接 作 V2 运算 , 不 难 证 明 , 当 ri Z 0 RE Z 0 时 ,有 (ニーー) =0, tt 
可 知 在 z > 0 无 源 区 (x,y,z) 满足 Laplace 方程 . 


图 1.8.2 ”点 电荷 与 镜像 点 电 蓓 的 静电 势 


求 得 静电 势 d(c,y, 2) 的 表示 式 后 , 便 可 求 出 它 在 导电 平面 上 的 值 . 当 Р 点 位 
于 z= 二 0 平面 上 时 , Ж r, = r, 于 是 可 得 


1 1 
(T, у, z)|,—o = i (+ _ i). = 0 (1.8.5) 
这 相当 于 在 z = 0 处 有 一 理想 导电 平面 , 满足 导体 表面 上 ó = 0 的 条件 . 此 外 , 2 
AE 1.8.2, 我 们 也 可 看 出 当 ri = r> 时 , q 和 -9 在 z=0 面 上 的 切 向 电场 相互 抵 
T8, 满足 导体 表面 上 切 向 电场 为 零 的 边界 条 件 . 
综 上 所 得 结果 , 根据 场 的 唯一 性 定理 , 表明 我 们 可 用 镜像 电荷 - 代替 原 问 题 
中 理想 导电 平面 上 的 感应 电荷 ; 而 图 1.8.1(b) 问题 在 > > 0 区 域 的 静电 势 和 静电 场 
解 与 求解 图 1.8.1(a) 的 原 问 题 所 得 结果 是 相同 的 , BH (1.8.3) 式 就 是 所 求 问题 的 解 . 
由 (1.8.3) 式 , 还 可 应 用 边界 条 件 求 得 导电 平面 上 感应 电荷 分 布 . 
例 2 ”理想 导体 平面 与 电流 元 ( 电 偶 极 子 ) 
设 e. и 媒质 空间 中 , 沿 坐 标 轴 z 的 z = h 处 有 一 长 度 为 Al. BHF 2 = 0 平 
面 放 置 的 、 频 率 为 。 的 时 变 电 流 元 DAL 电流 的 方向 沿 正 z 方向 ; ТЕ z = 0 处 有 一 
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接地 的 理想 导体 平面 ， 如 图 1.8.3(a) 所 示 . 我 们 的 问题 是 要 求 在 z > 0 上 半 平 面 区 
域 , 此 边 值 问题 的 镜像 法 解 . 


镜像 源 IA 
(a) (b) 
A183 ” 谐 变 电流 元 与 理想 导电 平面 


现 设 想 把 导电 平面 抽 去 , 使 整个 空间 充满 e、j 同一 种 媒质 , 并 在 与 原 电流 元 
IAL 相对 于 z = 0 平面 的 镜像 位 置 ( 即 在 z= -k 处 沿 z 轴 方 向 ) 放置 一 同样 的 镜 
像 电流 元 TA 如 图 1.8.3(b) 所 示 . TÆ, 在 空间 里 任 一 点 P(x,y,z) WE. 磁场 为 
真实 电流 元 ТА! 与 镜像 电流 元 7A 所 产生 的 电 、 磁场 之 释 加 .应 用 矢量 势 法 可 求 
得 电流 元 所 产生 的 电磁 场 ( 详 见 4.3 节 ). 

参见 图 1.8.4, 设 原 电流 元 IAL 在 无 界 空间 中 任 一 点 所 产生 的 电场 和 磁场 分 别 
WE, 和 Ay, H (4.3.7)~(4.3.9) 式 可 知 , 它们 的 球 坐 标 分 量 为 


2TAl з 1 j —jkri 
En = Troe” 056 (us - ==) e^ (1.8.6) 
IAL 3, j 1 o PNG 
Eo. = anu" sin 01 Є "ghi PA e Jm (1.8.7) 
IA, i^ 1 
Hai = к siné, | — + — len .8. 
yl Ал k^ sin 1 (= + вл) е (1 8 8) 


图 184 谐 变 电 流 元 所 产生 的 场 
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而 镜像 电流 元 TAI 所 产生 的 电场 和 磁场 分 别 为 E. 和 He, 它们 的 球 坐 标 分 量 为 


2IAl 1 j E 

Er, = = cos 02 (= 一 із) e (1.8.9) 
ITAL 3. j | 1 j —jkra 

Ep, = tne” sin 05 (= T kir dx) e J (1.8.10) 
IA... j 1 ikr 

Hy, = ax sin 02 (= + з) e (1.8.11) 


原 申 流 元 TAI 所 产生 的 场 (1.8.6)~(1.8.8) 与 镜像 电流 元 TAI 所 产生 的 场 (1.8.9)~ 
(1.8.11) 式 是 求解 Maxwell 场 方程 组 得 来 的 , 故 它们 的 又 加 仍 是 场 方程 组 的 解 , Al 
Ж, 我 们 无 需 再 证 明 它 们 合成 的 场 满足 Maxwell 场 方程 的 问题 . 现在 , 我 们 再 来 查 
看 图 1.8.3(b) 镜像 法 合成 的 电场 E = E, + E> 在 z = 0 对 称 平面 上 的 切 向 分 量 E, 
是 否 等 于 零 . 

参见 图 1.8.4(a), 34 P 点 位 于 z = 0 平面 上 时 (由 于 问题 的 轴 对 称 性 , 考慮 P 
点 位 于 zz 平面 并 不 失 一 般 性 ), 便 有 т, = r>, 02 = x— 61, 而 可 得 E = à; E, +ü,E,, 
其 切 向 分 量 为 


E, =Er, cos(n/2 一 0,) — Eg, cos(x — 61) + Er, cos(x/2 — 05) + Eg, cos 05 
=Е,, sin 0, + Eg, cos 01 + Er, sin дә + Eg, cos 02 
=E,, sin の 」 + Ee, соз Өү + Er, sin 0 一 Eg, cos 01 (1.8.12) 


而 由 (1.8.6). (1.8.7) 与 (1.8.9). (1.8.10) 式 可 知 , 当 m = т, 0, = x — 0, 时 ,有 
En = —E,, 和 Eo, = Eo, 于 是 将 它们 代入 (1.8.12) 式 , 即 可 得 


Eo = |, о = 0 (1.8.13) 


总 电场 E 在 z = 0 对 称 平面 上 的 切 向 分 量 Е, = 0, 这 正 是 图 1.8.3(a) 原 问题 
在 z = 0 理想 导体 的 场 边界 条 件 . 由 于 图 1.8.4(b) 给 出 的 z > 0 的 电磁 场 解 既是 满 
足 场 方程 组 Maxwell 场 方程 的 解 , 又 满足 图 1.8.3(a) 原 问 题 的 电场 边界 条 件 . 按 场 
的 唯一 性 定理 , 表明 我 们 可 用 镜像 电流 IA 产生 的 场 代替 原 问 题 中 理想 导电 平面 
上 的 感应 电流 产生 的 场 ; 因此 , 图 1.8.3(b) 问题 中 所 给 出 的 原 电 流 元 A 与 镜像 电 
流 元 TAL 在 z > 0 区 域 所 产生 的 场 之 和 就 是 我 们 所 要 求 的 问题 的 解 . 

ру À BÉ kri > 1, H (1.8.6)~(1.8.8) 式 取 远 距离 近似 后 , 仅 保留 +-! 项 可 
得 图 1.8.3(b) 中 原 电流 元 IA 的 远 区 辐射 场 为 


. KIA 


Eg, = 1——— 
£i Vanwer, 


sin Өе" (1.8.14) 
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sin 01e 一 这 六 (1.8.15) 


kIAI 
Hy, =] 
Ф 1 Anry 


而 由 (1.8.9)(1.8.11) RMR r-l 项 可 得 图 1-5(b) 中 镜像 电流 元 TAI 的 远 区 辐 
射 场 为 


2 А 
А EL sin 05e ^7? (1.8.16) 
Al , 
»" A sin 95e 7*2 (1.8.17) 


参见 图 1.8.4(b), 对 于 远 区 场 , 可 取 如 下 近似 : 
1 1 


1 
01 єз 05 = Өтү == т — ҺсовбӨ,то #z r + h cos 0; — w — a — (1.8.18) 
тү Ya 7 


TE, 这 样 便 得 到 图 1.8.3(a) 导电 平面 之 上 的 垂直 电流 元 TAI 所 产生 的 辐射 场 : 


2 А А 
Eg = Eo, + Eo, = 这 {A jt sin Ө (eiF 2980 + g- IE cos 0) 
IAI kal (1.8.19) 


=jn ° sin 0 cos(kh cos 0) 


RIAL 
Ay = Hç, + Hy, = J 4 


ei" sin の (eikh eos0 4 e—jkhcos 8) 
TAI mr (1.8.20) 
=j e sin Ө cos(kh cos 0) = Eg/n 
OH, k = иур = 2r/A: カ ー Jule № ex ш 媒质 的 波 阻抗 . 
以上 分 析 表 明 , 当 理 想 导 电 平 面 之 上 的 电流 元 TAI 垂直 于 导电 平面 放置 时 , SE 
像 电 流 元 IAL 的 电流 方向 必须 是 与 原 电 流 元 方向 相同 方 可 满足 在 z = 0 平面 上 切 
向 电场 El = 0 的 要求 . 因此 , 这 一 镜像 是 “ 正 像 *; 不 难 证 明 , 如 果 在 理想 导电 
平面 之 上 的 电流 元 7AZ 是 水 平方 置 时 , 则 满足 Elo = 0 要 求 的 镜像 电流 应 是 与 
原 电 流 方向 相反 , 即 为 “ 负 像 ”. 

例 1 和 例 2 仅 讨 论 了 最 基本 的 点 电荷 和 电流 元 与 导电 平面 的 镜像 原理 .作为 
场 源 , 我 们 可 以 有 各 种 源 分 布 ; 例如 , 真实 场 源 可 以 为 电荷 密度 分 布 p 或 pm. FER 
取向 的 线 源 电流 分 布 J 或 Jn 而 作为 对 称 的 镜像 平面 可 以 是 导电 平面 或 导 磁 平 
面 . 不 同 组 合 情 形 时 的 镜像 源 如 图 1.8.5 所 示 . 

对 于 任意 方向 的 J 或 Jn, 可 先 分 解 成 平行 和 垂直 于 分 界面 的 两 个 分 量 , 总 的 
镜像 等 于 每 一 个 分 量 的 镜像 之 矢量 和 . 对 于 场 源 为 磁 荷 与 磁 流 , 以 及 理想 导 磁 体 分 
界面 情形 , 求 其 镜像 源 时 可 利用 场 的 二 重 性 原理 . 

从 图 1.8.5 我 们 看 到 , 若 线 电流 源 水 平地 置 于 导电 平面 的 上 方 , 并 贴近 导电 面 ， 
则 其 镜像 线 电流 位 于 贴近 导电 面 的 下 方 , 并 且 它 们 的 电流 方向 相反 . 对 于 中 波 频率 


19 хати, Жкн 25. 


(相应 波长 较 长 ), 天 线 相对 高 度 戸 / < 1, 天 线 难 以 架 “ 高 ”, 而 地 面 又 可 认为 是 良 
导体 , 故 这 两 个 电流 所 产生 的 场 相 互 抵消 , 致使 天 线 水 平 架设 不 能 辐射 电磁 波 , 因 
而 中 波 广播 天 线 总 是 垂直 架设 的 . 一 个 垂直 架设 在 地 面 上 的 和 /4 天 线 由 于 其 镜像 
作用 就 相当 于 一 个 2 的 天 线 . 中 波 广播 天 线 辆 射 的 是 垂直 于 地 面 的 垂直 极 化 波 . 
另 一 方面 , 对 于 短波 天 线 , 由 于 波长 较 短 , 短波 天 线 则 可 以 架 “ 高 ”并 可 采用 水 平 架 
设 , 而 辐射 水 平 极 化 波 . 


图 1.8.5 各 种 电磁 场 源 对 导电 和 导 磁 平面 的 镜像 


对 于 时 谐 场 , 镜像 原理 的 应 用 受 有 较 多 限制 , 它 仅 用 于 镜像 面 为 理想 导电 (或 
导 磁 ) 平面 情形 ; 对 于 静态 场 , 镜像 法 可 用 于 镜像 面 为 理想 导电 (或 导 磁 ) 平面, 亦 
可 用 于 球面 与 柱 面 等 情形 , 但 它 能 解决 的 问题 仍 是 很 有 限 , 因为 对 于 某 些 电荷 连续 
分 布 或 者 复杂 边界 形状 , 要 求 得 其 镜像 电荷 分 布 却 很 困难 . 顺便 指出 , Green 函数 一 
般 是 指 一 点 源 或 线 源 在 一 定 边界 条 件 下 所 产生 的 场 . 因此 , 应 用 镜像 法 求 得 的 具有 
点 源 或 线 源 Poisson 方程 边 值 问题 的 解 , 就 是 所 给 边 值 问题 的 Green 函数 . 
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在 电磁 理论 、 包 括 微 波 理论 中 , 求解 电磁 场 问 题 的 一 般 方 法 除 直接 由 Maxwell 
场 方程 组 求 电 场 E 和 磁场 H 外 ; 还 经 常 采用 另 一 种 通过 作为 辅助 函数 的 势 函数 
(如 矢量 势 A 和 标量 势 6, 或 赫兹 矢量 H° 和 п") 间接 来 计算 EM H. 实际 上 ， 
通过 势 函 数 间接 地 求 场 的 方法 我 们 并 不 陌生 , 如 对 于 静电 场 问题 , 就 遇 到 过 将 电场 
RA E = 一 Vp, ф 即 为 静电 势 . 
1.9.1 REZ 4 和 电 标 量 势 Фф 


现在 , 我 们 首先 来 求 在 є, , 均匀 媒质 中 存在 电荷 p 和 电荷 密度 J 了 时 所 产生 的 
场 . 时 变 场 Maxwell 场 方 程 组 和 媒质 的 本 构 关 系 为 


OB 
vx H - J + 92 (1.9.2) 
V.D- (1.9.3) 


V.B-0 (1.9.4) 
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D=cE (1.9.5) 
B=,H (1.9.6) 


因 有 矢量 恒等式 : V - (V x А) = 0, ЖН (1.9.4) A, 我 们 可 引入 矢量 A, 而 使 


В = V x 4(4 称 为 磁 矢 量 势 或 磁 矢 量 位 ) (1.9.7) 
将 (1.9.7) 代入 (1.9.1) 式 , 可 得 V x.E = -2 (V x A)=-Vx 24, 此 即 有 
V x (s + a) = (1.9.8) 


又 因 有 矢量 恒等式 : Vx V6 = 0, 故我 们 可 引入 ФА, 使 


B+ 一 -V2 和 (ZB 人称 为 电 标量 势 或 电 标量 位 ) 
此 即 有 2A 
E-—--Vó^- Ar (1.9.9) 
将 (1.9.6). (1.9.7) 和 (1.9.9) 代入 (1.9.2) XX, 得 
LVXV x A=ex (-ver- 22) +J (1.9.10) 


因 有 矢量 恒等式 : V x V x A= У (У. A) — V2A, FEA 


: 2А $^ 
VeA- euo (Vv Ate ) = 一 UL (1.9.11) 


而 将 (1.9.5) 和 (1.9.9) 代入 (1.9.3) 式 , 则 有 
OA 1 
У. (vw ー 24) ==p 
у?в^ 0 (y. A) = Llp (1.9.12) 
ot £ UU 


以 上 (1.9.11) 和 (1.9.12) 式 即 磁 矢 量 势 4 和 电 标 量 势 o^ 所 满足 的 方程 . 给 
定 方程 的 一 组 解 (A. ^), 则 由 (1.9.7) 和 (1.9.9) 式 可 确定 出 磁场 H 和 电场 E: 


1 
H=7VxA Al E=-Vo*— — (1.9.13) 
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但 注意 到 , 如 果 取 另 一 组 矢量 势 和 标量 势 (А', の ), 它们 与 (A, 9^) 有 如 下 关系 : 
$^ = Ф + 2 yr,2) 和 A= А — V b(r,t) (1.9.14) 
这 里 , V(r, t) 为 任意 的 标量 时 空 函 数 ; 则 由 (1.9.13) 5X, 可 得 
H-—-Lvx [A -Vor t] = Vx A’ 
8 


/ д 7 = — ^ 
E--v|» ТЕ VV(r,t)) = —V $ 


8A (1.9.15) 
8t 


(1.9.15) 与 (1.9.13) 式 具有 相同 形式 , 这 一 结果 表明 , Е 和 H BERT H (A, 9^) 确定 ， 

也 可 由 (A, Ф) 确定 ; 即 给 定 E 和 H, 并 不 能 唯一 地 确定 磁 矢 量 势 4 和 电 标 量 势 

$^. 换 句 话说 , 描述 同一 电磁 场 的 А 和 ФА 具有 任意 性 , 这 是 由 于 仅 给 出 矢量 的 

旋 度 并 不 能 唯一 地 确定 该 矢量 . 根据 Helmholtz 定理 (参见 文献 [ 附录 ), 为 完全 

确定 矢量 А, 除 给 出 矢量 的 旋 度 V x A 还 需 规定 其 散 度 V. 4 的 值 . 为 此 , 我 们 可 

HEV ARV 4 与 8 之 间 满 足 某 个 条 件 . 所 选择 的 条 件 ( 称 为 规范 条 件 ) 有 
(a) Coulomb( 库 仑 ) 规范 条 件 : 


V.A=0 (1.9.16) 
此 时 , (1.9.11) 和 (1.9.12) 式 将 化 为 
2 A 
V2A— ue ~epV (=) =—pJ (1.9.17) 
和 
у?ф^ = -žo (1.9.18) 
(b) Lorentz( 洛 伦 效 ) 规范 条 件 : 
vV. Atep? = 0 (1.9.19) 


在 电磁 理论 和 工程 电磁 学 中 , 常 使 用 此 洛 伦 兹 条 件 . 此 时 , (1.9.12) 和 (1.9.13) 
式 化 为 


V?A 一 ЕВ. = —puJ (1.9.20) 
和 д? А 
ф 1 
25A _ ーー ユエ 
уф cua =P (1.9.21) 


以 上 两 式 就 是 在 Lorentz 规范 条 件 下 磁 矢 量 势 A 和 电 标 量 势 o^ 所 满足 的 非 
齐 次 波动 方程 , 称 为 D'Alembert( 达 朗 贝 尔 ) JE. FA, 由 于 A ФА 是 两 个 独 
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立 的 函数 , 实际 上 它们 通过 附加 的 洛 伦 兹 规范 条 件 发 生 联系 , 因而 我 们 并 没有 必要 
求解 A 和 6^ 两 个 方程 , 而 只 要 求解 一 个 (通常 为 A) 的 方程 .以 上 两 个 微分 方 
程 的 特征 是 : 尽管 电流 密度 J 和 电 蓓 密度 o 是 相互 联系 的 , 但 磁 矢 量 势 ARR 
定 于 J, 而 电 标 量 势 @^ 只 决定 于 p, 并 且 它 们 满足 相同 形式 的 方程 , 这 使 得 求解 
D'Alembert 方程 电磁 场 比 直 接 求解 关于 含 J, p URBS ERI H 非 齐 次 波动 方程 方 
便 . 若 已 解 得 对 于 给 定 问题 及 其 边界 条 件 、 有 具有 电流 密度 J 分 布 的 磁 矢 量 势 A, N 
H 便 可 由 (1.9.7) 或 (1.9.13) 第 一 式 求 得 , 而 E 则 通过 场 场 方程 (1.9.2)( 对 于 无 源 
区 为 E = -V x H) 求 出 . 

可以 指 出 , 洛 伦 效 条 件 的 引入 并 不 会 给 问题 带 来 影响 , 实际 上 , HV? 作用 于 
(1.9.19) X, 可 得 V・(V*4) teu v $^ = 0. 将 (1.9.20) 和 (1.9.21) 式 代 入 后 , 经 
整理 后 便 有 


2 A 
m (VAr en ) -u (9:79) =0 

由 于 洛 伦 北条 件 可 知 上 式 第 一 项 为 零 , 于 是 , 就 得 到 了 电流 连续 性 方程 : vie =0. 
这 表明 由 洛 伦 兹 条 件 可 导 得 (或 者 说 它 就 等 价 于 ) 电流 连续 性 方程 ; 它 与 由 取 (1.9.2) 
散 度 再 代入 (1.9.3) 式 所 导 得 的 电流 连续 性 方程 相 一 致 

以 下 讨论 几 种 特殊 情形 : 

(a) J = 0 5 p = 0 Jc X 

此 时 , (1.9.20) 和 (1.9.21) 式 退 化 为 齐 次 波动 方程 : 

05A 


2 
或 
2 БА 
V?o^ — ene =0 (1.9.23) 


在 此 情形 , A 和 CORES E Б H 相同 形式 的 齐 次 波动 方程 . 
(b) HASH 
由 于 M = 0, ЖЕЎ, (1.9.20) 和 (1.9.21) 式 退 化 为 泊 松 (Poisson) 方程 : 


V2A = —uJ (1.9.24) 


y’ pi = - (1.9.25) 

对 于 静态 场 , J 5 p 之 间 没 有 联系 , А 与 $8( 通 常 省 去 上 标 “A”) 彼此 独立 ; E 

和 H 分 别 由 A 5 o 单独 决定 . 对 于 了 = 0 5j p= 0, 即 无 源 区 情形 , 由 (1.9.24) 
和 (1.9.25) 式 可 知 , 势 函数 А 与 o 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
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(с) 时 谐 场 (时 谐 因 子 e) 
由 于 5. = jw, 此 时 , (1.9.20) 和 (1.9.21) 式 可 表 为 


V2A+K2A = -uJ (1.9.26) 
和 
V2gA 4k? GA = -ip (1.9.27) 
RIP, k = wen, 28 e. и 自由 空间 中 的 波 数 ; 而 洛 伦 兹 条 件 (1.9.19) RER 
У.А + juenó^ = 0 (1.9.28) 


通常 , 若 解 得 A, 由 (1.9.28) 式 可 求 出 Фл, 再 由 (1.9.7) 和 (1.9.9) 式 得 出 五 和 
E, 即 
H = Р (V х A) | (1.9.29) 


All 
E = -V° — ju A = —jw (1 + gv) A (1.9.30) 


RRE H 后 , 亦 可 通过 Maxwell 场 方程 (1.9.2) ЖЩ E. 

如 在 以 后 第 4 章 中 可 看 到 , 对 于 作 时 谐 变 化 的 J( 和 po) 将 产生 时 谐 的 A( 和 
$^), 因而 产生 时 谐 场 , 在 离开 电流 分 布 区 域 , 电场 与 磁场 相互 激发 将 形成 电磁 波 在 
空间 传播 . 

对 于 了 = 0 与 p =0, 即 无 源 区 情形 , A 与 Ф^ 满足 齐 次 Helmholtz 方 程 : 


VA+kA=0 (1.9.31) 


和 
у2фА +k? $^ = 0 (1.9.32) 


1.9.0 BREA F 和 磁 标 量 势 oF 


以 上 讨论 了 磁 矢 量 势 А 和 电 标 量 势 ФА, 4 的 定义 是 根据 V. B = 0 而 引入 
的 , 因 不 存在 “ 磁 荷 ”, 故 磁 矢 量 势 4 的 定义 是 普遍 成 立 的 . 如 前 所 述 , 我 们 可 人 为 
地 从 数学 上 引入 磁 荷 pm 和 电荷 密度 Jm( 它 们 可 以 是 等 效 的 场 源 ), 而 将 Maxwell 
场 方 程 组 写成 对 称 形式 . 

NT RABE o 和 J 时 的 场 方程 组 与 仅 有 场 源 pm 和 .Jm 时 的 场 方程 具有 二 
重 性 . 因此 , 若 采用 势 函数 法 已 求 得 仅 有 场 源 p 和 7 时 场 方程 组 的 解 , 则 通过 对 侦 
代 換 , 就 可 直接 给 出 采用 势 函 数 法 当 仅 有 场 源 为 pm 和 Im 时 的 场 方程 组 的 求解 过 
ERRAR. 
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参见 (1.6.25) Ñ, 若 在 势 函 数 法 求解 过 程 中 , 对 场 量 和 中 间 量 A 和 ФА 作 如 下 
对 偶 代 换 ; 


EH e —pm, J > -Jm € ^ —p, А — F, ФА — 6 po pm (1.9.33) 
pe -p 


则 不 难 证 明 : 应 用 二 重 性 原理 , 对 于 时 谐 场 情 形 , pm 和 Jus 所 产生 的 电场 E 和 磁 
场 н 有 如 下 势 函数 法 结果 (在 洛 伦 效 条 件 下 ): 


D=-VxF 或 Е= Vx Е (1.9.34) 


Н = -V — jwF = 一 jw (: + УУ) Е (1.9.35) 


RE, F 和 ФЕ 分 别称 为 电 矢量 势 和 磁 标 量 势 ， 它 们 满足 方程 (参见 (1.9.20) 和 
(1.9.21) XX): 
V?F + k2F = —£Jy (1.9.36) 


和 1 
VF +k? pF = ーー の m (1.9.37) 


HH к= шур, Ac. и 自由 空 周 中 的 波数 . 
WF Jm = 0 与 pm = 0, 即 无 源 区 情形 , FS OF 满足 齐 次 Helmholtz 方程 : 


VF + К?Е = 0 (1.9.38) 


V7 oF +k? SF = 0 (1.9.39) 


在 普遍 的 情况 下 , 若 在 电磁 场 中 同时 存在 有 电 性 场 源 p、J 和 磁性 场 源 pms Jm, 
则 总 的 电磁 场 是 它们 分 别 所 产生 的 场 的 命 加 ，( 注 : 在 不 致 引起 误解 或 混淆 情况 下 ， 
为 简洁 起 见 , ФА 和 ФЕ RASH bh “А” 或 UFU) 

1.9.3” 电 赫兹 矢量 H° MRBBRE П" 

在 电磁 理论 包括 微波 理论 中 , 还 经 常 有 来 用 另外 两 个 辅助 矢量 , 即 I° 和 IIT Ж 
计算 电磁 场 . 对 于 时 谐 场 情形 , 它们 的 定义 分 别 为 
_ 1 
«jen 
gl 

jwep 


这 两 个 矢量 п° 和 п" DARA BAREM RE. 


II? 


(1.9.40) 


(1.9.41) 
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从 П° 和 п" 的 定义 可 见 , 它们 分 别 与 4 和 Е 具有 完全 相同 的 意义 , 之 间 仅 
是 相差 一 个 比例 常数 . 引入 赫兹 矢量 H° 和 H” 后 , 场 表示 式 (1.11.29). (1.11.30) 
和 (1.11.34). (1.11.35) 式 可 表 为 更 简洁 的 形式 : 


H = jweV x II? (1.9.42) 

E =V (V - H°) + k?lII* (1.9.43) 
和 

Е = —jwpV x H” (1.9.44) 

H = N (V : H>) + kH” (1.9.45) 


将 (1.9.40) 和 (1.9.41) 式 分 別 代 入 (1.9.26) 和 (1.9.36) 式 , 可 知 П° 和 п" 分 别 满 
足 方 程 : 


V2H° + k? IT? = ——J (1.9.46) 
VHT + k? Tm = Eu (1.9.47) 


+ 7-05 7, = 0, 即 无 源 区 情形 , H° Ej I1 满足 齐 次 Helmholtz WE: 


V2H° +k’ M° = 0 (1.9.48) 
V? IT" +k? IT^ =0 (1.9.49) 
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通常 , 对 于 电磁 场 问 题 , 当 应 用 Maxwell 场 方程 直接 求解 电场 E 与 磁场 H 时 ， 
首先 的 工作 就 是 从 场 方 程 推导 出 仅 含 E 与 互 (有 些 情 形 , 为 场 的 某 个 分 量 ) 所 満足 
的 微分 方程 ( 即 波动 方程 ), 以 便 对 它 进行 求解 , 并 进一步 得 出 满足 给 定 边界 条 件 的 
边 值 问题 解 . 以 下 我 们 讨论 关于 E 和 H 所 应 满足 的 波动 方程 . 


1.10.1 ”矢量 波动 方程 


对 于 各 向 同性 媒质 有 本 构 关 系 D Е. B = nH. 此 时 , 対称 形式 Maxwell 


场 方程 为 эв 2H 
V メ ニー ブ ョ ーー ニー ニー ブ ョ ー ル ーー (1.10.1) 
和 oD OE 

Vx H=J+ Fr =] ten (1.10.2) 
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HZ (1.10.1) 和 (1.10.2) 式 的 旋 度 , 分 别 消 去 H M E 可 得 


VxVxE--VxJa-Vx (2 ) (1.10.3) 
ü OE 
Vx Vx H = Vx J +V x (220) (1.10.4) 


应 用 矢量 恒等式 ү х (ФА) = eV x А + Vó x A, 故而 有 


oH oH oH の OH 
vx (use) pV x ET + VEX -g = be х H+ Уп x = 


将 (1.10.2) ff] V x H 和 (1.10.1) 的 28 代入 上 式 , 则 可 得 
2 
V x («5 )- = „22 €— 一 YE y (V x E + Jx) 
T (1.10.3) 式 可 写成 


ðJ „ŽE v 
"ac әр 


VxVxE--VxJa- 


m) (110.5) 


因 対 任意 矢 量 A, ARV x V x A = V (V А) — V^ A, ERWA 


ðJ OE i 
2р EY 
УЕ у (У.Е) Ух Juct iy EL 


x(Vx E+Jm) (110.6) 


A V-(¢A) = V-A+A-V¢, HV-D=V-(cE) = р, WPA V.E = p/e— E-(Ve/e). 
于 是 , (1.10.6) 式 可 表 为 


+V x Jx + „27 

(1.10.7) 
对 上 式 应 用 “二 重 性 ”原理 , 按 (1.6.25) 式 ; {Е 6 H, p ө -pm, J 一 -Jm 和 
e ө ー ム ) 作 対 偽 代 換 , 或 采用 类 似 以 上 步骤 , 可 得 


2 Ve Е 
VE — v(é )+у(Е. ve) + J — x (V x E + Ja) = 657 


VAN Ve eH 8J 

уН -y | Ра v (n. vE ELEM m 
(22) + т + —x(VxH- J)= HED Vx J+e€ EY 
(1.10.8) 


由 于 实际 上 pm = 0 Ж Jm = 0, 由 (1.10.7) 和 (1.10.8) 式 , 最 后 便 得 到 


OJ 


2E 
ag ta (1.10.9) 


ve-v(2)+v(e- У) + YE (Vx E) = eS 
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和 


peo -Vx J+ Xs xJ (1.10.10) 
以上 (1.10.9) 和 (1.10.10) 式 分 别 就 是 各 向 同性 =. 媒质 中 一 般 时 谐 电场 和 磁场 所 
满足 的 微分 方程 , 它们 称 为 矢量 波动 方程 . 对 于 e、g 是 坐标 函数 的 非 均匀 媒质 , 它 
们 是 相当 复杂 的 . 

对 于 时 间 因 子 为 det 的 时 谐 场 , In = pm = 0, 以 及 常 遇 到 的 均匀 各 向 同性 媒 
质 , 此 时 (1.10.7) 或 (1.10.9) 式 可 简化 为 


wav (HTH) X Ve x (Vx H) = 


VE + КЕ = jupJ + 上 (1.10.11) 
对 于 H, (1.10.8) 式 可 简化 为 

VUHH--OKH--VxJ (1.10.12) 
特别 地 , 对 于 p = 0 和 J = 0 无 源 情形 , (1.10.11) 和 (1.10.12) 式 进一步 简化 成 


V2E+k2E = 0 (1.10.13) 
V?H +k2H = 0 (1.10.14) 
以 上 式 中 , 波数 z= の Ep = Ao Eris. 
又 如 果 所 考虑 的 场 E 和 H 为 沿 z 方向 传播 的 波 , 则 其 表示 式 将 含有 因子 
ewt- 这 里 y 为 传播 常数 , — & = = (у)? = 72. ЖЕ, + 


д? の 
ap Vea V~ n. 称 为 横向 拉 普 拉 斯 算 子 


于 是 , (1.10.13) 和 (1.10.14) 式 将 可 写成 


V? = Via Vš = УА + 


VEE + (к? + ү?) Е = 0 (1.10.15) 
和 

Vit + (k? +7) H = 0 (1.10.16) 
(1.10.15) 和 (1.10.16) 式 是 二 维 形式 的 矢量 Helmholtz 方程 . 
1.10.2 ”标量 波动 方程 


直接 求解 电磁 场 矢量 波动 方程 一 般 是 很 困难 的 , 而 求解 标量 波动 方程 则 简单 得 
多 . 若 对 所 解 问题 的 某 个 场 分 量 满足 标量 形式 的 波动 方程 , 则 通常 我 们 总 是 先 求解 
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该 场 分 量 波动 方程 满足 问题 边界 条 件 的 解 , 再 应 用 Maxwell 场 方程 求 得 电 、 磁 场 的 
其 它 各 个 分 量 . 例如 ， 
(1) 在 求解 柱 面 波导 问题 时 , 设 波导 的 轴 沿 z 方向 , 此 时 , A E = Er + âE 
Ж H = Hr + &;,H,, 而 有 VE = \?Ет + &,V2E, Ж V2H = V2H<x 十 GzV2 万 -， 
ЖЕШ (1.10.13) 和 (1.10.14) A, 可 得 电磁 场 的 纵向 分 量 E, 和 H, 满足 二 维 标量 波 
动 方程 : 
VIE, + (К + ү?) E, = 0 (1.10.17) 
和 
VZH, + (к? +7) H, = 0 (1.10.18) 
车 已 求 得 满足 波导 边界 条 件 波动 方程 Е, 和 H, 的 解 , 则 由 场 方程 便 可 得 波导 中 电 
磁场 的 横向 分 量 . 这 就 是 求解 波导 问题 的 “纵向 场 法 "( 详 见 第 3 章 ). 
(2) 求解 时 谐 电流 源 J 的 辐射 问题 时 , 采用 磁 矢 量 势 A 法 , 由 (1.9.26) 式 可 知 ， 
在 均匀 各 向 同性 媒质 中 磁 矢 量 4 满足 非 齐 次 矢量 Helmholtz 方 程 : 


VA + КА = -uJ (1.10.19) 


AP, J 了 为 外 加 源 电流 密度 ; / 为 媒质 的 磁 导 率 . 
由 于 矢量 4 具有 与 J 的 方向 相同 , 因而 , 我 们 有 


У?А; +А?А, = –иЈ; (i= 2,0,2) (1.10.20) 
这 就 将 方程 (1.10.19) 化 成 三 个 直角 坐标 分 量 的 标量 Helmholtz 方程 . 
(3) 求解 球形 谐振 腔 与 平面 波 的 圆 球 散射 问题 时 , 米 用 磁 矢 量 勢 A 和 申 矢 量 勢 ・ 
F 法 , 我 们 可 导 得 在 球 坐 标 系 (7,9, wp) P, A 和 F 沿 球 坐 标 т 的 径 向 分 量 А, 和 
Р, 在 均匀 各 向 同性 媒质 中 的 无 源 区 分 别 满足 标量 “波动 方程 : 


(V? + k2) = =0 (1.10.21) 
和 和 F, 
(V? + k2) = =0 (1.10.22) 


车 已 求 得 满足 以 上 波动 方程 4。 和 F. 的 解 , 则 由 场 与 A, 和 F, 的 关系 、 应 用 球 散 
射 问题 的 边界 条 件 便 可 得 其 散射 电磁 场 的 各 个 分 量 ( 详 见 3.11 节 和 第 6 ж). 

(4) 若 对 于 二 维 问题 E 和 H, UK e. и 均 与 直角 坐标 z 无 关 , 则 由 (1.10.9) 
和 (1.10.10) 式 将 不 难 证 明 E Al H BJ z 分量 E, 和 H, 满足 如 下 二 维 非 齐 次 标量 


波动 方程 : 
9 /1 9 9 /1 8 2 | 
[ж (=) + бу (た あ ) t ke Be = оло (110.23) 


1.11 Green 函数 法 ・35・ 
和 

8 (109 8 (18 2 9 /1 9 /1 

て イニ デア リュ と (こと | ロニ ーー —J.) (1.10.2 

É (= x) + Oy (= 5) + Код | H Ox (= ヵ ) + Oy (24 ) (1.10.24) 


IP, er = 6/60; Ur = H/o; ko = woo; No = Vpo/eo 为 自由 空间 波 阻 抗 
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Green 函数 法 是 求解 非 齐 次 微分 方程 的 一 个 重要 方法 , 在 求解 含 场 源 的 电磁 场 
边 值 问题 中 具有 广泛 应 用 . 在 这 种 方法 中 , Green 函数 是 作为 中 间 函 数 (辅助 函数 )， 
它 所 满足 的 方程 与 所 给 问题 的 方程 相同 , 但 非 齐 次 项 则 由 剖 激 函数 б(т — r^) 函数 
代替 , 而 满足 的 边界 条 件 与 所 给 问题 边界 条 件 类 型 相同 , 但 为 齐 次 的 边界 条 件 . 一 
且 求 得 所 给 非 齐 次 方程 边 值 问题 的 Green 函数 , 应 用 Green 定理 便 可 求 得 所 给 问 
题 用 被 积 函 数 含 Green 函数 、 已 知 非 齐 次 项 与 边界 条 件 表示 的 积分 形式 解 . 关于 ó 
函数 的 简介 参见 附录 A. 

Green 函数 在 数学 上 表现 为 一 个 非 齐 次 微分 方程 其 自由 项 为 冲 激 函 数 时 在 一 
定 条 件 下 的 解 ; 而 在 物理 上 它 则 是 系统 在 一 定 条 件 下 对 于 一 个 点 源 所 产生 的 响应 . 


1.11.1 Green AR 


在 电磁 问题 中 , 通常 需要 求解 关于 电场 ERS H). 标量 势 和 矢量 势 等 场 量 
所 满足 的 非 齐 次 微分 方程 . 现 考虑 一 般 非 齐 次 线性 微分 方程 : 


Lu(r) = f(r) (1.11.1) 


AP, L 为 线性 微分 算 子 . ulr) 为 待 求 的 函数 ; f(r) 为 方程 的 自由 项 (或 称 源 函 数 、 
激励 函数 ), 它们 是 空间 坐标 r 的 函数 . 
线性 微分 方程 (1.11.1) 的 解 形 式 上 可 将 其 两 边 同 乘 道 算 子 L 后 给 出 : 
| L“Lu(r) = L-lf(r) 
即 
u(r) = L> f(r) (1.11.2) 


设 源 函数 f(r) 限于 在 有 限 体积 V 内 , CEV 外 为 零 . 按 5 函数 的 定义 及 其 
性 质 , 我 们 可 将 源 函 数 f(r) EX 


f(r) = / / f т") вг r')àv' (1.11.3) 
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将 (1.11.3) 代入 (1.11.2) 式 后 , 可 得 


u(r) ニル n FrN Slr — r dv 
= | | fe) aie = nya (1.11.4) 


4 
Lé(r—r)-G(r,r) (1.11.5) 


u(r) = f| | t8. aw’ (1.11.6) 
AP, 带 撤 的 坐标 为 源 点 坐标 ; 不 带 撤 的 坐标 为 场 点 坐标 . 
对 (1.11.5) 式 两 边 同 作 算 子 L 运算, 即 有 


LG(r,r') = (т — т”) (1.11.7) 


Jj (1.11.7) 的 解 С(т,т') 就 定义 为 相应 L 算 子 方程 的 Green 函数 ( 亦 称 点 源 影 
响 函 数 ). 

将 (1.11.7) 与 (1.11.1) 相 比 较 可 见 , G(r,v^) 所 满足 的 方程 就 是 将 原 待 求 的 非 
齐 次 方程 的 自由 项 f 换 成 5 函数 、w 一 G 后 的 方程 ， 由 于 方程 (1.11.7) 的 自由 
项 是 5 函数 , 因而 求解 它 要 比 求解 (1111) 式 简单 许多 ，G(r,7') 的 物理 意义 是 
位 于 r 的 点 源 在 r 处 所 产生 的 场 , 具有 强度 为 fr')du' 的 点 源 所 产生 的 场 则 为 
f(r')G(r,7')dv', 由 于 方程 的 线性 , 因而 具有 连续 场 源 分 布 f(r) 所 产生 的 场 等 于 具 
有 一 定 强度 的 各 个 点 源 的 县 加 , MARA (1.11.6) 的 积分 形式 . 

在 电磁 问题 中 最 常 遇 到 的 非 齐 次 微分 方程 有 Poisson 方程 和 Helmholtz 方程 . 
例如 : 

对 于 静态 场 , 在 具有 介 电 常数 є 的 媒质 中 , 当 存在 有 电荷 密度 分 布 p(r) 时 , Е 
在 空间 所 产生 的 静电 势 u = olr) 满足 标量 Poisson 方程 


V26 = -zp (L = -V?) (1.11.8) 


对 于 稳 恒 电流 场 , 在 具有 磁 导 率 / 的 媒质 中 , 当 存 在 有 电流 密度 分 布 J (r) 时 ， 
它 在 空间 所 产生 的 磁 矢 量 势 Alr) 满足 矢量 Poisson 方程 : 


V?A = -uJ (L--V?) (1.11.9) 
对 于 时 间 因 子 et 的 时 谐 电 磁场 , 采用 势 函 数 法 , 在 均匀 各 向 同性 e、g 媒质 


中 , 当 含 有 电荷 密度 分 布 p(r) 时 , 它 在 空间 所 产生 的 电 标量 势 @ 满足 非 齐 次 标量 
Helmholtz 方程 : 


则 


Vs kG 10 (L = — (V? + k2)) (1.11.10) 
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而 当 含 有 电流 密度 分 布 J(r) 时 , 其 产生 的 磁 矢 量 势 4 满足 非 齐 次 的 矢量 Helmholtz 
方程 : 
УА +k A=-pJ (L= -(V2-+k)) (1.11.11) 
由 于 (111.9) 和 (11111) 中 的 矢量 4 的 方向 与 J 的 方向 相同 , 我 们 可 以 将 它们 
分 解 成 三 个 直角 坐标 分 量 后 求解 ， 因 而 , 这 两 个 方程 亦 可 归结 为 标量 Poisson 和 
Helmholtz 方程 的 求解 . 
对 于 存在 有 J(r) 和 р(т), 电场 E 和 磁场 H 所 满足 非 齐 次 (KE) 方程 分 别 
为 
V?E + k2E = =Vp + jw (1.11.12) 
和 
VH +k2H = —V x J (1.11.13) 


在 一 般 曲 面 坐 标 情况 下 , 由 (1.11.12) 或 (1.11.13) 式 可 得 三 个 含有 曲面 坐标 分 
BS) 的 联 立 方程 组 , 但 由 此 方程 组 解 出 Е( H) 的 三 个 曲面 坐标 分 量 却 非 易 
事 . 仅 当 所 求 边 值 问 题 可 采用 直角 坐标 系 时 , Е( H) 可 分 解 为 三 个 直角 坐标 分 
量 , 此 时 才能 得 到 三 个 独立 的 标量 方程 . 在 柱 面 坐标 情况 下 , 有 一 个 坐标 分 量 (如 z 
分 量 ) 就 是 直角 坐标 分 量 , 因而 也 有 一 个 独立 的 标量 方程 ， 此 时 解 出 E. 和 Н„, 其 
它 场 分 量 便 可 通过 场 方程 用 它们 表示 . 对 于 具有 菜 种 对 称 性 的 一 些 问 题 , 这 时 亦 可 
导 得 某 一 个 电场 (或 磁场 ) 分 量 满足 标量 形式 的 非 齐 次 方程 , 而 求 得 该 场 分 量 后 , 其 
它 场 分 量 便 可 应 用 场 方程 求 出 . 在 一 般 情况 下 , 直接 求解 Е. H 的 非 齐 次 项 方程 则 
是 很 复杂 和 困难 的 . 在 1.14 节 中 , 我 们 将 简要 介绍 直接 求解 E 和 H 非 齐 次 方程 
的 并 矢 Green 函数 法 . 这 是 一 种 求解 可 含 复杂 媒质 的 各 类 电磁 场 边 值 问 题 的 系统 
方法 . 

综 上 所 述 , 对 于 求 静电 势 、 静 磁 势 、 电 标量 势 和 磁 矢 量 势 , 以 及 有 些 问 题 的 电 
磁场 时 , 我 们 所 需 解 的 就 是 这 些 势 函数 和 某 个 场 分 量 所 满足 的 标量 形式 的 Poisson 
和 Helmholtz 方程 . 此 时 , 相应 的 Green 函数 满足 方程 : 


V?G(r, r’) = —ó(r — т) (1.11.14) 


和 
V2G(r,r’) + kG(r,r') = —6(т — v) (1.11.15) 
4 G(r,r’)=¢ 5 G(r,r) = Ali = х,у, z) PF, (1.11.14) 式 的 物理 意义 分 别 是 
位 于 m 的 < 单位 静 点 电荷 与 沿 某 坐 标 i 方向 1/ ヵ 单位 稳 恒 电流 元 在 空间 > 处 所 
产生 的 静电 势 与 静 磁 势 ; 而 (1.11.15) 式 的 物理 意义 则 分 别 是 位 于 rr. є 单位 时 谐 变 
化 的 点 电荷 与 沿 某 坐标 ; 方向 1/x 单位 时 谐 变化 电流 元 在 空间 + 处 所 产生 的 电 标 
量 势 与 磁 矢 量 势 . 
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通常 , 对 于 数学 上 的 定 解 问题 , 或 具体 的 电磁 问题 (或 物理 问题 ), 方程 的 解 u(r) 
必须 满足 问题 给 定 的 边界 条 件 和 自然 (有 界 、 单 值 ) 条 件 , 其 G(r r^) 满足 相应 的 齐 
次 边界 条 件 . 因而 , 不 同 边 值 问题 具有 不 同形 式 的 方程 和 不 同 的 边界 条 件 就 将 有 不 
同 的 Green 函数 . 

对 于 无 界 域 ( 且 空间 中 无 任何 障碍 物 ), 即 自 由 空间 情形 , 相应 方程 (1.11.1) 的 
Green 函数 , 称 为 该 方程 的 自由 空间 Green 函数 , 亦 称 为 该 方程 的 基本 解 ; 并 通常 ， 
用 Go(r,r’) 表示 , 下 标 “0” 表 示 对 应 于 自由 空间 . 

对 于 静态 场 情形 , G(r,r)( 以 及 u(r)) 在 无 穷 远 处 应 满足 的 条 件 是 它 必 须 有 限 ， 
且 其 值 等 于 零 (参考 点 ), Bil Jim G(r,r^) = 0. 

对 于 时 间 因 子 ee ҤЕ ШЖ, G(r г) (EU u(r)) 必须 其 幅 值 应 随 波 的 辐 
射 扩散 至 无 穷 远 处 时 等 于 零 , 而 其 相位 变化 应 是 从 场 源 向 无 穷 远 方向 传播 的 行 波 . 
此 即 G(r,r’) 应 满足 辐射 条 件 : 


lim r (£ +) =0 (球面 波 ) (1.11.16) 

Jim Vp (号 +jkG) =0 (ЖШ) (1.11.17) 
和 

„їп E +jkG) =0 (平面 波 ) (1.11.18) 


由 于 平面 波 是 一 种 理想 的 波 , 它 在 传播 过 程 中 不 会 扩散 , 因而 到 达 无 穷 远 处 时 ， 
场 强 的 幅 值 不 会 等 于 零 , 除非 在 传播 途中 存在 衰减 . 故 平面 波 的 辐射 条 件 只 反映 相 
位 条 件 . 
但 注意 到 , 对 于 时 谐 场 , 如 果 媒 质 的 导电 率 o Z 0, 则 复 介 电 常数 ë = є – јо/є 
的 虚 部 小 于 零 , 而 上 = o. Jen, 故我 们 将 有 Imk < 0. 因而 , 无 论 球面 波 、 柱 面 波 或 平 
面 波 , 如 果 我 们 假定 有 Imk < 0,. 则 波 的 传播 将 具有 衰减 , 即使 极 微弱 的 衰减 , 在 从 
源 到 达 无 穷 远 时 也 必 将 衰减 至 零 , 并 同时 满足 辐射 条 件 中 从 源 向 oo 处 传播 的 行 波 
相位 要 求 ; 但 从 оо 反方 向 朝 源 方向 传播 的 行 波 在 远离 源 后 无 穷 远 处 则 发 散 , 这 表明 
没有 物理 意义 , 故 这 样 的 反 向 波 不 应 存在 . 因此 , 本 章 随后 求解 时 谐 电 磁场 问题 时 ， 
在 求解 其 满足 的 Helmholtz 方程 及 其 相应 Green 函数 时 , 我 们 可 以 用 Imk < 0( 且 
其 值 为 一 极 小 的 量 ) 来 替代 辐射 条 件 , 即 假定 媒质 具有 微弱 的 导电 损耗 . 这 样 , 对 于 
时 谐 场 和 静态 场 的 无 界 域 问题 , 在 无 穷 远 处 应 满足 的 限定 条 件 均 将 可 表 为 
lim С(т,т')=0 (1.11.19) 


|ri—oo 


对 于 无 界 域 Helmholtz 方程 的 自由 空间 Green 函数 ( 即 基本 解 ) 可 参见 附录 B; 
对 于 有 界 域 Helmholtz 方程 场 边 值 问题 的 Green 函数 的 范例 见 附录 C. 
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1.11.2 Green RAGE 


Green 函数 方法 将 原 场 问题 的 求解 分 成 两 部 分 : 首先 是 求解 方程 (1.11.15) 満 
足 齐 次 边界 条 件 的 解 ; 然后 再 将 问题 的 解 化 为 求 一 个 被 积 函数 含 Green 函数 与 已 
知 方程 的 非 齐 次 项 (电流 源 J 或 电流 密度 p) 的 体积 分 , 及 一 介 含 Green 函数 (或 其 
导数 ) 与 边界 条 件 的 面积 分 之 和 . 显然 , 由 于 方程 (1.11.15) 的 非 齐 次 项 为 8(r — т”), 
且 边 界 条 件 为 齐 次 的 , 故 求解 它 要 比 求解 原 非 齐 次 方程 (1.11.1) 简单 , 而 所 要 求 的 
积分 一 般 可 通过 数值 方法 或 近似 方法 给 出 , 因此 , 一 旦 求 出 相应 边 值 问 题 的 Green 
函数 , 问题 就 基本 解决 了 . 但 对 于 具有 复杂 边界 形状 的 边 值 问题 , 求 其 Green 函数 
与 直接 求解 原 问 题 同样 也 是 非常 困难 的 . 

以 上 (1.11.6) 式 给 出 的 是 无 界 域 情形 的 解 ; 对 于 存在 有 界面 S 的 边 值 问题 , 由 
于 在 源 的 作用 下 , 界面 5 会 产生 感应 的 源 , 因而 , u(r) 的 解除 含 源 画数 f(r’) HR 
分 , 还 包含 有 与 边界 条 件 有 关 的 面积 分 . 利用 Green 定理 ( 即 第 二 Green EFA), 
我 们 便 可 得 此 u(r) 的 积分 表示 式 . 

下 面 我 们 将 应 用 Green 定理 来 推导 非 齐 次 微分 方程 ( 有 界 ) 边 值 问 题 含 Green 
函数 的 积分 形式 解 ; 并 应 用 于 给 出 Helmholtz 方程 和 Poisson 方程 解 的 积分 表示 式 . 

W V 是 有 界面 S АБЕ, ф(х, у, 2) 和 (zw z) XE S 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ， 
在 V 内 具有 二 阶 连 续 偏 导数 , 则 我 们 有 Green 定理 (参见 数学 附录 中 公式 A(9)): 


i (фУ?д — Gv) dv = f. (29 - ZI (1.11.20) 


AH, à 为 S 的 外 指法 线 方向 的 单位 矢量 . 

从 (1.11.20) 式 可 知 , 若 交換 o 和 y, 则 恒等式 不 变 , 这 表明 它 对 于 5p 和 具 
有 互 易 性 . 

Green 定理 给 出 了 函数 o ЯП 满足 的 积分 关系 式 , 若 已 知 其 中 一 个 函数 , 则 另 
一 函数 便 可 由 已 知 函 数 的 积分 表示 , 因而 有 重要 的 实际 应 用 意义 . 因此 , SHE о 
为 待 求 微分 方程 的 解 , 而 v = G(r.r) 为 相应 方程 的 Green 函数 , 则 我 们 便 可 得 含 
有 o 与 已 知 G(r, r”) 的 积分 关系 式 . 

现 考虑 Helmholtz 方程 边 值 问 题 . 设 在 区 域 V A, (1.11.20) 式 中 的 ゅ 満足 方 


fi 
үу2ф + だ み = —f (1.11.21) 
而 G(r,r') = v 是 相应 Helmholtz 方程 的 Green 函数 , 満足 方 程 : 
V?G + k2G = —ó(r — v!) (1.11.22) 


AF, k 为 常数 . ГА k = 0 时 , Helmholtz 方程 将 退化 成 Poisson 方程 . 
由 (1.11.20) 式 可 得 
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ee (r, r)V?o(r^) — g(r’ )V2G(r, T "))dv 
, aglr’) r OG(r, r’) , 
-f (ce ーー гу n (1.11.23) 
由 G(r, v^) 乗 (1.11.21) 式 与 ф(т') HB (1.11.22) 式 相 减 , 便 有 
G(r,r)V?9(r) — é(r')V?G(r,r') = -G(r,r)f(r') + é(r)ó(r -r') | (111.24) 
将 (1.11.24) 代入 (1.11.23) 式 , Al ni é(r')ó(r — rdv = d(r), 我 们 就 得 到 
UA 


=f IT, G(r, r^ f (r)dv + f. (Gtr) amn Er Jas 
(1.11.25) 


(1.11.25) 式 表 明 , V 内 任意 一 点 的 or) 值 可 表 为 对 V 的 体积 分 与 对 界面 S 的 面 
积分 之 和 ; 前 者 表示 V 内 源 f 分 布 対 olr) 的 贡献 , 后 者 表示 界面 5 上 感应 面 源 分 
布 对 ф(т) 的 贡献 . 

对 于 无 界 域 (自由 空间 ) 情形 , 即 界面 S 一 5, 源 f 只 是 在 一 有 限 体 积 V 内 
具有 分 布 , 此 时 有 2(r)|。 = 0 和 G(r,r”)|s_ = 0, 故 (1.11.25) 式 中 的 面积 分 为 


=, 而 有 
r= f/f Go(r, r^) f (r')dv' (1.11.26) 
此 即 (1.11.6) XX. 


对 于 第 一 类 Dirichlet WHALE, ó(r)]g = u(r), Gilr,r’)|g = 0, (1.11.25) 式 简 


化 为 
$(r) = //[ ero ter aw - f. ши) E Tag (1.11.27) 


OG»(r,r') 
On 


对 于 第 二 类 Neumann 边界 条 件 ， ae) 
式 简化 为 : i 


= w(r), 


= f] Go(r,r’)f (r')dv’ +, Go(r, r)w(r')dS' (1.11.28) 
1 


mn ышк upas [oe | - = h(r) 
S 


— 0, (1.11.25) 
S 


和 
OGa(r, r’) 


aG3(r,r’) + 8 n 


= 0, 
S 


(1.11.25) 式 简 化 为 


é(r) = i Сз(т,т') f(r dv’ 一 p. G(r, r' ba das’ (1.11.29) 
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(1.11.26)~(1.11.29) 式 就 是 Green 函数 法 求 得 的 边 值 问题 的 积分 形式 解 . 由 
于 在 很 多 情况 下 ， 积 分 可 采用 数值 方法 或 近似 方法 计算 . 从 而 提供 了 一 种 通过 求 
G(r, v^) 给 出 边 值 问题 解 的 方法 , 它 具 有 重要 实际 应 用 意义 . 这 种 情况 就 相应 于 在 
线性 网 络 系统 分 析 中 , 系统 对 任 一 激励 信号 的 响应 ( 即 输出 信号) 等 于 系统 对 冲 激 
信号 的 响应 与 激励 函数 的 裙 积 积分 . 

电磁 理论 中 Green 定理 是 一 个 很 重要 的 定理 ， 求 势 函 数 满足 的 标量 非 齐 次 
Helmholtz 方程 的 解 时 会 用 到 标量 Green 定理 ; 对 于 具有 场 源 p(7)、J(7)、pm(7) 和 
J. (т) 分 布 的 一 般 情形 , SK Maxwell 场 方 程 组 的 积分 形式 解 时 将 用 到 矢量 Green 
定理 (ML 4.8 节 ); 而 并 矢 Green 函数 法 求解 电磁 场 边 值 问题 时 则 需 用 到 并 矢 形式 的 
Green 定理 ( 见 1.14 节 ). 
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本 节 讨 论 具 有 一 定 强度 的 一 维 冲 激 函 数 表 示 的 面 电流 源 在 自由 空间 中 的 辐射 
问题 ; 介绍 求解 一 般 非 齐 次 微分 方程 时 常用 的 直接 法 和 变换 法 , 并 用 于 求解 所 遇 到 
的 、 电 场 本 身 亦 是 一 个 非 齐 次 的 Green 函数 方程 . 

考虑 场 源 为 一 沿 z 方向 极 化 、 延 伸 整 个 z = 0 平面 的 均匀 电流 密度 层 Js, 如 
图 1.12.1 所 示 . 设 电流 密度 Js 作 时 谐 变 化 ( 略 去 因子 ele’), 在 空间 上 不 随 z、y AE 
化 , 可 表 为 


J(z) = à, Jsoó(z) (1.12.1) 
式 中 , а, 为 沿 z 轴 方 向 的 单位 矢量 ; Лоо 为 常量 (A/m), 表示 面 电流 源 的 强度 . 


2 


图 1121 JB zx 方向 极 化 、 延 伸 整 个 zy 平面 的 电流 层 Js 
由 Maxwell 场 方 程 (1.3.6) 和 (1.3.7), 有 
V x E = —-jouH (1.12.2) 
V x H = јиғЕ + Ј (1.12.3) 
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Xm, 
¿== — j (1.12.4) 
ш 


z 称 为 复 介 电 常 数 . 。 和 o 分 别 为 媒质 的 介 电 常 数 和 导电 率 . 由 于 场 源 J 与 >、 ヶ 无 
X. 且 空 间 中 又 无 散射 体 存在 , 故 其 辐射 场 将 只 是 坐标 z 的 函数 , 而 有 £ = £ = 0. 
于 是 , HA (1.12.3) RA J = а,Јѕоб(2), 可 得 


ну = —jwēE, — Jsoô(2) (1.12.5) 
t = juéE, (1.12.6) 
而 由 方程 (1.12.2), 可 得 
w = jonH, (1.12.7) 
m = —jonH, (1.12.8) 
Е, = Н, =0 (1.12.9) 


从 上 列 方 程 中 , (1.12.5) 和 (1.12.8) 式 是 关于 场 量 E,. Hy, 含有 场 源 J = à, Jso5(z) 
所 满足 的 方程 组 ; (1.12.6) 和 (1.12.7) 式 是 关于 场 量 Ey, H, 而 不 含 场 源 所 满足 的 
方程 组 ; 并 且 这 两 组 方程 之 间 没 有 耦合 . 这 后 一 方程 组 在 整个 空间 中 是 无 源 的 , A 
而 它 只 有 平庸 解 ( 零 解 ), 亦 即 有 


Ey = H, = 0 (1.12.10) 


于 是 , E 和 ADWARE 78 E, 和 H 现 重 写 下 它们 满足 的 场 方程 组 : 


a = ~jwéEy — Jsoó(z) (1.12.11) 
dE, __. 
oe (1.12.12) 
(1.12.12) SOM 2 RE, 并 将 (112.11) 式 代入 后 , 可 得 
dE 2 Q1. 
i デー јон [一 jwEPEz — Jsoó(z)] 


ニー KE, + jwpJsoó(z) (1.12.13) 
式 中 , 波数 k = oen — jo / (ue). 
故我 们 所 考虑 的 问题 可 归结 为 求解 关于 E, 的 非 齐 次 Helmholtz 方程 : 


d? Ez 
dz? 


+k? Ey, = jwuJso5(z) (=œ < z < оо) (1.12.14) 
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lim Е, = 0 (к < 0) (1.12.15) 


或 者 , 对 于 时 谐 场 , 当 z 一 too 时 , E, 应 满足 辐射 条 件 : 


lim (22: +.) = 0 (1.12.16) 


2—00 z 


4 
E, = —jenJsoGo . (1.12.17) 


则 由 (1.12.14) 和 (1.12.15) 式 可 得 


d?Go 


du t k2Go = —ó(z) (Imk < 0) (1.12.18) 
lim Go = 0 | (1.12.19) 


Go(z,0) 就 是 一 维 情形 的 Helmholtz 方程 的 Green 函数 , 其 自由 项 6(z) 表示 场 源 是 
位 于 z = 0 (zy) 平面 上 的 面 电 流 层 所 产生 的 场 . 一 旦 求 得 Go(z, 0), 因而 E, 便 可 
H (1.12.17) 式 给 出 , 而 与 之 相关 联 的 H, 便 可 由 (1.12.12) 式 求 出 : 
以 下 我 们 采用 直接 (经 典 ) 法 与 变换 法 来 求解 方程 (1.12.18). 
解法 1: 直接 (经 典 ) 法 
考虑 较 一 般 情形 , 设 电流 层 位 于 z = £ 平面 处 , 则 (1.12.18) 和 (1.12.19) 式 可 
写成 
d2Go 
dz? 


+Ю?Су = —ó(z — €) (Imk < 0) (1.12.20) 
im. Go(z,£) 20 (1.12.21) 


直接 法 的 基本 求解 过 程 是 (a) 以 z = € 场 源 处 为 界 , 将 求解 域 分 成 : (1) € < 
z < oo 和 (2) -oo < z < E 两 个 区 域 . 先 求 出 在 这 两 个 无 源 区 中 、 含 有 待定 积分 常 
数 的 泛 定 解 Go(z,&); (b) 再 应 用 限定 条 件 (1.12.21), 以 及 在 z = £ 场 源 处 Собе, £) 
应 满足 的 源 条 件 确定 出 所 有 待定 常数 , 而 得 出 所 求 方程 (1.12.20) 的 解 . 
将 (1.12.20) 式 两 边 对 z 从 z = £ 一 A/2 至 z= £ 4/2(4 为 小 量 ) 进行 积分 ， 
我 们 有 
£+A/2 E+A/2 E+4/2 
dim, ays dz КОЕ, жы], о вг Jim, [ 6(z-€)dz 
(1.12.22) 
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є+4/2 
应 用 = = £ 处 Gole, E) 连续 条 件 , Жош, / Goss) = Jim, LAG] = 0 


£+A/2 
以 及 对 于 上 式 右边 第 一 项 积分 , 按 5 函数 的 积分 定义 :Jim / И 5(z — £)dz = 1, 
> £—4/2 
# 


€+ 4/2 


lim С, dz Cee | = = Jim „| Go(z ol, 


E+4/2 
-4/2 
+A/2 
则 由 (112.22) 式 可 知 有 lim в, ep = —1, 故此 时 在 z = е 场 源 处 ， 


Green 函数 的 导数 G6(z,&) 不 连续 ， REN 1 即 在 z = £ 场 源 处 , 所 解 问题 
Go(z, €) 的 源 条 件 为 


eP -ePeo| GE eo -- 0225 


对 于 区 域 (1) 和 区 域 (2), z z £, СО) (2,6) M GO (2, e) 分 別 満足 Helmholtz 方程 : 


а? 
56 (る 8) + 260 (2,6) =0 (1.12.24) 
» | 
d? の (2) 
3:00 («€ +k2G (z£)-0 (1.12.25) 
熟知 , 它们 的 解 为 
GO (z, €) = Ает + Belk (1.12.26) 
GO) (z, £) = Ce Ez + Dei (1.12.27) 


AP, А,В,С 和 D 为 待定 的 积分 常数 , 可 由 限定 条件 (1.12.21)( 或 辐射 条 件 ) 确定 . 
因 假定 Rek > 0 H Imk < 0( 虚 部 值 很 小 , 表示 媒质 仅 有 微弱 导电 损耗 ), 则 应 用 
辐射 条 件 当 z> co 时 , 有 GP (O| 一 0 和 当 = 一 -oo GP GO o 
便 有 
GP eg = [4е-ік Bet] | = 0， 可 得 B-0; 
cO (9 5 = [Ce + Detz] |^ =0, W C=0 


MUR 
Gi) (2,6) = Ae" 和 GP (z, g) = Des (1.12.28) 
而 应 用 源 条 件 (1.12.23), 我 们 分 别 可 得 


Ae jk = Deiké (1.12.29) 


112 平面 电流 源 ・ お 5 - 


和 
-jk (Ae E$ + Рек) = —1 (1.12.30) 
由 它们 可 解 得 | | 
ニー ek D= Lek 1.12.31 
A рк° р jx (1.12.31) 


将 以 上 A. 代入 (1.12.28) 5X, 便 得 到 (1.12.18) 式 的 解 : 


(1) Lol „-е—) (2) = 1 oik(z-é) 
CGO = ae 和 GY.) = ae 


即 
16-00-60) к>є 
Go(z, €) = PM (1.12.32) 
pee 2 < € 
或 简洁 地 写成 , 
Со(2,) = met (1.12.33) 
将 此 代入 (1.12.17) 式 , 最 后 就 得 到 
Es = — Sp Joe il (1.12.34) 


若 Jso = E 使 E, 归 一 化 , 则 有 
E, = е7і12—& (1.12.35) 
将 (1.12.32) 代入 (1.12.8) XX, 可 得 与 E, 相应 的 磁场 H, 为 


1 e-ik(z-é) 729 


Hy = (1.12.36) 


—ejk(z—ë) z < 0 


AP, 7 = wg/k 为 媒质 的 波 组 抗 
特别 地 , 对 于 E= 0, 即 均匀 的 平面 电流 密度 层 Js 位 于 zy 平面 情形 , WA 
1 _ 
Go(z,0) = — e jF|Zl 
° Жоо, (Imk < 0) (1.12.37) 
E, =e ll Н, = ее # 0) 
解法 2: 变换 法 
具有 限定 (辐射 ) 条 件 的 非 齐 次 Helmholtz 方程 : 


2 
29005,8) + k?Go(z, £) = —ó(z —£) (к < 0) (1.12.38) 
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lim Go(z,é) =0 (1.12.39) 


也 可 以 采用 变换 ( 谱 域 ) 法 进行 求解 . 变换 法 的 基本 思想 是 : (a) 先 对 方程 (1.12.38) 
各 项 作 Fourier 积分 变换 ( 视 具 体 问题 或 采用 其 它 如 Hankel 变换 ), 将 微分 方程 化 
为 代数 方程 后 在 变换 域 进行 求解 ; (b) 对 在 变换 域 解 得 的 象 函数 作 Fourier 逆 変換 
(或 Hankel 逆 变 换 ) 而 求 出 象 原 函数 , 即 方程 (1.12.38) 的 解 . 

已 知 Fourier 积分 变换 对 为 (参见 附录 D): 


Go(h, £) = / ~ Со(2, )е "dz (Fourier 变换 ) (1.12.40) 


Go(z,£) = = た Go(h, &)еһаһ (Fourier 逆 变 换 ) (1.12.41) 
而 G4(z,&) 的 Fourier BHA 
GO (z, £) = —h?Go(z,€) (1.12.42) 
ó(z — €) 函数 的 Fourier 变换 对 为 
ó(z—£)-— た 6(z — €)e ihzdz = еі (1.12.43) 


ó(z— £) = 元 广 he de (1.12.44) 


現 対 (1.12.38) 式 作 Fourier 变换 , 得 


—h?Go(h, €) + k?Go(h, £) = еј") 


由 此 可 解 得 
_ ei^ eO 
Go(h, €) = RT (1.12.45) 
对 (1.12.45) REX Fourier 逆 変換 , 就 得 到 
oo Ajh(z—£) 
Go(z,£) = эк f — (1.12.46) 


(1.12.46) 式 中 的 积分 可 应 用 复 变 函数 的 围 线 积分 法 进行 计算 . 

为 此 , RITE h = u + ju 平面 内 , 当 z > & 时 , 考虑 由 -RR 一 O — R 的 一 段 直 
线 与 半径 为 R. 位 于 上 半 平 面 的 半圆 Сп 组 成 的 围 线 Ci( 如 图 1.12.2 Pras), 并 计 
算 如 下 围 线 积分 : 
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h=ut+jv 复 平面 
图 1.12.2 Вал 


jh(z—é) 
I= lim -$ e ah (1.12.47) 


RIS 2л С, h? 一 k? 
(1.12.47) 式 是 一 复 变 函数 围 线 积分 . 按 留 数 定理 , 围 线 积分 的 值 等 于 该 围 线 内 


被 积 函数 f(h) 在 所 有 极点 处 的 留 数 之 和 乘 以 2л], BR 


j f (h)dh = 2nj Y^ Res (hi) (1.12.48) 
C1 < 
式 中 , Res(hi) 表示 f(h) 的 第 “1 ”个 留 数 (residue). 
今 
eih(2—€) eih(z—€) 
の = ae = TENSA (1.12.49) 


故 f(h) 有 两 个 单 极点 , 分 别 位 于 hi = —k ho = k Ab. ВЕ Кек > 0 B Imk < 0( 小 
量 的 虚 部 ), 故 它们 位 置 如 图 1.12.2 所 给 出 . 在 围 线 С, 内 仅 有 一 单 极点 hi = —k. 
而 计算 单 极 点 的 留 数 的 公式 为 : Res(z:) = (h — h:i) f(h)l, au; 于 是 , 我 们 可 得 围 线 
С. 内 概 点 的 留 数 : 


(2—6) 
Без) = (h +k) АА = - — 
于 是 , (1.12.48) 式 可 写成 
jh(2—€) | 
た シー = 2njRes (hi) = aoe (z > €) (1.12.50) 


另 一 方面 , 我 们 可 将 (1.12.46) 式 无 穷 积 分 表示 成 围 线 С. 的 积分 与 半圆 线 积分 Cri 
两 部 分 线 积 分 之 差 , BU 
1 f9 ejh(z—8) 1 ojh(z—é) ejh(z—ë) 
| ん | 


=| ——a= lim —|$ sh/ ニーー 
2л oh Roo 2x (Jo, h? — k? QE cg 


上 式 中 的 第 一 项 围 线 C, 的 积分 值 已 由 (1.12.50) RAM, 以 下 来 计算 (1.12.51) R 
中 右 端 第 二 项 半圆 线 积分 Си, 的 值 , 并 证 明 此 积分 值 等 于 零 . 


(1.12.51) 
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为 此 , < h = Rel, 而 有 
ejh(z—é) 
1 Ae | = 


x еј(2 - 9) cos 05 (2—5) Rsin8 
n R2ej20 — k2 


/ e CS) Rsin ^ae 
0 


iRe" ae 


(1.12.52) 
故 可 知 
ink kano (1259) 
这 样 , 将 (1.12.51) 和 (1.12.50) 结果 代入 (1.12.46) 式 就 得 到 
Go(z,£) ==}, — 
-gu 9 (z >£) (1.12.54) 


类 似 地 , 24 z < £ 时 , 考虑 由 -RO — R 的 一 段 直线 与 半径 为 R. FRA 
下 半 平 面 的 半圆 Cro 组 成 的 围 线 С», 并 通过 计算 围 线 积分 , 我 们 不 难 证 明 有 


Go(z,£) = gj 79 (z < £) (1.12.55) 
合并 (1.12.54) 和 (1.12.55) 式 , 就 得 到 
Go(z,£) = ape él 


这 个 结果 与 解法 1 所 得 到 的 (1.12.33) 式 相同 . 这 说 明 解 (1.12.46) 与 解 (1.12.32) 或 
(1.12.33) 式 虽 然 形式 不 同 , 但 它们 彼此 是 等 价 的 . 这 也 是 按 唯 一 性 定理 可 预见 到 的 . 

从 以 上 所 述 可 见 , 直接 法 可 以 给 出 问题 的 解析 结果 表示 式 , 但 这 类 问题 是 十 分 
有 限 的 ; 对 于 有 界 域 问 题 , 通常 方程 齐 次 形式 的 解 需 采 用 本 征 函 数 的 级 数 表示 , 此 时 
所 得 结果 将 是 非 闭 式 的 . 众所周知 , 我 们 可 以 将 一 个 函数 展 成 广义 的 Fourier RR, 
如 Fourier 级 数 或 Fourier-Bessel 级 数 等 , 也 可 以 表 为 Fourier 积分 或 Fourier-Bessel 
积分 等 ; 前 者 本 征 函 数 具 有 离散 本 征 值 , 它 用 于 求解 有 界 域 问题 ; 而 后 者 则 具有 连 
续 本 征 值 , 它 限 于 求解 无 界 域 辐射 类 型 问题 . 变换 法 求解 过 程 是 先 求 出 所 解 方程 的 
正 变换 , 化 方程 为 代数 方程 进行 求解 , 然后 再 对 变换 域 的 解 进行 逆 变 换 以 得 出 方程 
的 解 . 变换 法 是 一 种 谱 域 方 法 , 给 出 的 是 非 闭 式 的 解 . 
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本 节 讨 论 具 有 一 定 强度 的 二 维 冲 激 函 数 表 示 的 线 电流 源 (电流 丝 ) 在 自由 空间 
中 的 辐射 问题 ; 并 采用 直接 法 和 变换 法 求解 所 导 得 的 电场 Green 函数 方程 . 

考虑 场 源 为 一 沿 z 轴 方 向 的 均匀 线 电流 Io, 从 z = -co 延伸 至 z = co 整个 z 
55, 如 图 1.13.1 所 示 . 此 均匀 线 电流 密度 J, TRA 


J(p) = д„1б(ж)б(у) (1.13.1) 
采用 圆柱 坐标 系 (0, р, 2), (1.1.3.1) 式 线 电流 J(p) 可 表 为 
_ . r の) 
Ј(р) = ао (1.13.2) 


图 1.131 z 方向 极 化 、 从 z = -oo ~ oo Й z RHR To 
由 Maxwell 277718 (1.3.6) 和 (1.3.7), 有 
Vx E = —juuH (1.13.3) 
Vx H =joëE + J (1.13.4) 


th, = e —jo/w 为 复 介 电 常数 . = 和 о 分 别 为 媒质 的 介 电 常数 和 电导 率 . 由 于 这 
里 电流 源 7 与 o. > EX, 且 空间 中 又 无 散射 体 存在 , 故 其 辐射 场 将 只 是 坐标 p 的 
函数 , 而 有 ie = Š _ 0. FÆ, 由 方程 (1.13.4), RA J = à,J,, 可 得 


9z 
dH, . 
l[d А 
2 E (oH) = J, + jwé E; (1.13.6) 


而 由 方程 (1.13.3), 可 得 


= јшиН, (1.13.7) 
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1 | d 

=|" (oE,)| = —juuH; 1.13.8 
«|< (ав, = - (1.13.8) 
E, =H, =0 (1.13.9) 


从 上 列 方程 中 , (1.13.6) 和 (1.13.7) 式 是 关于 场 量 E,. Ho. 含有 场 源 J = âJ: 所 
满足 的 方程 组 ; (113.5) 和 (1.13.8) 式 是 关于 场 量 EL. H, 而 不 含 场 源 所 满足 的 方 
A. 并 且 这 两 组 方程 组 之 间 没 有 耦合 . 这 后 一 方程 组 在 整个 空间 中 是 无 源 的 , Е 
只 有 平庸 解 ( 零 解 ), 亦 即 有 

E, = Н, = 0 (1.13.10) 


FH, ЕЖ H 分 别 只 有 唯一 的 场 分 量 E, 和 Ho. 现 重 写 下 它们 满足 的 场 方程 组 : 


: E Cfo)| = J, + jwēE (1.13.11) 
E = оин (1.13.12) 
式 中 が の 
— 7,0) 
Je = Ъз (1.13.13) 
(1.13.12) FEW p 后 再 对 。 RS, 可 得 
1 d 1 [d / dE, 
wap OH) = is [as (Ра). 
再 代入 (1.13.11) 式 , 于 是 , 我 们 有 
[e 9] nts 
5 1[а / dE ó(p) 
2 =i 00р) 
EE の の (113.14) 


这 是 一 非 齐 次 零 阶 Bessel 方程 ; 式 中 , 波数 = o en/1— jo/(we). 故 本 例 所 考虑 
的 问题 可 归结 为 求解 关于 E, 的 非 齐 次 零 阶 Bessel 方程 (1.13.14). 
当 p oo 时 , E, 应 满足 辐射 条 件 : 


lim E, = 0 (1.13.15) 
poo 


| E, = —jwploGo (1.13.16) 
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则 由 (1.13.14) 和 (1.13.15) 式 可 得 


lld/ асо 2 б(р) 

-| ($990 k?Go ニー 1.13.17 
p E (> do )| tE Go 2лр ( ) 
lim Go = 0 (1.13.18) 
poo 


Со(р, 0) 表示 场 源 为 沿 z 轴 的 单位 线 电流 所 产生 的 场 . 一 旦 求 得 G。(。, 0), 则 E, Bp 
可 由 (1.13.16) 式 给 出 , 而 与 之 相关 联 的 H, 便 可 由 (1.13.12) 式 求 出 : 

下 面 我 们 来 求 非 齐 次 Helmholtz 方程 (1.13.17) 的 解 Go(p, 0). 

解法 1: 直接 (经 典 ) 法 

方程 (1.13.17) 实际 上 是 关于 柱 坐 标 变量 p 的 一 维 非 齐 次 ( 零 阶 Bessel) 方程 . 
p 相当 于 一 维 直 线 坐 标 系 中 的 坐标 . 现 考虑 求解 奇 点 位 于 о = / 较 一 般 情形 下 此 一 
维 非 齐 次 方程 : 


i[d dGo 2 っ _ (0-р) 

っ Е ( do ) + Go =- (ав < 0) (1.13.19) 
lim Go(p, p) = 0 (1.13.20) 
poo 


为 此 , SU p = р 源 点 处 为 界 , 将 求解 域 分 成 : 区 域 (1) р < p < oo 和 区 域 
(2) 0 < p < p'. 在 这 两 个 无 源 区 , p р’, Со(р, p) 满足 齐 次 方程 
1fd f ас 
5 E Gal + К2Со = 0 (1.13.21) 
(1.13.21) 式 是 零 阶 Bessel 方程 , 故 它们 在 区 域 (1) 和 (2) 中 的 解 可 表 为 
AH (kp) + СН (ko) p» р 
BJo(kp) + DYo(kp) <р 


AF, A,B,C 和 D 为 待定 积分 常数 , 可 由 解 必 须 满 足 所 给 限定 条 件 和 在 p = р 处 
的 源 条 件 确定 . 

4 р — 0 时 , 解 应 有 限 , 而 因 p — 0 时 ， Yo(kp) — oo ЛЖ D = 0; 34 p — oo 
时 , 因 Hankel 函数 有 大 宗 量 渐 近 式 : 


Go(p, p) = | (1.13.22) 


HE? (кр) =, ae 和 HS (kp) っ ae 
由 于 假定 有 Imk < 0, 4 p 一 co Bf, 有 HP (kp) っ oo, PUK, 而 无 物理 意义 . 为 
満足 条件 lim Go(p, p) = 0, 故 应 有 C — 0. 于是, (1.13.22) 式 可 简化 成 


АН) (kp) p > р 


1.13.23 
Bolkp) p<p ( ) 


Go(p, p) = | 
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待定 常数 A. B 可 应 用 Go(p,p') ТЕ p = p! 场 源 处 应 满足 的 源 条 件 确定 . 类 似 
于 以 上 给 出 (1.12.23) 式 的 情形 , 我 们 有 


П 2, 1 
Gi (op) = 602 (oe) Ж Gi (op) -eP (pp) 
p=p р=р p=p p 


=” 2 
此 即 有 
AHE! (kp’) = BJo(kp’) (1.13.24) 
"E 1 

АН? (kp) — BI (kp!) = E (1.13.25) 

y 4 ’ / 7 / / 1 / 

WE А 可 得 В [Joke HO (kp!) — Ji (kp) HO (kp )| ニー уН (ke ) 

已 知 Jolko) 5 HP (kp) 有 Wronskian KAR: 
7 ‚ И , 7 , [ . 2 

W [Jo (kp), HS” (kp’)] = Jolko) HO? (kp!) — Jo(kp') HO) (kp) = —j (1.13.26) 


rkp 


于 是 可 解 得 : В = THP tke") 而 代入 (1.13.24) 式 , EF А = 5006р). 因而 , 将 
A. B 的 值 代入 (1.13.23) 式 , 最 后 就 得 到 方程 (1.13.19) 的 解 为 


Aen af ылмы nen mne 
特别 地 , 对 于 o = 0, 因 Jolko) = 1, (1.13.27) 式 便 简 化 为 
Go(p,0) = THP Eo) (p > 0) (1.13.28) 
这 就 是 所 要 求 的 方程 (1.13.17) 的 解 . 
将 此 Go(p,0) ERA (1.13.16) R, EA 
E, = -YEH (kp) (1.13.29) 
而 由 (1.13.12) 式 , 可 知 与 (1.13.29) 式 相应 的 磁场 Ho 为 
Н, = - 2H (kp) (1.13.30) 


解法 2: 变换 法 
现 重 写 下 非 齐 次 Besse 方程 (1.13.19) 和 限定 条 件 (1.13.20) 式 : 


1 E Ga +26, = aie (Imk < 0) (1.13.31) 
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lim Go(p, p/) = 0 (1.13.32) 
poo 


方程 (1.13.31) 也 可 以 采用 变换 ( 谱 域 ) 法 进行 求解. 
对 于 Hankel 变换 , 我 们 有 如 下 重要 结果 (参见 附录 D): 
Hankel 变换 对 定义 为 如 下 一 对 积分 表示 式 : 


"toy = Jo) = | т F(p)Jn(Ap)odp (1.13.33) 
H^ TO = げ (。) = [Г F(A) In (Ap) Ada (1.13.34) 


H (f(0)) 或 fO) 28 /(о) ff n Bt Hankel 变换 , 而 H-1 Í Fay} 或 Fo) 08 FO) 
的 п BT Hankel ЯХ. 


函数 Рр) = NIS 的 零 阶 Hankel 变换 为 


HEF) =F) = | 97 (друга = де) (1.13.85) 


oo 2 n? ~ 
H{F(p)}= Fo) = f (A +- 22) Op)pdp = Аў, (А) (113.36) 


_ _4у 1df 
特别 地 , WF п = 0, Fo) = ito 时 , 有 


- о /d2f idf Е - 
H= РО) = | (FEIE) моюна = NO) — (1339) 
这 里 , ВИЧ n — 0 时, 省 去 了 fo(X) 的 下 标 “0”. 
应 用 变换 法 , 对 方程 (1.13.31) 两 边 作 Hankel 积分 变换 , 利用 (1.13.37)、(1.13.33) 
和 (1.13.35) 式 , 我 们 可 得 


C гуду) = An 
于 是 , 可 解 得 oy 


AP, GoQ,〆) 是 Golo, ph) 的 Hankel 变换 . 对 它 取 逆 变 换 , 即 有 


1 / Jo(Ap)Jo(Ap! 
Golpo) = s= Í JO a, (1.13.38) 
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对 于 p! 一 0 情形 , 我 们 就 得 到 方程 (1.13.17) 的 解 为 
° Jo(Ap) 


1 
Go (p, 0) = 2n 0 X2 ー k2 AdA (1.13.39) 
HER Go(p, 0) 代入 (1.13.16) 式 , (848: 
_ jeHlo (^ Јо(Ар) 
ニー ラー / АА (1.13.40) 


以 上 我 们 在 圆柱 坐标 系 中 , 求解 了 图 1.13.1 所 示 线 电流 源 的 辐射 . 这 一 问题 亦 
可 在 直角 坐标 系 中 进行 求解 . ә 
在 直角 坐标 系 中 , 我 们 有 55 = 0, 此 时 , ЕН (1.13.3) 和 (1.13.4) 式 , 可 得 


Ж = —jwuH, (1.13.41) 
25 = јон, (1.13.49) 
әлү - = = јон, (1.13.43) 
a Е, | (1.13.44) 
= = —jwéBy (1.13.45) 
н, Е Ps = [p6(x)5(y) + jo£E; (1.13.46) 


以 上 六 个 方程 中 , 可 分 成 两 组 . (1.13.41). (1.13.42) 和 (1.13.46) 式 是 关于 场 量 Е,. 
Hz. Hy 和 含有 场 源 J = à,loó(z)ó(y) 所 满足 的 方程 组 , 由 于 它 不 含 磁场 纵向 分 量 
H,, 相应 ТМ, 场 ; (1.13.43). (1.13.44) 和 (1.13.45) 式 是 关于 场 量 E,. E, 和 H, 而 
不 含 场 源 所 满足 的 方程 组 , 由 于 它 不 含 电场 纵向 分 量 E, 相应 ТЕ, Ey; 并 且 这 两 
组 方程 之 间 没 有 耦合 . 这 TE, 场 方程 组 在 整个 空间 中 是 无 源 的 , 因而 它 只 有 平庸 解 
( 零 解 ), 亦 即 有 


Е, = Е, = H,=0 (1.13.47) 
于 是 , 我 们 所 要 求 的 场 量 只 是 E,. H, 和 Hy, 现 重 写 下 这 有 用 的 场 方程 组 : 
дЕ, . 
By = —jwuA, (1.13.48) 
ЭЕ. = jwuH, (1.13.49) 
OH, OH, 


一 = Ioó(x)ó(y) + jwéE, (1.13.50) 


113 # Hs Wü UR .55. 


将 (1.13.48) 和 (1.13.49) 代入 (1.13.50) zÑ, 可 得 
Е, OE, 


ar t Dy +k? E, = jouloó(x)ó(y) (1.13.51) 
若 已 解 得 EL W) H, 和 H, 可 由 (1.13.48) 和 (1.13.49) 式 给 出 
| H, = ーー OF: (1.13.52) 
jwp Oy 
1 OE, 
Hy = EZ (1.13.53) 
对 于 方程 (1.13.51), 限定 的 条 件 为 
ims E,(z,u) = 0 (1.13.54) 
lim E,;(z,u) = 0 (1.13.55) 
у- +оо 
现在 , 采用 变换 法 来 求解 方程 (1.13.51). 
为 此 , 我 们 将 (1.13.51) 式 对 z (Е Fourier 変換 得 
2 5 ^ 
I + (k? — k?) Ë, = jenloó(y) (1.13.56) 
式 中 , É, = Ez(ke,y) = f. Е, (2, yje ter dg 为 E, 的 一 维 Fourier 变换 . 
令 B | 
- Е, 
= Lu (1.13.57) 
к2 =k? – 2 或 = k; + k (1.13.58) 
于 是 , (1.13.56) 式 可 写成 _ 
2 
r +26, = —ó(u) (1.13.59) 


比较 (1.13.59) 与 (1.12.18) 3X, 由 (1.12.33) % (€ = 0) 可 知 , 上 式 的 解 Gu 为 
Gz = eo (Imky < 0) (1.13.60) 
对 (1.13.57) 式 作 美子 z 的 Fourier HARM, 因 有 (1.13.60) R, 可 得 
whlo 
4x 


E, (x. y) "n essa (1.13.61) 
z m 一 k x ` ・ 
一 DO 


类 似 地 , 如 果 将 (1.13.51) 式 对 y 作 Fourier 変換 , 则 亦 可 得 E, (z, y) 的 积分 表示 式 . 
这 只 要 在 (1.13.61) 式 中 作 代 换 co y 即 可 . 
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若 我 们 将 (1.13.51) 式 同 时 对 z 和 y 作 二 维 Fourier 变换 , 则 易 知 有 


(k? — k? — k2) Ë, (kz, ky) = још 


或 soul 
~ の 
Ë, (kz, ky) = BEBE (1.13.62) 
对 (1.13.62) 进行 二 维 逆 变换 , 便 有 
E,(x,y) = (5 3] f. l= т Eg dk, (1.13.63) 


ИЕ, Elke, ky) 与 B(x,y) 是 二 维 Fourier 变换 对 . 
综 上 所 得 关于 EE,(x,y) 的 四 种 表示 式 , 现 归纳 如 下 : 
(1.13.29): E, = ー RHP (kp) 


јә [°° olo) 
13.40): E, = 一 一 一 0 = МА 
(1.13.40) : E, m | x 


_ wplo 00 e—ikylul - 
(1.13.61) : E.(z,y) = 4n / = ” 一 -一 el dk, 


(1.13.63) : E,(r,y) = jwplo (2, 3] n n ан M k. dk, 
按 Maxwell 场 方程 解 的 唯一 性 定理 , 以 上 E, AURIS SC RABAT A 
而 使 我 们 可 导出 一 些 有 关 Hankel 函数 的 有 用 恒定 式 . 例如 : 
若 将 (1.13.40) 与 (1.13.29) 式 进 行 比较 , 则 有 Hankel 函数 的 积分 表示 式 
HO (kp) = А B o0 
按 (1.13.33) 式 Hankel 逆 変 換 定 叉 , (1.13.64) 式 可 写成 


_1 Í 2) 1 
Hj) (kp) = H 3x a] 


Add (1.13.64) 


XL EXON Hankel 变换 , 我 们 便 有 关系 式 : 


1 л [° 
хы = x | Hj? (kp)Jo(Ap)pdp (1.13.65) 


1.14 ЖХ Green 函数 法 ©! 


在 电磁 理论 中 , FR Green 函数 法 是 求解 各 类 电磁 场 边 值 问题 和 各 类 复杂 媒 
质 中 的 电磁 场 问题 的 一 种 有 效 方法 , 并 已 成 为 处 理 电 磁场 问题 的 一 种 系统 理论 . 本 


сд 
"3 


1.14 ŽAR Green 函数 法 


节 主要 目的 是 介绍 应 用 并 矢 Green 函数 法 处 理 电 磁场 问题 所 涉及 的 一 些 基础 概念 
和 内 容 , 例如 , 井 矢 形式 的 Maxwell 方程 和 并 撩 形式 的 波动 方程 , 电 型 和 磁 型 并 矢 
Green 函数 的 定义 、 电 磁场 边界 条 件 的 并 矢 形式 及 其 分 类 等 、 最 后 , 还 给 出 了 自由 
空间 的 并 矢 Green 函数 ; 作为 有 界 并 矢 Green 函数 范例 , 在 相应 附录 中 给 出 了 算 形 
波导 的 并 矢 Green RAM. AXIS Green 函数 的 较 全 面 了 解读 者 可 参阅 文献 [6], 
书 中 对 基本 理论 及 其 在 矩形 、 圆 形 、 机 圆 形 波导 和 劈 、 圆 球 、 圆 椎 等 典型 边 值 问题 ， 
以 及 在 平面 分 层 媒质 、 不 均匀 媒质 、 运 动 媒质 等 电磁 场 问题 中 的 应 用 均 有 详细 分 析 
和 论述 
1.14.1 Maxwell 场 方程 和 电磁 场 波 动 方程 的 并 矢 形式 

对 于 时 间 因子 为 et 的 时 谐 电磁 场 , 含有 外 加 电流 源 J 的 Maxwell 场 方程 为 


V x E = -jwp H (1.14.1) 
V x H=J+jweoE (1.14.2) 
式 中 , eo 和 jo 分 别 为 媒质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 . 
由 (1.41.1) 和 (1.14.2) 式 消 去 H 或 E, 可 得 E ЯП H 分 别 满足 方程 : 
V x V x Е – КЕ = —jupod (1.14.3) 
VxVxH-kKH=VxJ (1.14.4) 


式 中 , 波 数 k = o оро. 
现在 , 我 们 考虑 外 加 电流 源 J 为 位 于 = r 处 的 点 源 情形 . 首先 , W 


J = 一 Ga 1 ó(r — r^) (1.14.5) 
0 


BD J 沿 z 方 向 、 电流 和 矩 (强度 ) 为 uu 并 将 在 此 电流 源 J 作用 下 , 在 空间 r 处 


产生 的 电场 E(r) 记 为 GS) (r r), 而 将 在 т 处 所 产生 的 磁场 H(r) RA —juuo 后 
WA GG (n, r^). GO? (r,r) 和 GSP (r, r) 分 别称 为 电 型 和 磁 型 失 量 Green 函数 ,下 
标 че” 和 “m” 分 列表 示 “ 电 ” 和 gu ERA 


GE (r,r) = E(r) (1.14.6) 
GO (т, r^) = -jw H (т) (1.14.7) 


于 是 , 在 此 约定 下 , (1.14.1) 和 (1.14.2) 式 可 写成 


V x Gi? (r,r) 2 G2 (r,r) (1.14.8) 
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V x G(2 (т, r^) = б(т т), КС) (ғ, т") (1.14.9) 
_ 1 w. 
类 似 地 , 对 于 电流 源 为 了 = -ây (т r’) MT = а, 1 át — r) 时 ,我 们 有 
JW Ho jwAo 

V x GP (r, r’) = GY (т, т) (1.14.10) 

V x GW (r,r^) = à(r — r')à, + К?С (т, т") (1.14.11) 
和 

V x GP (r,r) = GQ (r, r) (1.14.12) 

V x G(? (r, r’) = б(т — r')à, +k? GO (r, r) (1.14.13) 


将 (1.14.8). (1.14.10) 和 (1.14.12) 式 分 别 乘 以 单位 常 矢量 âr а, 和 а,, 相 加 后 得 
V x [б (т, ra, + GO (r, ra, + G2 (т, rà. 
=) (v, r')à, + GY (r, r')à, + GO (r, ra, (1.14.14) 
将 (1.14.9). (1.14.11) 和 (1.14.13) 式 分 别 乘 以 常 矢量 à. а, 和 &,, 再 相 加 后 得 
V x [GQ (т, т) + GW (тт) + G(r, râ] 


=T5(r — r!) + k? [Gr, rà, + G(r, ray + GO (т, rà. (1.14.15) 


RP, T = дд + аа + а.а, 称 为 单位 并 矢 , 亦 称 归 本 因子 . 


现 定义 电 型 和 磁 型 并 矢 Green 函数 为 
G.(r,r) = GO) (r,r')à, + G(r, rà, + GO (т, т"), (1.14.16) 
Galr,r’) = G2 (r, r)à, + GY (т, ra, + GO (r,r')à, (1.14.17) 


于 是 , (1.14.14) 和 (1.14.15) 式 可 写成 


V x G(r, r’) = (пт) (1.14.18) 


V x G. (m, т") = Ió(r — т”) + k*G.(r, т") (1.14.19) 


(1.14.18) 和 (1.14.19) 式 就 是 外 加 电流 源 J = —- or -r')(âs +â, +4.) 情 


jw 
JÉ Maxwell 场 方 程 的 并 矢 形式 . ー ー ー 
FH (1.14.18) 和 (1.14.19) 式 消 ま Gs (r, r^) С. (r, r’), 得 G.(r, r) 和 G(r, r) 
分 别 满足 如 下 并 矢 形式 的 波动 方程 


V x V x Gelr,r’) — &G.(r,r') = T(r — r!) (1.4.20) 
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V x V x Ga(r,r) — &Ga(r,r) = V x Ió(r —r) (1.14.21) 

这 两 个 方程 在 非 齐 次 项 上 有 差异 . 对 它们 求 散 度 , 有 
V. G. (r, r) = -5v [rete - r] = Vor r) (11422) 
V. G. (r, T”) = (1.14.23) 


对 于 Gar, r^), 因 有 VG (т, т") = 0, 故 它 是 一 有 旋 无 散 并 矢 场 ; 而 对 于 G(r,r), 
在 场 点 位 于 有 源 区 (r= r) 时 , 则 其 散 度 V- G.(r, 7) Z 0. 
1.14.2 ”边界 条 件 和 并 矢 Green 函数 的 分 类 


不 同 的 电磁 场 边 值 问 题 , 其 边界 条 件 是 不 同 的 , 对 于 点 电流 源 情况 下 , 由 (1.14.20) 
和 (1.14.21) 式 给 出 的 解 也 是 不 同 的 ， 为 了 区 别 相 应 不 同 边界 条 件 下 求 得 的 并 矢 
Green 函数 Ge(r, r) 和 С. (т), 在 参考 文献 [0] 中 作者 曾 在 其 专著 中 , 按照 它们 
在 边界 面 上 所 满足 的 条 件 , 对 Ger, r) С, (т, т") 作 了 分 类 , 并 给 予 相应 的 角 注 . 

(a) Geo(r, r^) 和 Gmo(r, r^), 对 应 于 无 界 域 情形 , 称 为 自由 空间 并 矢 Green K 
数 . 此 时 , 当 > 一 co Bf, Geo(r, r’) 和 Сшо(т,т') 满足 辐射 (边界 ) 条件 : 


lim r Iv x Gio(r, r’) + jkà, x Gir.) =0 (1.14.24) 
lim т Iv x Gao(r, r’) + jkà, х Gmolr,r)] =0 (1.14.25) 
了 一 oo 


AP, & AW r 方向 的 单位 矢量 . 
(b) Ga (r,r) 和 Gai(r, v), 称 为 第 一 类 电 型 和 磁 型 并 矢 Green 函数 . 在 界面 
S 上 , 它们 满足 第 一 类 边界 条 件 (Dirichlet 条件 ): 


ñ x Ga(r,r)|. =0 (1.14.26) 
ñ x ee の | =0 (1.14.27) 


AF, ñ 为 界面 S 的 外 指法 向 单位 矢量 . 
(c) Gea(r,r’) 和 Gma(r,r’), 称 为 第 二 类 电 型 和 磁 型 并 矢 Green 函数 . 在 界面 
S E, 它们 满足 第 二 类 边界 条 件 (Neummann 条 件 ): 
ñ x V x Galr,r')| | =0 (1.14.28) 


ñ x V x @s の の |。 =0 (1.14.29) 


(d) Ges (r, r^) 和 Gna(r, r), 称 为 第 三 类 电 型 和 磁 型 并 矢 Green ЮЖ. 在 界面 
S 的 两 侧 S- 和 ST 向 S EN, 它们 满足 第 三 类 边界 条 件 : 


ax Gesl(r,r’)| =ñ x Gealr, т") (1.14.30) 
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1. = , | 1. = ` ; | 

一 一 一 G 1.14.31 
uu RXVx Garni XV em に ( ) 
1 ^ / ^ / Р: 
— A x Gal. = —ñ x Clr. 1.14.32 
T Gra] ma” з(т.т”) 5+ ( ) 

== 1 == 
i^ x Vx Gnarro) = Zh xV x Ga の の )| (1.14.33) 


AF, 界面 S 的 两 侧 S- 和 St 的 媒质 参数 分 别 为 е1. р 和 єз, po, àa 为 界面 S 
的 法 向 单位 矢量 . 注意 到 , 由 (1.14.19) 式 , 我 们 有 


ñ x V x См (т.т), = ñ х Tó(r — m!) 


+ だ る x G(r, т) | 
S S 


故 车 G.(r, r^) 是 满足 第 一 类 边界 条 件 ù x Garir) = 0, WS Со (т.т!) 相关 
的 Ga(r,r') 满足 第 二 类 边界 条 件 Ax V x быз(т.т')| = 0, 此 时 , 可 明确 地 写 出 
(1.14.18) 和 (1.14.19) RA 


V x Ga(r,r') = Gmo(r — r!) (1.14.34) 

Vx Gr, т') = Ió(r т) + С (r, т!) (1.14.35) 
类 似 地 , 可 写 出 : 

V x Ga(r,r') = Gai(r- r") (1.14.36) 

V x Gini (r, т') = Tó(r = т) + k* Ger, т”) (1.14.37) 
以 及 

V x Gea(r.r’) = Gas(r — r’) (1.14.38) 

Vx Gar, 7 ) = Tó(r ー ダ ) + k?Gea(r, r!) (1.14.39) 


1.14.3 FEE Green 函数 法 


类 似 于 标量 Green 函数 法 求解 电磁 场 问 题 , 所 谓 并 矢 Green 函数 法 , 就 是 先导 
求 并 矢 形式 波动 方程 (1.14.20) 与 (1.14.21) 满足 给 定 边界 条 件 的 齐 次 形式 的 解 , 然 
后 利用 波动 方程 的 线性 , 将 所 求 电磁 场 用 含 电 流 源 的 分 布 函数 与 并 矢 Green 函数 
的 体积 分 和 (或 ) 面积 分 表示 . 也 就 是 说 , 并 矢 Green 函数 方法 将 原 问 题 求 满足 边 
界 条 件 非 齐 次 项 为 J а у x J 的 非 齐 次 矢量 Helmholtz 方程 的 解 化 为 求解 非 齐 次 
项 为 Tó(r — т) 函数 或 x 76(r — r) 函数、 边界 条 件 为 齐 次 形式 的 非 齐 次 并 矢 
形式 Helmholtz 方程 的 解 С, 与 求 一 个 含 电流 源 J 与 并 矢 Green 函数 С 积 及 已 知 
边界 值 的 体积 分 和 (R) 面积 分 两 部 分 . 由 于 所 要 求 的 积分 一 般 可 通过 数值 方法 求 
得 , 因此 一 旦 求 出 相应 边 值 问题 的 并 矢 Green 函数 , 问题 就 基本 解决 了 . 
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应 用 并 矢 Green 函数 法 处 理 电磁 场 边 值 问 题 , 要 用 到 并 矢 形式 的 Green 定理 . 
以 建立 场 量 与 并 矢 Green 函数 Gir e^). 的 关系 , 从 而 导出 电磁 场 边 值 问题 含 源 时 
G(r, v^) 的 积分 表示 式 . 

井 矢 形式 的 Green 定理 是 : 


INI [P.V xQ- < P) go =- d à (ух P) x Q+ P x v x Q| aS 

> (1.14.40) 
AH, ñ 是 闭 曲 面 5o 的 外 指法 线 方向 的 单位 矢量 ; BE V? = Vx Vx: 矢量 P 
和 并 矢 Q 満足 Green 定理 所 要 求 的 在 V 内 及 其 界面 S = S + 9 上 的 边 续 可 导 
条 件 ; P 可 选择 为 E(r) 或 H(r), Q 可 选择 为 G.(r,r’) B 或 到 (rr 小 故我 们 可 有 
四 种 不 同 组 合 . 例如 , 我 们 常用 的 一 种 组 合 是 (P = E(r),Q = G.(r. r) 上 于 是 , 由 
(1.14.41) Ñ, 有 


iui E(r)-V? x G.(r, r^) — (V? x E(r)) Gus) dv 
一 ーー の a n x E(r)) x G.(r,r') + E(r) x V x G. (m, т) 45 (1.14.41) 
So 
将 (1.14.3) 和 (1.14.20) 代入 上 式 , WA 


Д1 |E(r): Ió(r — r^) + jwpoJ(r) С.т, т) dv 


- =- ff a de x E(r)) x G.(r,r') + Er) x Vx быт, r^) dS (1.14.42) 


м /// wer) Ta Ió(r -rdv = Е(т), 以 及 有 并 矢 恒等式 А. (Bx C) = B. 
nd (A x B): C, 故 由 上 式 可 得 


Је 


+ た KV х Ет). M" x "— - (ñ x E(r))-V x Gelr,r)] as 
(1.14.43) 
有 三 种 情形 , (1.14.43) 式 中 的 面积 分 为 零 而 只 含 体积 分 项 . 它们 是 : 
(i) 自由 空间 情形 , 此 时 , 由 于 不 存在 散射 体 (S = 0) 且 是 无 界 域 (9 = SL), 封 
闭 曲面 So = 5 + 3' = So; 并 因 当 |r| > oo PF, E(r) 和 Gelr, r) 満足 編 射 条件 、 
Soo 的 面积 分 为 零 , 故 (1.14.43) 式 中 只 有 体积 分 项 . 
(ii) 导体 散射 、Ge(r,r') = Geir, r’) 情形 , 此 时 , 因 是 无 界 域 (5' = 8。。), 封闭 
曲面 So = S+S' = S+S.; 并 因 在 S E. F ñ x E(r)|, =0 fl ñ x Ga(r,r ДА = 0. 
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以 及 当 |т| 一 oo В, E(r) 和 G(r,r’) 满足 辐射 条 件 , S 和 So 的 面积 分 均 为 零 , 故 
(1.14.43) 式 中 具有 体 彼 分 項 . Е 
(ui) 波导 或 导电 腔 激发 、Ge(7,7') = Ge(7,7') 情形 , 此 时 , 对 于 波导 , 由 于 波 
导 壁 由 导体 构成 满足 条 件 ñ x E(r) Мы! 和 ñ x Ga (m, r) 。 テ 0 而 在 无 界 方向 
上 满足 辐射 条 件 ; 对 于 、 导 电 腔 , 5 和 S" 均 满足 导体 边界 条 件 ñ x E(r) 。 テ 0 和 
ñ x Geir, r) ,7 0. 故 对 波导 与 导电 腔 激发 问题 , (1.14.43) 式 中 亦 只 有 体积 分 项 
因此 , 对 上 述 三 种 情形 , (1.14.43) 式 可 简化 成 : 
E(r’) = —juno i J(r) Gar, r)dv (1.14.44) 


Жтт ЕН A.B = В А 和 Ga (r^, r) 的 对 称 关 系 式 G(r’, r) = Ga(r, m), 
这 里 “T” 表 示 并 矢 的 转 置 . (1.14.44) 式 可 化 为 


B(r) = ~ jwno | | / I(r") Gar! rae’ 


= inno // J Gt. oae 


一 一 jpo ПА T(r dy! (1.14.45) 
对 于 有 界 情形 的 并 矢 Green 函数 бүт, r^), 采用 本 征 函 数 展 开 法 ( 亦 称 Ohm- 
Rayleigh 法 ) 进行 求解 .这 种 方法 需要 将 G(r,r') 用 矢量 波 函 数 L. M 和 N( 称 为 
Hansen 函数 ) 展开 , 它们 的 定义 分 别 为 
L = VW 
M = V x (а) (1.14.46) 
N= zV x V x (sa) 


AP, à 为 常 矢量 , 称 为 领 示 矢量 . 若 vli = 1,2,3) 满足 标量 波动 方程 : 


Мр - Кр = 0 (i= 1,2,3) (1.14.47) 
则 不 难 证 明 L. M 和 N 是 如 下 齐 次 矢量 波动 方程 的 解 
VxVxF-K?F-0 (1.14.48) 
通常 , 我 们 取 相 同 的 母 函 数 ゅ 和 领 示 矢量 à = à, REM L, M MN, 于 是 有 
L= Vy 
M = V x (paz) (1.14.49) 


N= 5V x V x (az) 
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FH (1.14.49) XX, 可 证 明 M 和 N AHRR Vx N = KM AV x M = KN. 

以 下 将 仅 给 出 自由 空间 的 并 矢 Green В; 关于 应 用 本 征 函 数 展开 法 求解 有 
界 情形 的 并 矢 Green 函数 , 由 于 求解 过 程 较 长 、 所 占 篇 幅 较 多 , 作为 典型 范例 , 我 
们 将 在 附录 E 中 详细 介绍 矩形 波导 并 矢 Green 函数 求解 的 全 过 程 . 
1.14.4 自由 空间 的 并 矢 Green 函数 

自由 空间 的 并 矢 Green 函数 是 指 对 于 无 界 域 、 空 间 中 不 存在 任何 散射 体 时 位 
Tor! 处 的 外 加 点 电流 源 J = ТРА ó(r — т") (Gz + Gy 十 &@z) 所 产生 的 场 . 求解 并 矢 


Green 函数 方程 (1.14.20) 可 有 不 同方 法 , 例如 : 


(a) 矢量 势 4 法 
H (1.9.26) ATA: А 满足 方程 : 
V? A(r) + К?А(т) = —uoJ(r) (1.14.50) 
如 果 4 已 求 得 , 则 
| 1 
E(r) = 一 jw ( + avv) A(r) (1.14.51) 
H(r) = Lv x A(r) (1.14.52) 
Ho 
当 プ 7 ニーー б(т — т')ё„ 时 , (1.14.50) RA BH 
jwpo 
VA (r) + &3AG (v) = т ー ア )6。 (1.14.53) 


(1.14.53) 式 实 际 上 是 一 标量 方程 , 其 解 为 


1 
Аб (r, v^) = т eo (rr âe (1.14.54) 
式 中 ， 
MP 
o(r,r) = dar т] (1.14.55) 


Go(r,r’) 为 自由 空间 标量 Green 函数 , 它 满足 方程 ; 
V?Go(r, r^) + k?Go(r,r’) = —ó(r — r^) (1.14.56) 
将 (1.14.54) 代入 (1.14.51) 式 , EF 


z 1 Д 
С (п) = (1 + gv) Go(r, r')à; (1.14.57) 
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美 似 地 , 对 于 J デー: б(т = r')ây 和 J 一 一 : 1 б(т UU r')à;, 我 们 有 
j の Ao JW Ho 

(1.14.58) 


CR) = (+ 应 YY Gorr â 


G(r) = (1 + avv) Go(r, т"), (1.14.59) 
按 并 矢 函 数 的 定义 , 将 (0.14.57) (1.14.59) 式 分 别 乘 以 ae ау 和 à, 再 相 加 , 并 应 
用 并 矢 恒等式 v. (VI) = 9v Te уф. T = Vu, 我 们 可 得 


= 1 
Geo(r) = (1 + gv.) Go(r, 77) (0-0. + à, + à,à;) 


- (: + уу) Golr,r)I 
此 即 有 
Geolr) = ( * vv) Go(r, v^) (1.14.60) 


(1.14.60) 式 就 是 所 要求 的 自由 空 同 井 矢 Green 函数 , 其 中 Go(r,r’) 由 (1.14.55) 5X 


给 出 . 
(b) Levine-Schwinger 法 
由 (1.14.20) 3X, Geo(r, r^) 満足 方 程 : 

(1.14.61) 


V xV x Gir, r’) — K* Gir, т") = Ió(r = т!) 


因 有 算 子 恒等式 Ç x Vx = уу. -V2, (1.14.61) 式 亦 可 写成 


V?Geo(r, r’) + k?Geo(r, r’) = УУ. Geolr, r’) - T(r — 7) (1.14.62) 
对 (1.14.61) 式 取 散 度 , 则 有 
V .Go(r, r) = -uV [iate の | = а 7) (1.14.63) 
将 (1.14.63) 代入 (1.14.62) XX, 得 
VG(r, r’) (т, r’) ニー (7 + 27У) 5(r — r) (1.14.64) 
(1.14.65) 


ES 
Geolr, r’) = (7 + = VS) w(r,r’) 
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则 代入 上 式 可 知 (v, r^) 満足 方 程 : 


V?ylr, r’) + К?ф(т,т') = —б(т—т'/) (1.14.66) 
熟知 (7, r) 的 解 为 
—jkijr—r’| 
@(r,r') = ЕЕ = Go(r, r’) (1.14.67) 


将 此 结果 代入 (1.14.65) sÑ, 于 是 得 自由 空间 的 电 型 并 矢 Green 函数 为 


= = 1 
Geolr, т) = (7+ 27У) Go(r,r’) (1.14.68) 


这 与 采用 势 А 法 所 得 结果 (1.14.60) 式 相同 . 
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本 章 分 析 和 讨论 各 向 同性 媒质 和 无 界 各 向 异性 媒质 中 均匀 平面 波 的 传播 特 
性 [1,4,10]. 

我 们 将 首先 讨论 无 界 各 向 同性 媒质 中 的 平面 波 , 包括 波 的 电场 和 磁场 表示 式 、 
波 的 传播 常数 、 波 阻抗 和 波 的 能 流 密度 、 波 的 极 化 等 ; 继而 对 含 媒质 分 界面 为 平面 
时 的 双 层 媒质 、 三 层 媒质 , 以 及 多 分 层 媒质 情形 、 平 面 波 的 垂直 入 射 和 斜 入 射 A 
有 垂直 入 射 极 化 与 平行 入 射 极 化 ) 时 波 的 传播 特性 进行 了 分 析 ; 讨论 了 在 分 层 媒质 
中 平面 波 的 传播 与 在 传输 线 上 电压 与 电流 波 的 传播 的 二 重 性 , 并 建立 分 层 媒 质 中 平 
面 波 传播 的 等 效 传输 线 电 路 , 从 而 提供 计算 平面 波 传播 中 各 分 层 界面 上 反射 系数 的 
简便 方法 . 最 后 , 在 2.11 和 2.12 节 中 介绍 了 在 等 离子 体 和 铁 氧 体 各 向 异性 无 界 媒 
质 中 均匀 平面 电磁 波 的 传播 ， 

在 本 章 的 附录 中 分 析 和 讨论 了 时 谐 场 复 量 E 和 五 的 物理 意义 ; 用 场 分 析 法 
推导 了 TM, 波 介质 夹层 斜 入 射 、 多 层 媒 质 斜 入 射 的 反射 系数 公式 ; 以 及 给 出 了 计 
算 介质 夹层 、 多 分 层 媒 质 反 射 系 数 的 程序 . 


2.1 理想 (无 耗 ) 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 


平面 波 是 指 波 的 等 相 面 为 平面 , 而 均匀 是 指 其 电场 和 磁场 只 沿 着 传播 方向 变 
4t. 由 于 在 远离 场 源 (如 天 线 ) 的 地 方 , 场 源 所 发 出 的 球面 波 其 局 部 可 视 作为 均匀 
的 平面 波 , 因而 研究 它 具 有 一 定 实际 意义 ; 此 外 对 于 均匀 平面 电磁 波 , 由 于 其 数学 
处 理 较 简 单 , 且 任 何 复杂 形式 的 波 都 可 分 解 为 许多 均匀 平面 波 的 登 加 , 因而 在 理论 
上 亦 具 有 重要 的 意义 ， 

以 下 讨论 均匀 各 向 同性 无 界 媒质 中 线性 极 化 平面 波 的 表示 式 及 其 传播 特性 . 
2.1.1 ”波动 方程 的 均匀 平面 电磁 波 解 


在 e,u,o = 0 无 界 媒质 中 , 对 于 时 谐 因 子 为 e^* 的 电磁 场 , Maxwell 场 方程 组 为 


V x E = —juuH (2.1.1) 
V x H =jweE (2.1.2) 
V.E-0 (2.1.3) 
V-H=0 (2.1.4) 
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车 媒质 导电 率 o Z 0, 则 仅 需 将 介 电 常数 є — £ = є 一 jo/w 作为 复 量 处 理 . 
由 (2.1.1) 和 (2.1.2) Ñ, 分 别 消 去 EA H, 可 得 EA H 所 满足 矢量 Helmholtz 
方 程 : 


V2E+k2E = 0 (2.1.5) 


V?H + КН = 0 (2.1.6) 
式 中 : 
k= ш (2.1.7) 


E ЯП H 所 满足 的 方程 具有 相同 形式 ,我们 求解 它们 中 的 一 个 即 可 , 另 一 个 则 
可 通过 Maxwell 场 方程 求 出 . 例如 , 若 已 解 得 E, 则 H 便 可 由 (2.1.1) RARE. 

Helmholtz 波动 方程 在 直角 坐标 系 中 的 解 称 为 平面 波 函 数 . 本 章 遇 到 的 是 均匀 
平面 波 函数 ,下 一 章 讨论 矩形 波导 时 所 将 遇 到 的 则 是 非 均 匀 的 平面 波 函 数 . 现 在， 
我 们 考虑 方程 (2.1.5) 的 均匀 平面 波 解 . 

对 于 沿革 s 方向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 , 电磁 场 仅 沿 其 s 传播 方向 上 变化 , 而 
在 与 s 传播 方向 相 垂直 的 横 平 面 内 无 变化 , 此 横 平 面 即 等 相 面 . 参见 图 2.1.1, 选用 
直角 坐标 系 Oxuz, 与 某 s 方向 相 垂直 的 平面 的 方程 可 表 为 


8-т = c( B C) (2.1.8) 
Xm: 
8 = 8:0: + syà, + 5,6; (Is 方向 的 单位 矢量 ) (2.1.9) 
т = тё» + ya, + zâ (BRE) (2.1.10) 
$- T = gz の + Syy + 822 (2.1.11) 


图 211 Жз 方向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 
故我 们 可 设 Helmholtz 方程 (2.1.5) 的 沿 s 方向 传播 的 均匀 平面 波 试探 解 为 


E(z,y, z,t) = Egcl^* 7*7 (2.1.12) 
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AP, Eo 是 波 的 振幅 , AARE, 取决 于 波 的 激励 强度 ; y 为 待定 的 传播 常数 . 
将 (2.1.12) 式 代 入 方程 (2.1.5), 因 有 (2.1.12) 式 , 得 


(ss)? + (узу)? + (7984? + Е? = 0 


PGbes es) e = +2 = 


y= +jk = +jw/eu (2.1.13) 
TE, s 方向 传播 的 均匀 平面 波 的 电场 表示 式 (2.1.12) 可 写成 
E(x,y, z, t) - Ege ^t 857) (2.1.14) 


这 里 , 我 们 将 取 “-+” 号 , 即 只 考虑 向 正 s 方向 传播 的 波 . 
将 (2.1.14) 式 代入 场 方程 (2.1.1), 而 有 


VxE-Vx | Poelot-kan | = —jonH 
因 有 矢 量 恒 等 式 , x (ФА) = Vó x A+ 9V x A, HA Eo EARE, 则 由 上 式 可 得 


H= -l go に Aa の ) x Eo + ellwt—ks.r) y x Eo = Í eilot-ksr) x Eo 
КЛ wh 


= -L Y(-jkå r) x Boel(ot—kar) 


wp 
而 V(8.r) = V(s。z + syy + $22) = 8.0. + зубу + szü, = 8, 于 是 , 磁场 H 可 表 为 


k 1. 
H = ou 8 E) = JE х E) (2.1.15) 


式 中 , ヵ =og/ を = /u/e 具有 阻抗 的 量 纲 , 称 为 波 阻 抗 . 
另 一 方面 , 由 矢量 恒等式 V.( ぁ 4) = A- Vó + @V . A, 而 有 
V.E = V. [Eget] = Eo. Ve bir) — ikV(8.7). Ере! ben 
故 由 场 方程 Y - E = 0, 可 得 
—jkë.E=0 B š.E=0 (2.1.16) 


(2.1.15) 式 说 明 H 的 方向 垂直 于 8 与 E 所 决定 的 平面 ; 而 (2.1.16) RHH г X. 
与 E EE. 因此 , 可 知 在 各 向 同性 无 界 媒 质 中 传播 的 均匀 平面 电磁 波 是 横 电 磁 波 
(TEM) 波 , E. H. 8 三 者 相互 垂直 , 满足 右手 螺旋 关系 . 
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将 (2.1.15) 式 两 边 与 8 TESCIERA, MARS axbxc=b(a-c)—c(a-b) 
及 (2.1.16) 式 , 则 可 得 


H xš= (ax Е) ха= (6-8) B~ (8. E)s - E 


1 
7] 
即 有 

E=7n(H x š) (2.1.17) 


(2.1.15) 和 (2.1.17) 式 是 均匀 平面 电磁 波 电场 E 与 磁场 H 之 间 具 有 的 关系 式 . 

(1) TEM, 均匀 平面 波 

若 波 的 传播 方向 沿 z 方向 , EU š = al, 如 图 2.1.2(a) 所 示 . REH E = Ea, 
ЖХ z 方 向 , ШЕН (2.1.15) 式 可 知 , 磁场 沿 y 方向 . E 和 H 位 于 与 z 轴 方 向 相 垂 直 
的 平面 内 , 是 TEM, 波 , 其 电磁 场 的 表示 式 为 


E, = Egoeit-) (2.1.18) 
Н, = 1 рове ко) (2.1.19) 
7 


(a) TEM, Ж (b) TE, Ж 
图 2.1.2 沿 # 方 向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 


式 中 , 波 阻 抗 
n= E,/H, = шшк = /ufe (2.1.20) 


(2) TE, 均匀 平面 波 
车 波 的 传播 方向 与 z 轴 有 一 夹 角 0, 如 图 2.1.2(b) 所 示 . 即 有 


&=a,sin0+a,cosé, 8-т = тзіп Ө + 2с05 0 
设 电场 E = Еа, W у 方向, H (2.1.14) 式 可 知 , 此 电场 表示 式 为 


Ey = yoeliet- k(x sin 0+2 cos 6)] (2.1.21) 
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将 (2.1.21) 代入 (2.1.15) 式 , 可 得 相应 的 磁场 H 为 


1 ; (a si 
H= 一 (ax sin + a, cos 0) x E payet sin 9 十 z cos 0)] 
7) 


即 有 
H, = _ 1 yo COS Qeilwt—k(z sin 0+z cos 0)] (2.1.22) 
n 


H, = lg, sin Qell«t—(z sin 0+z cos の )] (2.1.23) 
" 


电场 E W y 方向 , 与 z 轴 方 向 垂直 , 而 磁场 H 在 z 轴 方 向 具有 分 量 , 相对 > 轴 
是 TE, iX. 
定义 TE. 波 的 波 阻抗 wre( 亦 称 为 TE。 波 斜 阻抗 ) 为 


лт = GL = nsec0 = (|Ë seca (2.1.24) 


(3) TM, 均匀 平面 波 
若 波 的 传播 方向 与 > fr — 3c fü 0, 8. r = zsin0 + zcos 0. 如 图 2.1.2(c) 所 示 , 
设 磁场 H = Hyà, Ж у 方向 , 类 似 地 , 由 (2.1.14) 式 可 知 , 此 磁场 表示 式 为 


H, = 万 eo に Az sin 6+2 cos 8)] (2.1.25) 
将 (2.1.25) 代入 (2.1.17) R, 可 得 相应 的 电场 E 为 
E = nH,oà, x (à, sin 0 + à, cos 0)ej[et—k(z sin +z cos 8)] 
即 有 


E, — nHyo cos део к= sin 0+z cos 0)] : (2.1.26) 
E, = —nHyo sin gej[et—k(z зїп 0+2 cos 0)] (2.1.27) 
磁场 H 沿 у 方向 , 与 z 轴 方 向 垂直 , 而 电场 E 在 z 轴 方 向 具有 分 量 , 相対 z 9, 
Ж TM, iX. 
定义 TM, 波 的 波 阻抗 mrm( 亦 称 为 TM。 波 斜 阻抗 ) 为 


五 
тм = FE = пеоз® = JI cosa (2.1.28) 


2.1 理想 (ЖЖ) 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 . 71. 


2.1.2 ”均匀 平面 电磁 波 的 传播 特性 


以 上 我 们 已 给 出 了 TEM。、 TE, 和 TM, 均匀 平面 波 的 电磁 场 的 表示 式 . AP, 
传播 常数 y = jw еп 和 波 阻抗 ヵ ( 或 ore. ттм) 是 均匀 平面 电磁 波 的 两 个 重要 的 物 
理 量 . 

现 分 析 和 讨论 如 下 : 

(1) 传播 常数 

若 媒质 具有 损耗 ,传播 常数 y = jk = jen 将 为 复数 , UNS y = o 十 j6. 为 
讨论 方便 , 考虑 电场 沿 > 极 化 、 向 z 方向 传播 的 TEM, 波 , 于 是 , (2.1.18) 式 可 写成 


E, = Еде = Бе е} 82) (2.1.29) 


这 表明 E, 是 一 沿 +z 方向 传播 的 波 , 其 振幅 按 е-е 指数 规律 衰减 , 相位 按 wt — Bz 
规律 变化 , 故 a 称 为 衰减 常数 , 8 称 为 相位 常数 或 波 数 ( 注 : 在 讨论 平面 波 的 传播 
时 , 对 于 无 耗 媒质 , a = 0, 常 将 B 记 为 8 = k). 

4 ф = wt 一 Bz 为 波 的 相 角 , 对 于 某 一 时 刻 t, 当 电 磁 波 在 z 方向 上 相位 差 等 
于 2x 时 的 两 点 间 的 距离 Az 称 为 一 个 波长 , ЖОН JAz = ВА = 2x, 而 有 


2л 
B= て (2.1.30) 


(2) 媒质 的 波 阻 抗 n 

媒质 的 波 阻抗 是 研究 波 在 媒质 中 传播 时 经 常 遇 到 的 一 个 物理 量 , 它 是 相对 于 > 
方向 的 横向 电场 与 横向 磁场 之 比 . 对 于 理想 (无 耗 ) 媒质 , 相对 z 轴 方 向 , 沿 z 方向 
传播 的 TEM, 波 的 波 阻 抗 的 人、 WY s 方向 传播 的 TE, 波 和 TM, 波 的 波 阻 抗 ove 
和 ттм 已 分别 在 (2.1.20). (2.1.24) 和 (2.1.28) 式 中 给 出 . 这 些 波 阻 抗 均 为 实数 , 说 
明 电 场 与 磁场 在 空间 上 相互 垂直 , 在 时 间 上 是 同 相 的 ; 在 其 表示 式 中 , 横向 电场 、 横 
向 磁场 、 方 向 z 三 者 形成 右手 螺旋 关系 . 

(3) 波 的 相 速 和 群 速 

对 于 є, ш 理想 介质 , 频率 w 的 单 频 波 的 传播 常数 y = a + j8 = jk = jen 为 
纯 虚 数 , 而 有 

a = 0; b = k = wveh (2.1.31) 


波 的 相 角 の = wt бе 是 时 间 £ 和 位 置 z 的 函数 , 对 于 某 给 定 o 值 在 空间 
的 位置 > 随时 间 t 而 移动 , 其 移动 的 速度 E: 就 称 为 相 速 ( 记 作 o), CTH ó = 
wt — Bz = c( 常 数 ) 对 上 求 微 商 得 到 , 于 是 


w= at = 1 (2.1.32 
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将 6= 2n/A fll o = 2nf RAER, Ж о 亦 可 写 为 
Up — fA — (2.1.33) 


这 里 , f 是 振荡 频率 , w 为 角 频 率 , 由 波源 给 定 . 

从 (2.1.32) RTJ IL, 若 g, 与 频率 有 关 , 则 相 速 v。 和 6 将 与 频率 有 关 , 这 类 媒质 
就 称 为 色散 媒质 ; 反之 , е, и 为 常数 , wp 与 频率 无 关 , 这 类 媒质 称 为 无 色散 媒质 . 以 后 
我 们 可 看 到 导电 介质 和 非 理想 介质 是 色散 的 . 在 真空 中 , vpo = ve, ve = 1/ Eon © 
2.997925 x 108(m/s); we 为 光速 ; po = 4n x 107" (H/m); єс = 8.8542 x 10-2 (F/m). 

单 频 ( 色 ) 的 平面 波 并 不 携带 任何 信息 , 信号 的 传递 是 通过 对 波 调制 来 实现 的 . 
一 个 可 传递 信号 的 电磁 波 是 以 频率 wo 为 载波 频率 、 具 有 一 定 (RR) 频带 的 已 调 
无 线 电 波 , 因而 它 是 由 一 群 具有 不 同 频率 、 不 同 相 位 和 振幅 的 单 色 波 登 加 而 成 的 ， 
称 为 波 群 或 波 包 . 设 波 是 沿 z 方向 传播 , 根据 Fourier 积分 , 则 此 波 包 可 表 为 


1 wo 十 Aw/2 | 
jp の ニー / Ео(ш)е лаш 


1 wotAw /2 - 
= / Eo(w)e 9697 ellet—-8(e)z] qu, (2.1.34) 
U Јао Ac /2 


将 alw) 和 Bw) 在 频率 wo VE Taylor 级 数 展开 , RITE 


d 1 d2 
а = a(wo) + (ш 一 wo) = + ぅ ( ゥ ー wo)? 55 
ge 1 9 (2.1.35) 
B= Blo) + oan + Sw wo) ES ME 
为 简化 书写 , 记 
da d?a 
Q=w — Wo, GO = a(wo); Qj = dw о Q2 = 8) us 
d8 428 
Во = Bun); A= a cas 2— 5 m 


则 (2.1.35) 式 简洁 地 表 为 


a= ap ton + 20502 +... 
N (2.1.36) 
B= бо+ 12 + oS Pes 
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假定 Aw « wo, ТЕКИН [wo 一 Aw/2, wo + Aw/2] A, Eo(w) = Eo( 常 数 ), Н. 
对 所 考虑 媒质 , a(w) 和 8(w) 可 近似 地 表 为 


өе = о; DB-—foc4)2 (2.1.37) 
而 
jwt — yz = —agz + j(wot — Boz) + j2(t — 812) 
于 是 , (2.1.34) 式 积分 将 可 化 为 
| wotAw/2 
E(z,t) = ee | rtf dy (2.1.38) 
Aw wo—Aw/2 
积分 后 , EA 
E(z,t) = By G asa — Emeto (yo = oo + jBo) (2.1.39) 
RP: | | 
Em = ESTY. b= E (t — 8,2) (2.1.40) 


从 (2.2.40) 式 可 见 , 波 包 的 包 络 形状 由 ESSI. 确定 , 其 随 位 置 > 和 时 间 + 变 
化 , CH z 方向 的 推进 速度 u, TE y = (t — буе) w/2 EBD XE + 求 微 商 得 到 , 于 是 
_ dz _ 1 _ dw 
d fi абу, 


vg 称 为 波 的 群 速 , 亦 即 信号 的 传播 速度 . 显然 , 对 于 单 频 波 , AHE, 而 无 所 谓 群 
速 . 

H (2.1.38) 式 可 知 , 载波 的 相 角 ó = wot — бог 是 时 间 t 和 位 置 z 的 函数 , 相 速 
vp 为 ф 取 定 值 时 沿 z 方向 的 推进 速度 , 故 由 ф = wot — Boz = c( 常 数 ) 对 t 求 微 商 
可 得 


Ug (2.1.41) 


Up = de ш (常数 ) (2.1.42) 


这 与 单 色 波 (2.1.32) 式 结果 一 致 . 

(2.1.41) 和 (2.1.42) 式 结 果 是 在 (2.1.37) 式 的 条 件 下 得 到 的 , 表明 此 时 在 传播 过 
程 中 , 载波 和 波 群 受到 衰减 与 延迟 ; (АЕН РАН ор = 常数 , 波 群 形状 基本 没有 变化 ， 
即 信号 没有 失真 . 然而 , 对 于 alw) 和 8(w) 随 频 率 „ 变化 较 大 媒质 , 条件 (2.1.37) 
式 将 不 满足 , 此 时 在 传播 过 程 中 波 群 的 形状 发 生 改变 , 经 过 一 定时 间 后 便 无 法 确定 
波形 所 传播 的 距离 , 因而 群 速 v, 失去 了 意义 . 
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由 (2.1.41) 和 (2.1.42) 5X, 可 知 ve 与 vy 之 间 有 如 下 关系 : 


_ d(Bup) dup dw _ „Ч®р 
Ug = d5 Up В 48 vp + бү Ug 
故 
=— = (2.1.43) 
Ug ' E ェ ー で ds .1. 
d Up dw 


由 (2.1.48) 式 可 知 , 仅 当 SP = 0 时 , 即 对 非 色散 媒质 (如 co, uo 自由 空间 )， 
ш = vp; 对 色散 媒质 ,ve # wp, 此 时 车 SP < 0, ВП wp 随 频 率 增高 而 减 小 , 则 有 


ш < ор, 称 为 正常 色散 ; TIE LP > 0, 即 vp 随 频率 增高 而 增 大 , 则 有 ve > vp, 称 
为 非 正常 色散 . 

(4) 媒质 的 折射 系数 (或 折射 率 )n 

媒质 ep 的 折射 率 n 定义 为 波 在 此 媒质 中 的 传播 速度 与 。 = cn = / 自由 


空间 中 传播 速度 之 比 , BI 
_ Up [ep _ 
n= тор = 5m БИТЕ (2.1.44) 


Н, є = €/€0 和 pr = p/po 分 别称 为 媒质 的 相对 介 电 常数 和 相对 磁 导 率 . 
对 于 一 般 媒质 , 它们 是 非 磁性 媒质 , 而 有 = po R ue == 1, 而 有 


п = уг 或 esn (2.1.45) 


(5) 平均 能 量 密度 w 和 复 坡 印 亭 矢量 已 (功率 流 密度 ) 
按 复 Poynting 矢量 的 定义 : Po = PE x Не, 而 其 实数 部 分 P = Re(P^) 为 


P= ¿Re(E x Н") (2.1.46) 


P RES Ж E se eh pha НЧ RAY FL DEBE ES, 即 功 率 流 密度 . 
例如 , 对 于 沿 z 方向 传播 TEM, 均匀 平面 电磁 波 , 由 (2.1.18) 和 (2.1.19) 式 可 
知 : 


1 А 1 | 1 
P = - Re | Ero tE? . Едет“) | a, x ay = — Еа, 
2 e( 0 n ое а 4 27 z0€ 


或 

1 
27 
这 里 , Р, 即 是 均匀 平面 电磁 波 向 z 方向 传播 的 功率 流 密度 . 


Р, = —F?, (2.1.47) 


2.2 SESE (AFE) 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 (35. 


又 如 , 对 于 图 2.1.2(c) 沿 s 方向 传播 的 TM, 均匀 平面 波 , 由 (2.1.25)—(2.1.27) 
式 则 有 


1 1 А 
Р = 5 Re(E x H*) = 3 (nHyo cos à, — NHyo sin0à,) х Hyody 


= Z H22 Hg (cosa, + sin bâs) = P,à 
或 
P, = 2 Hyo cos0 = P,cos0, Р, = 2 Hyg sin? = P,sin0 (2.1.48) 


这 里 , P, = 183, = T Eb (Bao = nH) 是 均匀 平面 电磁 波 沿 。 方 向 传播 的 功率 流 
密度 , 而 P, 和 D. 则 分 别 是 它 沿 z 和 z 方向 的 功率 流 密度 分 量 . 

类 似 地 , 对 于 图 2.1.2(b) 沿 s 方向 传播 的 ТЕ, 均匀 平面 波 , ЕН (2.1.21)~(2.1.23) 
R, 可 得 — P,cos0 和 P, = Pasin0, 其 中 Р, = a; Fh EW s 方向 传播 的 功率 


流 密度 . 


2.2 非 理想 (AFE) 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 


媒质 有 耗 有 两 种 来 源 , 一 是 源 于 媒质 有 漏电 , 此 时 е, и 为 实数 , 电导 率 o z 0, 
媒质 存在 有 导电 损耗 , 等 效 的 介 电 常 数 g 为 复数 ; 二 是 源 于 对 于 时 谐 场 , 媒质 本 身 
为 非 理 想 介质 , 存在 有 介质 损耗 , 媒质 的 c pc 变 成 复数 而 不 再 为 实数 , 虚 部 的 出 
现 是 由 于 介质 中 带电 粒子 具有 惯性 , 在 高 频 场 作用 下 粒子 运动 跟 不 上 场 的 变化 , 产 
生 电 或 (和 ) Rie RUN, 甚至 出 现 共振 现象 而 产生 的 . 

W u.c WARM, 而 令 复 介 电 常数 为 


Eef = e' — je" (2.2.1) 


将 这 里 的 ger 与 等 效 导 电 媒质 的 复 介 电 常数 を = iZ 进行 对 比 , 则 可 见 有 对 应 


€ e e; с e wee" (2.2.2) 


即 非 理 想 介质 的 损耗 等 效 于 具有 о = wee" 的 导电 媒质 的 损耗 . 因此 , 以 下 关于 有 耗 
媒质 中 的 均匀 平面 波 传播 的 讨论 , 将 仅 考 虑 电导 率 o Z 0 时 的 情形 ; 而 对 于 o = 0 
非 理想 介质 情形 , 只 需 将 所 得 结果 作 (2.2.2) 式 的 等 效 代 换 即 可 . 
(1) 传播 常数 y 
对 于 wo Z 0 有 耗 媒质 情形 , 因 = є — jo/o, 故 传播 常数 y = jwv 为 复 
数 . 令 
ү = ju ép = a + jB (2.2.3) 
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而 
2 — :ON2 _ „2 2 ; _ _,,2 a8 
y* = (a + j8)^ = o“ — 8* + j32a8 = wp (e i=) 
FRA 
o? — 82 = —w pe 
2o = gu の 


解 此 联 立 方程 , 便 可 得 


a= aw) = wen, : 1+ (2) 一 ] (2.2.4) 
pat) i nm (2) +1 (2.2.5) 


这 里 , a, 6 分 别称 为 衰减 常数 和 相位 常数 (或 波 数 ); 一 般 它 们 均 是 频率 的 函数 . 

对 于 导电 介质 和 非 理 想 介 质 , 由 于 8 与 w 的 关系 是 非 线 性 的 , 故此 类 介质 是 
色散 的 ; 将 y = atil 代入 场 表示 式 , 则 此 时 车 a Z 0, 波 在 传播 过 程 中 将 按 指数 规 
律 衰减 

对 于 о = 0 BAUME, (2.2.4) 式 退化 为 : a = О, 波 在 传播 过 程 中 没有 衰减 而 
B = wp; 传播 常数 y = o + j8 = je en AAR. 

对 于 o/we < 10-? 低 耗 媒质 ( 良 介质 ), 此 时 4/1 + (2), eiez(f)y.m 


有 


(SR Gen GT 


于 是 , (2.2.4) 和 (2.2.5) 式 可 分 别 简化 为 


а= шуп |1+ (2) | e oven (2.2.7) 
传播 常数 
Y= a +j8 = ei + joven (2.2.8) 


由 此 可 见 , 在 低 耗 媒质 中 , 平面 波 传播 时 除 有 微小 损耗 引致 的 衰减 外 , 相位 常数 8 
以 及 波 的 相 速 w = ш/8 = 1/ fen 与 理想 介质 情形 相同 . 
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对 于 o/we > 102 高 耗 媒质 ( 良 导 体 ), 此 时 有 


\/ 1+( Туе V 1+ ( TOENA 


于 是 , (2.2.4) 和 (2.2.5) 式 可 分 别 简化 为 


ar VwHa/2 (2.2.9) 
оне /2 (2.2.10) 

传播 常数 
y = aj = Vonc /2(1 + j) (2.2.11) 


由 此 可 见 , 在 良 导体 中 , 平面 波 传播 时 按 e-% 指数 规律 衰减 , 对 一 般 良 导体 o 为 
107/(Q .m) BR, 在 整个 无 线 电 频率 范围 内 , c/we > 102, о 很 大 , 故 当 平 面 电磁 波 
在 导体 内 传播 时 ,电磁 场 只 存在 于 导体 表面 , 这 一 现象 称 为 “ 趋 肤 效应 ”. 工程 上 常 
用 趋 肤 厚 度 4 来 表示 电磁 波 的 穿 透 深 度 , A 的 定义 为 电磁 波 场 强 的 振幅 衰减 到 表 
面值 的 1/e 时 所 经 过 的 距离 , 即 有 
ea it 于 是 A= l. /— (2.2.12) 
e a WHO 

频率 越 愈 高 , A 值 愈 小 , 例如 , 对 于 铜 , = = 5.8 x 107/(Q - m), £ = eo = 元 x 
107?F/m, и =% ро = 4л x 1077H/m, “4 f = 1MHz 时 , A = 66um; 1024 f = 10GHz 
EF, A = 0.66um. 

由 于 趋 肤 效应 , 在 高 频 或 微波 时 ， 导 线 的 交流 电阻 甚大 于 其 直流 电阻 , 空 芯 导 
管 与 实 芯 导体 有 相同 的 效用 ; 减 小 高 频 电 阻 的 方法 是 增加 导线 截面 积 , 例如 , 采用 
Za IE EGE 

知道 了 相位 常数 8, 即 可 求 出 电磁 波 在 导电 媒质 中 传播 的 波长 X = 22/8 和 相 
Ж up = ЈА. 由 (2.2.11) 式 可 得 , 由 于 在 良 导 体 中 , 电磁 波 的 波长 和 波 的 相 速 vp 


分 别 为 
2 2 
А = n e 2л, > =2лА (2.2.13) 


Up = 3 = ЈА Vc (2.2.14) 


H (2.2.13) 和 (2.2.14) 式 可 见 , 波长 入 与 Yoo 成 反比 , 面相 速 u, 5 о/о 成 
正比 , 故 当 导电 率 o 增 大 波长 将 变 短 , 相 速 减 慢 ; 当 频 率 增高 时 , 波长 将 变 短 , 相 速 


和 
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増大 . 例如 , 对 于 铜 , 24 f = 1MHz 时 , 波长 为 As 415um, vp = 415m/s, 与 空气 中 
的 声速 同 数量 级 . 

(2) 波 阻 抗 7 

对 于 e, p, 0 40 有 耗 媒质 情形 , 由 于 e = є 一 jo/w 为 复数 , W 


n= "TE ソー を = "HIC - i=) (2.2.15) 


S ó, HAP BBR E= e — jo/w 的 辐 角 , 并 称 [0.1 为 其 损耗 角 , 即 有 


|9。| = arctan (2) 或 tan|6。| = ー (2.2.16) 


对 于 ещо #0 一 般 媒质 , 波 阻 抗 n 为 复数 , КЕД ҢА Sk E a) LA 
Ti, 然 在 时 间 上 并 不 同 相 , 而 存在 有 相位 差 . 对 于 理想 介质 о = 0, (2.1.15) 式 退 化 
为 n= vuje 为 实数 , 即 为 一 纯 电 阻 . 

对 于 o/we < 10-2 低 耗 媒质 ( 良 介质 ), FÆ, (2.2.15) 式 可 简化 为 


= [Еа ュー- ) = Imleiy 2.2.17 
" E 一 jc/w Jig) mle (2.2.17) 


由 此 可 见 , 波 阻抗 为 复数 , 其 模 In| 07е, T w = arctan (27) 为 电场 与 磁场 的 
相 角 差 
对 于 o/we > 102 高 耗 媒质 ( 良 导 体 ), 于 是 , (2.2.15) 式 可 简化 为 


= f= Vt = Earn (2.2.18) 


由 此 可 见 , 波 阻 抗 为 复数 , 其 模 n| を og/Z, 而 区 = л/4 为 电场 与 磁场 的 相 角 差 . 
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对 于 时 间 因 子 为 eiwt 的 时 谐 电 磁场 , EM H 均 为 复 矢量 . 设 有 一 角 频 率 为 w 
的 均匀 平面 电磁 波 沿 z 方向 传播 , 其 电场 矢量 的 复数 形式 为 


E(2,1) = Еее" 7" = Eoo t+ (у= 18,8 = k) (2.3.1) 


式 中 , Eo 为 电场 的 复 振幅 (HHE); Е = weg = 2л/А: À 为 在 e, и 媒质 中 的 波长 . 

当 平 面 电磁 波 传播 时 , 在 与 传播 方向 z 相 垂 直 的 kz = 常数 平面 内 电场 矢量 随 
时 间 所 描绘 出 的 轨迹 一 般 为 椭圆 、 圆 和 直线 . 按 轨迹 曲线 的 形状 , 我 们 定义 相应 的 
电磁 波 的 极 化 为 椭圆 极 化 、 圆 极 化 和 直线 极 化 . 
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复 振幅 Eo 一 般 可 写 为 
Eo = E;o6**à; + Eror ây (2.3.2) 
故 
E(z,t) = Eozeí(et-kz+es)a + Eoy trto а, (2.3.3) 


AF, Ero 和 Eyo 分 别 是 复 振幅 Eo 的 6。 Ma, 分 量 的 模 , 而 o, 和 wy 是 其 相 角 . 
K Exo, Eyo, ps 和 py 的 相对 大 小 不 同 , 平面 波 的 极 化 可 区 分 为 椭圆 极 化 、 圆 极 化 
和 线 极 化 . 现 分 述 如 下 : 


2.3.1 WARE ( 右 旋 椭圆 极 化 和 左旋 椭圆 极 化 ) 


实际 的 电场 E(z,t) 是 上 式 的 实 部 或 虚 部 . 取 其 实 部 , 则 E(z, t) 的 à, 和 a, 分 
量 分 别 为 


E, (z,t) = Re | Eget hne!) = Ezo cos(wt — kz + pz) 


Ey (z,t) = Re [Evo e et kete) = Eyo cos(wt — kz + py) 


即 有 E 
EL = cos(wt — kz) cosy, 一 sin(wt — kz) sin yz (2.3.4) 
x0 
Ey А А 
E T cos(wt — kz) cos py — sin(wt — kz) sin py (2.3.5) 
yO 


从 (2.3.4) 和 (2.3.5) 式 中 消去 (wt — kz), 为 此 , 首先 将 (2.3.4) R sin py WE (2.3.5) 
乗 sme。, 得 


E. . E, . : 
E sin py Es sing, = — Cos(wt — kz)sin(@, — py) (2.3.6) 


再 将 (2.3.4) 乗 cos pv 减 去 (2.3.5) 乗 cos ps, 而 有 


E; 


E, А 
p» COS Yy — Бу COS pz = — sin(wt — kz) sin( の 。 一 py) (2.3.7) 


H (2.3.6)2+(2.3.7)2, 则 可 得 


Ez 2 E, E, E 2 
—9— у _ y — an? _ 
(5 ) Exo p cos( の 。 Py) + (2) sin (pz Py) (2.3.8) 


<1Ж — < 1, #k (2.3.8) 式 为 封闭 的 二 次 曲线 方程 . 一 般 情形 , 此 二 
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次 曲线 为 椭圆 , 这 表明 当 t 变化 时 , Elz t) 在 z 为 常数 的 等 相 面 内 扫 出 的 轨迹 是 一 
个 椭圆. 

当 相 角 差 A = wz -wy >0 时 , E, 超前 E, 相 角 A, 故 对 一 定 的 z 值 , E, 先 达 
到 正 最 大 值 , 经 过 时 间 = Д/о 后 Е, 才 达 到 正 最 大 值 , 这 说 明 Elz, t) 按 逆 时 针 方 
向 扫 出 一 个 椭圆 , 如 图 2.3.1(a) 所 示 . 用 大 姆 指 代表 波 传播 方向 , 另 四 指 代 表 电 场 
矢量 的 旋转 方向 , 它们 满足 右手 螺旋 关系 , 故此 平面 波 称 为 右 旋 椭圆 极 化 波 . 

另 一 方面 , 若 相 角 差 = o; — o, < 0 Н, 则 表明 Е, 落后 E, 相 角 A, 故 对 一 
定 的 z fA, E, 先 达 到 正 最 大 值 , 经 过 时 间 t = |Д|/ш 后 E, 才 达 到 正 最 大 值 , 这 说 
Bj E(z,t) 沿 顺 时 针 方 向 扫 出 一 个 椭圆 , 亦 见 图 2.3.1(a). 波 传播 方向 与 电场 矢量 的 
旋转 方向 符合 左手 螺旋 关系 , 故此 平面 波 称 为 左旋 椭圆 极 化 波 . 


2.3.2 [BIER Ci. ( 右 旋 圆 极 化 和 左旋 圆 极 化 ) 


圆 极 化 波 是 椭圆 极 化 波 的 特殊 情形 . 
当 相差 = pr — py = +n/2, B. Exo = Eyo = Eo 时 , (2.3.8) 式 退 化 为 圆 : 


2 2 
СЕСЕ a 
此 时 , 椭圆 极 化 波 退 化 为 圆 极 化 波 . 当 А = ァ /2 时 , 为 右 旋 圆 极 化 波 ; 而 当 
A = —n/2 时 , 为 左旋 圆 极 化 波 ,, 如 图 2.3.1(b) 所 示 . 
2.3.5 ”直线 极 化 波 | 
82 A= pr – py = 0 时 , (2.3.8) 式 退 化 为 


Ez Ey 2 _ Е Eyo 
(2 zz) -o HW Ey = po 2 (A=0) (2.3.10) 


如 见 图 2.3.1(c) Bras, 电场 矢量 随时 间 扫 出 的 轨迹 为 一 直线 , 与 z 轴 的 夹 角 Өд-о = 
E 


arctan Б; 而 当 相差 A = e, — py = л 时 , (2.3.8) 式 退 化 为 
Е, Ey 2 Е _ Р, _ 
(= + =) -0 即 有 E,--g"E. (А=л) (2.3.11) 


电场 矢量 随时 间 扫 出 的 轨迹 亦 为 一 直线 , 与 z 轴 的 夹 角 ga-* = -arctan 2. 
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4 Uh 一 、 左旋 


(a) 右 旋 和 左旋 随 圆 极 化 波 
y Ui 


(b) 右 旋 和 左旋 圆 极 化 波 


の T о x 
(c) 直线 极 化 波 
图 2.3.1 均匀 平面 电磁 波 的 极 化 形式 


上 述 结 果 表 明 在 与 传播 方向 z 相 垂直 的 zz 等 于 常数 平面 内 电场 矢量 随时 间 
所 描绘 出 的 轨迹 一 般 为 椭圆 , 在 特殊 情 下 退化 为 圆 和 直线 , 故 E = Eott- 的 物 
理 意义 则 是 代表 一 向 +z 方向 行进 的 椭圆 极 化 波 ; 在 特殊 情况 下 退化 为 圆 极 化 波 或 
直线 极 化 波 . 

注意 到 电场 矢量 描绘 出 的 椭圆 、 圆 或 直线 是 在 与 传播 方向 z HSA kz = 
常数 平面 内 所 给 出 的 轨迹 , 因而 它们 实际 上 也 表明 是 对 于 时 谐 电磁 场 , 电场 E 的 
复 量 振幅 的 物理 意义 . 若 将 复 量 电场 E 写成 矢量 形式 : E = E, + jE;, 电场 矢量 
E 位 于 矢量 E, 和 Е, 所 决定 的 平面 内 , 则 可 以 证 明 , E(t) 随时 间 扫 出 的 轨迹 一 般 
情况 下 是 一 个 椭圆 , 它 退 化 为 圆 或 直线 的 条 件 可 表 为 : 当 E.E = 0 退化 为 圆 ; 当 
E x Е* = 0 退化 为 直线 (证 明 参 见 附录 A). 

例 1 设 有 一 均匀 平面 电磁 波 E(z,t) = Eo(&, + ja,)ei*-*), 其 复 振幅 为 


E = Eo(à; + jay) 


満足 条件 : Ezo = Eyo = Eo 和 A= Pr — Py = —n/2, 或 Е.Е = Ed (à, + jay) ・ 
(à; + jay) = 0, 故 可 知 此 均匀 平面 波 为 一 左旋 圆 极 化 波 . 
例 2 ” 设 有 一 均匀 平面 电磁 波 E(z,t) = (Eros + Ejoà,)el ^t-*2, 其 复 振幅 
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为 
E = Bobs + Eyody (2.3.12) 


满足 条 件 : E, 5 E, 同 相 (4 = 0), SX E x Е" = (Eroûs + Ебу) X (Езобь + 
E,9à4)* = 0, 故 可 知 此 均匀 平面 波 为 一 线性 极 化 波 . 

一 般 情形 下 , 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 的 电场 含有 z 和 у 两 个 分 量 . TRU 
上 分 析 讨论 , 我 们 不 难 证 明 : 两 个 直线 极 化 波 可 以 合成 为 一 个 椭圆 极 化 波 , 特殊 情 
形 时 为 圆 极 化 波 ; 以 及 一 个 直线 极 化 波 亦 可 以 分 解 成 两 个 幅度 相等 但 旋转 相反 的 左 
旋 与 右 旋 圆 极 化 波 之 和 . 例如 , 我 们 可 将 直线 极 化 波 E = Eoas RH: 


Eo _. » Ep,. . 
Е = > (âe +jây) + — (Ge — jâ) 


2.4 平面 波 对 理想 介质 和 理想 导体 平面 的 垂直 入 射 


有 一 平面 电磁 波 沿 z 方向 传播 , 从 z < 0 媒质 (1) ЖА z > 0 媒质 (2), z =0 
为 两 媒质 的 分 界 平面 ; 设 入 射 波 电场 仅 有 y 分 量 , 沿 y 方向 极 化 , 磁场 仅 有 z 分量, 
沿 —х 方 向 , 故 入 射 波 相对 z 方向 是 TEM, 横 电 磁 波 、 相 对 媒质 分 界面 是 垂直 入 
射 . 

考虑 有 如 下 两 种 情形 : (a) 媒质 (1) 与 媒质 (2) 均 为 理想 介质 , 如 图 2.4.1 所 示 . 
当 入 射 波 从 媒质 (1) 进入 媒质 (2) 时 , 此 时 将 在 媒质 (1) 中 产生 一 个 反 向 传播 的 波 ， 
即 反射 波 , 以 及 透 过 分 界面 在 媒质 (2) 中 产生 一 个 沿 z 方向 的 传播 的 波 , 即 透射 波 ; 
(b) 媒质 (1) 为 理想 介质 , 而 媒质 (2) 为 理想 导体 或 导电 平板 , 此 时 , 与 情形 (a) 不 
同 的 是 媒质 (2) 中 电场 和 磁场 均 为 零 , 即 不 存在 透射 波 . 


媒质 (1) 媒质 (2) 


Є: His с=0 Є), Из, с=0 


图 241 平面 电磁 波 对 无 耗 介质 分 界面 的 垂直 入 射 


(1) 理想 介质 分 界面 情形 
参见 图 2.4.1, 在 媒质 (1) F, 总 电场 是 入 射 波 电场 与 反射 波 电场 之 和 , 而 总 磁 
场 是 入 射 波 磁场 与 反射 波 磁 场 之 和 ; 在 媒质 (2) 中 , 总 电场 和 磁场 仅 含 有 透射 波 . 它 
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们 的 表示 式 如 下 : 
媒质 (1) (z < 0, єт. jp; ki = отр; m = V M /61) 


Ery = Ejge ^t^ 52 十 oe oth (2.4.1) 


His = Hig th) 4. Нуе) 
- ET (Ее 2 — еен) (2.4.2) 
媒质 (2) (z > 0, sz ио; ka = ш Езра; N2 = \/'Ш2/Єз) 
Ез, = Ebel et kaz) (2.4.3) 
H>, = LL (2.4.4) 


定义 媒质 (1) 中 的 电场 反射 系数 Re 等 于 其 中 反射 波 电场 与 入 射 波 电场 之 比 
在 z = 0 处 的 值 , 和 磁场 反射 系数 Ен 等 于 其 中 反射 波 磁 场 与 入 射 波 磁 场 之 比 在 
z 二 0 处 的 值 , 即 有 


ET ej(et+kiz) Er 
RE = 一 = 10 2.4. 
в Рл уе ка) | о Efo (245) 
和 
R Не е +”) Hio Ero R (2.4.6) 
Hioellwt-ki) | y Hio Eio 


注意 到 , 反射 系数 Ry 与 Re 仅 相差 一 个 负 号 , 因而 这 里 只 需 使 用 一 个 反射 系数 即 
足够 , 通常 选用 是 电场 反射 系数 Re, 并 省 写 下 标 “E”, 故 除非 特 加 说 明 , 反射 系数 
R 所 指 为 电场 反射 系数 . 于 是 , (2.4.1) 和 (2.4.2) 式 亦 可 写 为 


Езу = Ejo (66—69) + Вета) (2.4.7) 


1 _, А . 
Hie = — Fio (ee ー Вебе) (2.4.8) 


定义 媒质 (2) 中 电场 透射 系数 7 等 于 其 中 透射 波 电场 与 入 射 波 电场 在 z = 0 处 的 
值 之 比 , ВП 


Et e(wt—kaz) Et 
Т = oO = 2.4.9 
gioete に ね の | 5 Б 
于 是 , (2.4.3) 和 (2.4.4) 式 亦 可 写 为 
Egy = T Et еї 22) (2.4.10) 


T_. . 
Н = oe em (2.4.11) 
2 
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电磁 场 应 满足 的 条 件 是 : 在 = 0 两 媒质 分 界面 上 , 两 侧 的 总 电 、 磁 场 切 向 分 
量 各 自 连 续 ， 即 应 有 E\y|z=0 = 五 sy|z=0 和 Hiz|z=0 = Hez|z=0, 因而 由 (2.4.7) 与 
(2.4.10), (2.4.8) 与 (2.4.11) 式 可 得 


1-R-T (2.4.12) 

1 1 
—(ü1-R)-—T 2.4.13 
т ( ) n2 ( ) 

1+R , 
以 上 两 式 相 除 , 有 ーー = e, 由 此 可 解 得 
一 1 
R= Рт T = 2m (2.4.14) 
т + Th т + Th 


给 定 媒质 (1) 和 媒质 (2) 参数 er. ш, 和 ss、 we, 便 可 计算 出 m1 = WATT 
т = Vas/gs、 反射 系 数 和 R, 透射 系数 Т, 因而 由 (2.4.7)~(2.4.11) 式 即 可 求 得 媒 
JR (1) 和 媒质 (2) 中 的 电磁 场 , 其 中 Ei, 是 入 射 波 的 振幅 . 

现在 , 我 们 来 讨论 媒质 (1) 中 向 z 方向 传输 的 平均 功率 流 ( 坡 印 亭 矢量 ): 


P= ¿Re(E x H*) 


- -Biol Re { [eec + Веб). Ге) — Ветру as 
1 


1 | | 
= gr, Piol? Re ([1 — R? + R (ez — ehis)] } â, 


1 А 
= 25, Ei Re [1 А? + j2Rsin(2kiz)| à; 
1 


a 1 
Pz = z Biol” (1— R?) (2.4.15) 
Th 
将 (2.415) È R= PO RAER, 则 可 得 
т + Th 
1 -m\? ; 2 
р, = gi, |1- (z= т) = gi 2 2 
2m n2 +m 2m (na + m) 
即 有 


1 i _ d i 
P, = эл; Fiol Т” = | E>, |? (2.4.16) 
以 上 (2.4.15) 和 (2.4.16) 式 分 别 表明 媒质 (1) 向 z 方向 传输 的 平均 功率 流 等 于 


入 射 波 的 传输 的 功率 流 与 反方 向 传播 的 反射 波 功率 流 之 差 , 并 等 于 媒质 中 的 透射 波 
的 功率 流 . 
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(2) 理想 导体 分 界面 情形 

参见 图 2.4.2, 在 媒质 (1) 中 , 总 电场 是 入 射 波 电场 与 反射 波 电场 之 和 , 而 总 磁 
场 是 入 射 波 磁场 与 反射 波 磁场 之 和 , 电磁 场 的 表示 式 与 (а) 理想 介质 分 界面 情形 相 
同 ; 唯 在 媒质 (2) 理想 导体 中 , 电场 和 磁场 为 零 场 . 


媒质 (1) 媒质 (2) 
Ey, jt, 070 理想 导体 o = оо 


图 2.4.2 ”平面 电磁 波 对 理想 导体 分 界面 的 垂直 入 射 
媒质 (1) (z <0, єз, ш;о = 0; ky = e Eis m = yue) 
Езу = Bip (66—69 + Rel“) (2.4.17) 
Н\ = -5 Eb Син (2.4.18) 
媒质 (2) (z > 0, со = oo 理想 导体 ) 
Es =0 和 H; = 0 (2.4.19) 


电磁 场 应 满足 的 条 件 是 : TE z = 0 两 媒质 分 界面 上 , 两 侧 的 总 电 、 磁场 切 向 分 
量 各 自 应 连续 , 即 应 有 El = P2ylz=o = 0; 磁场 的 切 向 分 量 不 连续 与 导体 表面 
电流 密度 .Js 相关 , 而 有 .Js = ñ x H, 因而 有 


1+R=0 或 R=-1 (2.4.20) 
. YER = -1 代入 (2.4.7) 和 (2.4.8) 式 可 得 媒质 (1) 中 的 电磁 场 为 
Еу, = Eig (e jz — eiki*) еї = —2j Eto sin(kiz)ej%t (2.4.21) 
Hy, = Pio (e juz 4 gis) ニー 2210 cos(k1z)e* (2.4.22) 
т m 


根据 磁场 边界 条 件 , 导体 表面 的 电流 密度 Js A 
Jg=nxH ーー@。 x Нуб; = Tu cos(kız)e “tâ, (2.4.23) 


z=0 
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由 (2.4.21) 和 (2.4.22) 5X, 可 得 向 z 方向 传输 的 平均 功率 流 Р: 
P= 3Re (E x H*) 


= ligi Re |— Š sin kiz)cos(kiz)| à; = 0 (2.4.24) 
2 10 Th 


这 是 可 预料 到 的 , 因 (2.4.21) 和 (2.4.22) 式 表 明 在 媒质 (1) 中 的 电场 El 和 磁场 
Hy, 均 为 驻 波 . 


2.5 平面波 对 理想 介质 平面 的 斜 入 射 
和 折射 定律 、Fresnel 公式 


如 图 2.5.1 所 示 , 设 有 一 平面 电磁 波 以 入 射 角 为 O 沿 方向 从 媒质 (1) BLA 
射 进入 媒质 (2), z = 0 为 两 媒质 的 分 界 平面 , 此 时 将 在 媒质 (1) 中 产生 一 个 反射 角 
为 6" 沿 ”方向 传播 的 波 , 即 反 射 波 ; 以 及 在 媒质 (2) 中 产生 一 个 透 过 分 界面 沿 以 
折射 角 为 が 方向 传播 的 波 , 即 折 射 波 . 


反射 


Ка 


媒质 (1) 媒质 (2) 


£i, fy, T=O En fly. G= Ü 


图 251 反射 定律 和 折射 定律 


监 于 沿 任意 方向 极 化 的 平面 波 电场 总 可 以 分 解 为 垂直 于 入 射 面 与 平行 于 入 射 
面 的 两 个 分 量 之 和 (入 射 面 就 是 入 射 波 的 射线 与 媒质 分 界面 的 法 线 所 确定 的 平面 )， 
因而 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 仅 考虑 垂直 极 化 波 (或 TE, 波 ) 和 平行 极 化 波 (或 TM, 
w) 两 种 情形 , 前 者 是 入 射 平面 波 的 电场 垂直 于 入 射 面 、 磁 场 平行 (位 于 ) 入射 面 : 
后 者 则 是 入 射 平面 波 的 磁场 垂直 于 入 射 面 、 电 场 平行 (位 于 ) 入 射 面 . 

以 下 我 们 将 讨论 : ① 平面 波 斜 入 射 时 的 反射 定律 和 折射 定律 ; @ 分 别 对 入 射 
平面 波 为 垂直 极 化 波 和 平行 极 化 波 两 种 情形 ,推导 它们 的 反射 系数 和 透射 系数 的 


Fresnel 公式 . 
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2.5.1 反射 定律 和 折射 定律 
TE e, p 媒质 中 沿 s 方向 传播 的 平面 波 的 表示 式 为 


E= Елеје ker) 


而 相应 的 磁场 为 
Н = à xE 


‚87. 


(2.5.1) 


(2.5.2) 


A, Eo 为 电场 E 的 幅 值 ; 8 是 沿 s 方向 上 的 单位 矢量 ; kaw jen A є, ш 无 界 空 
间 的 波 数 ; т = rà, 十 уйу + zà; 是 坐标 原点 到 波 前 上 任意 一 点 P(z,y,z) NRE. 


参见 图 2.5.1, 8° 和 а" 分 别 是 治 入 射 波 和 反射 波 方向 上 的 单位 矢量 , 有 


8 = sin8*à, + cos bâ, 8'-т = хіп 6 + 2соз0@* 


$" = вїп@”а&— cos0T&;,, 8 -r=zsin6" — zcosó" 
而 8° 是 沿 折射 波 方向 上 的 单位 矢量 , 有 


t . n n at . 
= віп 0а, +cos6'a,, 8'-т = хіп‘ + zcosOt 


8 
媒质 (1) (z <0, gi、 ii = 0; Ку = от; m = VH / е1) 
Е, 一 E: + Er — Eiter) + Ergat) 
— Bi ellot-ki (25іп0'+2с056")] + Ете К: (2 sin 6" —z сов 0")] 
; 1 。 ; 1 
Hı = Hi Hp = —8 x Ei + —8 x Et 
Th 7) 
媒质 (2) (z > 0, sz、Hai 02 = 0; ka の EZ2j т = упо єз) 
Ез = Ej = Бе}! is 


— Ei, eilwt—ke (zSin6*4-zcos6*)) 


1, 
H3 = Hi = —8 х Е 
n2 


(2.5.3) 


(2.5.4) 


(2.5.5) 


(2.5.6) 


(2.5.7) 


(2.5.8) 


E z = 0 两 相 邻 媒质 分 界面 S 上 , 场 应 满足 的 条 件 是 : 电场 和 磁场 的 切 向 分 量 


连续 , 即 
à; x Ei|;—o 一 à; x 五 ?|:=-0 和 G; x Hi|s=0 = G; x H3]|.—o 
应 用 电场 边界 条 件 , 省 写 时 间 因 子 ejnt, 由 (2.5.5) 和 (2.5.7) 式 , 得 


N Poi ing? i E "P r 
à, x (Bioe j を 1(zS1n@* 十 zCOS の *) + Ете jk1 (ж sin 67 — z cos 0 )) 


z=0 


(2.5.9) 


.88- жож 平面 申 磁 波 


—ik inet t 
=â, х Ее jk2(x81n6* +zCOS0 )|,=o 


显然 , 欲 使 此 边界 条 件 成 立 , 上 式 中 Ei Er, 和 Ei 相位 因子 部 分 彼此 应 相等 ， 
因而 有 
К віп 0° = kisin@” 或 60" = 6! (2.5.10) 
和 
kı sin の = kəsin’ (2.5.11) 


e、 u 媒 原 的 折 射 率 n 为 电磁 波 在 eo 和 po 自由 空间 中 的 传播 速度 与 在 该 媒质 
中 的 传播 速度 之 比 , Bl n = ya/ Горо = Verh, 这 里 , e, 和 и, 分 别称 为 媒质 es p 
的 相对 介 电 常数 和 磁 导 率 . 于 是 我 们 有 


k; WVYE2H2 _ /82H2 _ N2 


ki wen Eiki т 


式 中 , по 称 为 媒质 (2) 相对 媒质 (1) 的 折射 率 . 故 (2.5.11) 式 亦 可 写成 : 


= N21 (2.5.12) 


nisin0' = nasin0  — BE sind’ = no: sin 6t (2.5.13) 


(2.5.10) 式 称 为 反射 定律 , 而 (2.5.13) 式 称 为 Snell MAAK) 折射 定律 ; 它们 分 别 给 
出 了 9 与 8 和 9: 与 8 的 关系 , 并 表明 入 射线 、 反 射线 和 折射 线 三 者 均 位 于 入 射 
线 与 媒质 分 界面 的 法 线 所 构成 的 入 射 平面 内 . 此 结果 与 光学 中 的 反射 和 折射 定律 一 
致 , 表明 光波 也 是 电磁 波 . 

2.5.2 ”Fresnel( 菲 涅 尔 ) 公式 


(1) 垂直 极 化 波 (TE, 波 ) 

设 平 面 波 磁 场 H 位 于 其 入 射线 与 媒质 分 界面 的 法 向 所 构成 的 入 射 平面 内 , 而 
电场 ENA y 分 量 , 沿 у 方向 垂直 于 入 射 面 ,并 与 波 传播 方向 z 垂直 , 如 图 2.5.2 
所 示 . 


图 2.5.2 平面波 对 介质 分 界面 的 斜 入 射 (垂直 极 化 波 ) 
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媒质 (1) (2 <0, gi、 1:01 = 0; ki = аута; т = vie) 
Ey = Biget) + Еее iim) 
_ Eigellt- ki (zsing +zC080")] 4 Eroeilet-ki(z8100" —sCOS0”)] (2.5.14) 
1 l j 1 4 
应 用 场 方 程 Hy, = -iom У x (Ey) 或 Н; = ne x E, + "i x Ет, 可 得 相应 
Fi, 的 磁场 Hi 的 z 和 z 分 量 为 


1 HEN gi i 1 А ar r 
Hiz = ーー cos ӨЕ е) Fr (sind +zcos@")] 4 " cos の Er ее № (zsin0* —zcos@”)] 
‚ ‚ (2.5.15) 
Н}, = 元 sin 8 Eijelet- hi MG sin の Er ellet- (88110 —zcos0”)] (2.5.16) 
媒质 (2) (z > 0, €2 12102 = 0;kə = w/E2]i2; т = y ua/62) 
Ezy — Et е! t 8 т) — Et ellot- ko (zsing" 二 zc0s9 (2.5.17) 


类 似 地 , 可 得 相应 E»y 的 磁场 为 


1 ; : at t 
Has ニーー соз Ө Et gelet kalasing 十 zc080 )] (2.5.18) 


1 А вё 
Ho, = っ sin Ot Et geilet- ke (esing --zcos6*)] (2.5.19) 


反射 系数 R 的 定义 为 媒质 (1) 中 的 反射 波 电场 与 入 射 波 电场 在 z = 0 媒质 
分 界面 处 的 比值 . 由 (2.5.14) R, 并 因 有 反射 定律 07 = 05, 可 知 


r ej[wt—ki(xsin0" —zcos0" T aj(wt—kirsin0" 
_ Ете) i Er el(et—kizsin6') — gm. 


RI = -二 — - ーー 一 — = — 
Eż o ellet-ki(zsin0t+zcos@š)] 2—0 Eż gel wet kissing") Exo (2.5.20) 
于 是 , (2.5.14)~(2.5.16) 式 可 写成 
Ey = Eige №2910") СЕ + Весо") (2.5.21) 


Hiz = ーー ^ cos Gigi (wt kissing") (е0 __ Righe) (2.5.22) 
1 ; >=; + gi А i ñ r 
Hi — 元 50 sin Oiei(wt— kissing ) (e sees + p+ ejkizcos0 ) (2.5.23) 


透射 系数 T+ 的 定义 为 媒质 (2) 中 的 透射 波 电场 在 > = 0, 处 的 值 与 媒质 (1) 
中 的 入 射 波 电场 在 z = 0_ 处 的 值 之 比 . 由 (2.5.14) 和 (2.5.17) 式 , 并 因 有 折射 定律 
kı sin 0° = Ко sin 0“, nJ 
Е Ft eilet—ka(zsingf+zcos0*)] Et еб Кател!) Eto 


2-0 Ej oeilwt—kizsind*) = E:o 


T+ 


(2.5.24) 


^. Ei oe [wt—k (zsin05--zcos6:)] 
y 
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于 是 , (2.5.17). (2.5.19) 式 可 写成 


Ез, — T+ ЕЙ ей! ka (zsin0' +zcos6°)] (2.5.25) 
1 Di . 
Həz = ET cos ӨТ ЕЗ gllet- telesing ғов") (2.5.26) 
Ho, = i sin ot T + Ei @ilwt—k2 (zsin8* +zcos6*)] (2.5.27) 
"^ Tp» の 


TE z = 0 相 邻 两 媒质 分 界面 上 , 电磁 场 的 边界 条 件 是 : 电场 和 磁场 的 切 向 分 量 
各 自 应 连续 , BY E,,|.-o = Ezylz=0 和 Но-о = Н |0. 由 其 相位 因子 相等 条 件 
可 得 反射 定律 和 折射 定律 : 07 = 6° 和 kisin0* = ko sin 0* 这 业已 应 用 ; 对 于 幅 值 相 
等 条 件 , 由 (2.5.21) 与 (2.5.25), 和 (2.5.22) 与 (2.5.26) 式 的 相等 , 可 得 


1+R+ = ТТ (2.5.28) 
ET cos6* (1 — R+) = ET cos 0 T + (2.5.29) 
将 (2.5.28) 代入 (2.5.29) 式 消 去 T+ 后 , 便 有 


ーー cos の (1— R+) = ~+ cos 0t(1 + R1) 

71 72 

由 此 可 解 得 | | 
т cos8* — т cos0* 2/ сов 0 — m / cos: 


1 
= - = ——  —n -s— 2.5. 
R то cos 0® + т cos0t — np / cos 8t + m / cos 8! (2.5.30) 


而 由 (2.5.28) R, 可 得 垂直 极 化 波 的 透射 系数 T+ 为 


& — m cos 0t 2n2 cos の 
T+=142 ーー - = - .5. 
+ п cos 6 + т cos0t т cos 6* + Th cos 0* (2.5.31) 
(2.5.30) 和 (2.5.31) AMA ERED Fresnel 公式 . 
注意 到 : Th 12 _ H2€2 .Hima uu 
| n2 V 61A2 ELH H2 ћ1 Аш 
对 于 非 磁性 媒质 , ил = ро =з po, FEF 
z = z = ng (2.5.32) 
将 上 式 和 折射 定律 (2.5.13) 代入 (2.5.30) 和 (2.5.31) 式 , 则 分 别 可 得 
рі — 298 4 — пә cos _ COS 6° — nà, — sin? 6i (2.5.33) 


cos @ + по cos Ot 2 


cos 0* + 4/n3, — sin? 6 
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和 


2 cos 0° 2 cos の 
L 
_ 20s 20080 2.5.34 
cos の + N21 cos 0t cos + 4/n2, — sin? の “ | 
因 n>: = sin: / sin t, (2.5.33) 和 (2.5.34) 式 分 别 亦 可 表 为 
1 _ Sin(0* — 0°) 
pie SP rg (2.5.35) 

All JT 

1 _ 2cos 0" sin 0 (2.5.36) 


sin( が + 0:) 
(2) 平行 极 化 波 (TM, 波 ) 
设 平面 波 电场 E 位 于 其 入 射线 与 媒质 分 界面 的 法 线 所 构成 的 入 射 平 面 内 , 而 
磁场 HMA y OS, 沿 y 方向 垂直 于 入 射 面 , 并 与 波 传播 方向 z BB, 如 图 2.5.3 
所 示 . 


介质 (1) 介质 (2) 


£i, fy, T=O Ez fly, G= Ü 


图 2.5.3 平面 波 対 介 原 分 界面 的 斜 入射 (平行 极 化 波 ) 
媒质 (1) (z «0,61. ш;о = 0: = аут; m = vie) 


Ay = Hilt“ i^n) + Higa 61870) 
= Hi е”! ^1 (esing 十 zcos9 + Hroellet_-ki(zsin6” —zcos6”)] (2.5.37) 


应 用 场 方程 Е = = x H, at E — nH: x & +nH" x а" 可 得 相应 Hi, 的 电场 为 


Ej = ту cos の 万 ey に (esin6* +2c0s6")] —1 cos 0" Не к (zsin8” — 2соѕ0")] (2.5.38) 


Е, = ~r sin 6  Higellet- ks (zsin@*+zcos6")] __ m sin 0" Hz, e i^t hi (®зїпё”—ясовё” )] 


(2.5.39) 


92. 第 2 章 平面 电磁 波 


媒质 (2) (z > 0, gs 、 12:02 = 0: ko = шу/єзиз; т = \/из/єз) 


Hoy — Hi e)(@t— kan) = Ht eñlet—koə(zsin0' + 2086") (2.5.40) 

类 似 地 , 可 得 相应 Hoy 的 电场 为 
Е, = No cos 8 Ht, gilet a Grsin8*  zcos6*)] (2.5.41) 
Eo, = = —TJ2 sin 0t Hf, ell [wt— ks (zsin8* +zcos0ty) (2.5.42) 


反射 系 数 R” 的 定义 为 媒质 (1) 中 的 反射 波 磁场 与 入 射 波 磁场 在 z = 0 媒质 
分 界面 处 之 比值 . 由 (2.5.37) R, 并 因 有 反射 定律 br = の, 可 知 


Hroellet—ky (xsind” —zc0s6")] Н ej(wt 一 КутвїпӨ”) _ Hro 


= 2.5.43 
R H: ellet—k(asin0š+zcos6š )] | - Hi, el(wt— ki zsing’) Hi, ( 9 ) 
У 
于 是 , (2.5.37) (2.5.39) 式 可 写成 
My = Не! тыш?) Си + R// eitascos”™ ) (2.5.44) 


万 」。 = m Hio COS Geilt- kyasing* ‘) (c ューj を izcos の * — Ri/eikszcos8") (2.5.45) 
Бы = —mHipsin gigs asit") Cond +R” gases) (2.5.46) 


定义 透射 系数 7/ 为 媒质 (2) 中 的 透射 波 磁场 在 z = 0. 处 的 值 与 媒质 (1) 中 
的 入 射 波 磁场 在 z = 0. 处 的 值 之 比 . 由 (2.5.37) 和 (2.5.40) 式 , 并 因 有 折射 定律 
kı sin 0° = ko sin 6t, 可 知 


Hige! [tot— ко (zsin0*-- 2cos6*)] Hio ej(wt— КәхвїпӨ*) Ht 


2230 
0 = Hier k,rsin8i] 一 Hi, (2.5.47) 


TH = 


Hie j[wt— ki (xsin8-Fzcos6? J] 


于 是 , (2.5.40). (2.5.42) 式 可 写成 


Hoy = TI! Hš ejlet—kə(msin* + zcos0')] (2.5.48) 
Ез, = по cos OT! Hšoeilet—kə(zsin0t +zcose*)) (2.5.49) 
Ез. = —mə2 sin O°T// Ніде!" he asin + 20088") (2.5.50) 


在 z = 0 相 邻 两 媒质 分 界面 上 , 电磁 场 的 边界 条 件 是 : 电场 和 磁场 的 切 向 分 量 
各 自 应 连续 , BH Hiy|;—o = H>,|,=o 和 Eiz|;-o = Рә. |. со. 由 其 相位 因子 相等 条 件 
可 得 反射 定律 和 折射 定律 : 07 = 0: 和 ki sin 0i = Ко віп 0“; 对 于 幅 值 相等 条 件 , 由 
(2.5.44) 与 (2.5.48), (2.5.45) 与 (2.5.49) 式 的 相等 , 可 得 


1+R/=T/ (2.5.51) 
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т cos の (1 一 が / ] = о cos の 7 (2.5.52) 
由 此 两 式 可 解 得 
f p om cos 0° 一 92 cos の (2.5.53) 
Th cos 0š + 72 cos の 
TI =1 4 ВИ = —2m.cos 8 (2.5.54) 


Th cos 05 + ту) cos Ot 


(2.5.53) 和 (2.5.54) 式 即 为 平行 极 化 波 的 Fresnel 公式 . 
对 于 非 磁性 媒质 , ш = ро © po, 由 (2.5.32) 式 可 知 , 有 m/m = та/т = na, 
再 注意 到 有 折射 定律 sin 0i = noi sind, Д) (2.5.53) 式 亦 可 表 为 


Ril — "21.805 6 —cos0t _ nh cost — y/nà, — sin” 6' (2.5.55) 
n21 cos 6° + cos 0' n2, cos の + Vnd, — sin? が 
而 (2.5.54) 式 可 表 为 
qii — _ 202 Cos の 2nj, cos 6' (2.5.56) 
n21 cos 0* + cos 0 n2, cos 0 + A/n2, — sin? の 


将 noi = sin 05 /sin 0* 代入 (2.5.55) 和 (2.5.56) 式 , 并 利用 三 角 函 数 倍 角 公式 、 
和 积 化 和 差 公 式 sina + sin 8 = 2 sin (a + 8)/2 cos (a = 8)/2, 则 它们 分 别 还 可 表 为 


. sin26* —sin20! _ sin(0* — 6°) cos(0* + 0*) 


R/ = = 
sin 20° -sin20* cos(6* — 6) sin(@* + Ө*) 
tan(6* — 0:) 
= ラー 2.5. 
tan(0: + の ) (2.5.57) 
和 mE 
Tl 21-4 R// = 2sin 6" сов (2.5.58) 


Fresnel 公式 给 出 了 对 于 给 定 媒质 (1) 和 媒质 (2) 参数 ei、 иу, cos ио, O 和 
0( 应 用 折射 定律 求 得 ), 平面 波 斜 入 射 时 的 反射 系数 和 透射 系数 当 巳 知 RE, TH 
Ja, 对 于 垂直 极 化 波 情形 , 媒质 (1) 和 媒质 (2) 中 的 电磁 场 即 可 由 (2.5.21)~(2.5.23) 
和 (2.5.25)~(2.5.27) 式 求 得 ; 而 当 已 知 R,T 后 , 对 于 平行 极 化 波 情形 , 媒质 (1) 
和 媒质 (2) 中 的 电磁 场 便 可 由 (2.5.44)~(2.5.46) 和 (2.5.48)—(2.5.50) RRE. 

图 2.5.4 是 er = lero = 2.56( 聚 乙烯 ) 时 , 按 (2.5.33) 和 (2.5.53) 式 给 出 的 垂 
直 极 化 波 和 平行 极 化 波 的 反射 系数 RL 和 R/ 对 入 射 角 の 的 关系 曲线 . 
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.0 4 0' 
Ü 10 20 30 40 50 60 70 80 90 


图 2.5.4 反射 系数 [R^ | 和 [LR | 対 入射 角 の 的 关系 


平面 电磁 波 斜 入 射 到 理想 介质 的 分 界面 时 , 有 如 下 两 种 重要 的 特殊 情形 , 其 一 
是 产生 全 反射 而 无 折射 , 另 一 是 无 反射 ,而 产生 全 折射 . 

(1) 全 反射 (|R+| = 1,|R//| = 1) 

如果 sl 62, 即 ni > ng (по < 1) Bf, 则 根据 折射 定律 有 0 > の . BA 
角 の 增加 到 某 一 角度 Ө. 时 , の = 90°, 折射 线 沿 介质 分 界面 掠 过 ; 当 が > 0. 时 , Ж 
质 (1) 中 的 入 射 波 将 被 分 界面 完全 反射 回来 , 这 一 现象 称 为 全 反射 . 相应 于 折射 角 
0° = 90? 的 入射 角 9。 称 为 临界 角 . 由 折射 定律 可 求 得 临界 角 为 


0. = arcsinnoi = arcsin y €2/E1 (2.5.59) 
当 gs < ey 时 , 0. 可 有 实数 解 , 从 而 方 有 可 能 存在 全 反射 现象 . 
当 б> 0, FF, sin Ө; > na, 这 时 , (2.5.33) 和 (2.5.53) 式 可 表 为 


cos の — j4/sin? 0 — n2, | 
RI _ = e j2ó. 


cos 0! + j./sin2 0: — n2i 
2 à: fas 2 gi 2 
n5; cos 0° — j4/sin^ 0: — n 
n/ ニー 21 4-126, 


/ sin? ĝi 2 
式 中 , 8, = arctan - sin ダー nz 
cos の * пол cos ĝt 

由 此 可 见 , SANA 0. > 0, 之 后 , 无 论 是 平行 极 波 还 是 垂直 极 化 波 , 它们 的 反 
射 系数 的 模 均等 于 1, 只 是 它们 的 辐 角 8」 Z ó, 说 明 发 生 了 全 反射 现象 . 在 光纤 波 
导 中 即 是 利用 这 一 全 反射 现象 将 激光 的 波 能 量 约束 在 光纤 波导 的 纤 芯 中 的 . 

(2) 零 反 射 (EHA, R” = 0) 

对 于 平行 极 化 波 , 由 (2.5.57) 式 可 见 , 24 0: + 6 = л/2 BF, tan(6 + 0t) — oo, 此 
时 ，R/ = 0, 即 反射 波 的 场 为 零 , 而 出 现 全 折射 . 相应 R/ = 0 时 的 入 射 角 0: = б. 


in? gi 2 
sin“ 0* — n5, 


和 буу = arctan 
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Өв 称 为 Brewster( 布 偽 新 特 ) 角 . 可 由 折射 定律 确定 : 
sin Өв = nza sin (3 — 23 = по cos дв 


即 有 
Өв = arctan по (2.5.60) 
图 2.5.4 表明 只 有 平行 极 化 波 在 入 射 角 等 于 g 时 的 反射 波 等 于 零 . 因此 , 当 一 
个 任意 极 化 的 平面 波 以 布 儒 斯 特 角 Өв 入 射 到 分 界面 时 , 反射 波 将 不 含 平行 极 化 波 
ЗЕ, 而 只 有 垂直 极 化 波 分 量 , 光学 中 的 起 偏振 器 即 是 利用 这 一 极 化 的 滤波 作用 . 


2.6 平面 波 对 理想 导体 平面 的 斜 入 射 


参见 图 2.6.1, 2 < 0 媒质 (1) 为 ev, ui 理想 介质 , z > 0 媒质 (2) 为 理想 导体 ， 
z= 0 为 其 分 界 平面 . 当 一 沿 š: 方向 传播 的 平面 电磁 波 以 入 射 角 为 の М е1. ш Ж 
Ж (1) 斜 入 射 进入 媒质 (2) 时 , 将 在 媒质 (1) 中 产生 一 个 反射 角 为 0 沿 57 方向 传 
播 的 波 , 称 为 反射 波 ; 而 在 媒质 (2) 理想 导体 中 的 电磁 场 为 零 场 . 


T 


图 2.6.1 平面波 对 导电 平面 的 斜 入 射 (垂直 极 化 波 ) 
(1) 垂直 极 化 波 (TE。 波 ) 
平面 波 磁场 H 位 于 其 入 射线 与 媒质 分 界面 的 法 向 所 构成 的 入 射 平面 内 , 电场 
互 沿 y 方 向 垂直 于 入 射 面 , 并 与 波 传播 方向 z BB, 如 图 2.6.1 所 示 . 
媒质 (1) (ЖЖ z < 0, є. ш;о = 0; ki = wei т = y H/E) 
Ey 一 Eige ttar) + Ero еб 87 т) 
— Еі реек (wind + 2c088")) + Er ellot-ki(zsind 一 zco80 (2.6.1) 


1 OP . 1 OF ay а, ў Н, = lg x 
71 


1 
应 用 场 方程 Н, = ———V x Ey, = 一 一 Ox — = 
jc jwpi Oz ji Ox 


El, + 87 x Ep, 可 得 与 P. 相应 的 磁场 Н, 的 z 和 分量 ( 亦 见 (2.5.15) 和 
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(2.5.16) 式 ) 为 
H... = 1 (et ki zsinó*) Ei i —jKizcos05 __ Er 0" ејкі 2с080" 2 6.2 
= un ( yo Cos の 'e yo COS (2.6.2) 
l; "T ; Е А А r 
Hi, = in ) (Eio sin бе W208" + Ery sin greltrzcos®") (263) 
媒质 (2) (区 域 z > 0, 理想 导体 c; = oo) 
E2=0, H2=0 BN Е, = Hər = Н, = 0 (2.6.4) 
按 反 射 系数 定义 , 垂直 极 化 波 的 反射 系数 RE 为 
Егей (zsin0” —zcos8")] _ Byo 
Eo 


Rt (2.6.5) 


E: yelet к [zsin0: +zcos0:)] . 
TÆ, 由 (2.6.1) (2.6.3) R, 并 因 有 反射 定律 br = の , 媒质 (1) 中 的 电磁 场 可 写 为 
Evy = 万 ee に Azein の ) Си + Вейс) (2.6.6) 
Hj 一 _ 1 т cos gi ei (wt— kizsiné) Си _ Вето") (2.6.7) 
т 
Hi, = 1 i sin Gigi(wt—ki zsine*) б + ейтен". (2.6.8) 
т 


在 媒质 (1) 与 理想 导体 分 界面 上 , 电磁 场 应 满足 的 条 件 是 : 电场 的 切 向 分 量 或 
磁场 的 法 向 分 量 连 续 连 续 , 即 Elo = Ezyjz=0 = 0 或 Hi,|,=o = H>,|,=o = 0; Tü 
磁场 的 切 向 分 量 不 连续 与 导体 表面 电流 密度 .Js 相关 , 而 有 Js = ñ x H. 

H Biy|z=0 或 Hi,|.—o 各 项 相位 因子 相等 , 可 得 反射 定律 br = 6. 这 业已 应 用 ; 
应 用 幅 值 相 等 条 件 , 由 (2.6.4)、(2.6.6) 或 (2.6.8) 式 可 得 Ly = Et, + Rt) = 0, 
故 有 


Rt=-1 (2.6.9) 
代入 (2.6.6)~(2.6.8) 式 , 便 得 到 媒质 (1) 中 的 电场 和 磁场 为 
Ej, = —j2 EË sin(kiz cos Ө? )ei(%t-kizsin8') (2.6.10) 
His = E "о Cos 0! cos(ki z cos Ө? уе! Got kiesine) (2.6.11) 
万 」。 = “i Bie sin 0 sin(ky z cos 6° ei (wt ki zsind" ) (2.6.12) 


根据 磁场 边界 条 件 , 导体 表面 的 电流 密度 Js 为 


Js = ñ x Н |20 = —à, х (Н.а, + Hi) = —Н\хбу 


2.6 “平面 波 对 理想 导体 平面 的 斜 入 射 . 97. 


或 
Jy = = cos Ей деје ків") (2.6.13) 


媒质 (1) AR Р 为 
P= jRe[E хн") = 3Re[- Ew Mina. + En Ht ae] 


将 (2.6.10)~(2.6.12) 式 代 入 后 , 即 有 


P= ¿Re —j (в)? cos 0° sin(2k1z cos の)9。 + > (Ekg)? sin 0 sin2(kiz cos 0*)à, 
т 1 
故 得 ә 
P, = 5, (Ei sin Ө‘ sin? (kız cos 0°), (2.6.14) 


由 此 可 见 , Poynting 矢量 沿 z 方向 的 分 量 是 虚数 , 表明 它 的 时 间 平 均值 为 零 , 没有 
功率 沿 z 方向 传播 ; MER z 方向 的 分 量 是 正 实数 , 且 不 随 z 变化 , 表明 有 能 量 z 
方向 传播 . 此 外 , (2.6.10)~(2.6.12) 式 电 磁场 表示 式 沿 z 方向 是 驻 波 、 沿 z 方向 是 
行 波 也 证 实 了 这 一 点 . 

(2) 平行 概 化 波 (TM, W) 

平面 波 电场 EE 位 于 其 入 射线 与 媒质 分 界面 的 法 线 所 构成 的 入 射 平面 内 , 磁场 
H уа РАТЕ, 并 与 波 传播 方向 z 垂直 , 如 图 2.6.2 所 示 . 


L 


图 2.6.2 平面波 对 理想 导体 平面 的 斜 入 射 (平行 极 化 波 ) 
媒质 (1) (2 < 0, £1, 1,01 = 0; ki = отр, m = y m/e) 
Ну, = Hi ellet- kiGisin8 十 zcos0 + Hi geilet ki (zsin0” — zcos0™)] (2.6.15) 
而 与 Hi, 相应 的 电场 E, 的 x 和 z 2} Ж (参见 (2.5.38) 和 (2.5.39) 5X) 为 


Eis = rj, e (wt—kizsing*) (Hh cose jkuzcos@" 一 Hro cos の eee ) (2.6.16) 


.98. 


TÉ, (2.6.15)+(2.5.17) ARA R// 以 及 反射 定律 0" = 0: 后 , 而 可 写 为 


Elz = -pe wt 29110) (Hio sin gie jkizcos0 + Hio sin QT el な る Cos の ) 


媒质 (2) (z > 0, 理想 导体 oa = oo) 
Ea =0, H2=0 8 Ex = Ez = Hoy = 0 


按 反射 系数 定义 , 平行 极 化 波 的 反射 系数 R/ 为 


H: ej[et—ki(zsin0" — 2cos8")] 
R! = 一 20 


Hi,eilwt— ki (zsin の * 十 る cos6?)] 
90 z=0 


Hiy — Hš ei(et—Fizsin6) Си + О) 


Eiz = m Hi, cos Gigi wt—kizsiné*) бы _ Ril eiks20086*) 


E, 一 —m Hi, sin figi (t К віп") Си + Ril екон") 
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(2.6.17) 


(2.6.18) 


(2.6.19) 


(2.6.20) 
(2.6.21) 


(2.6.22) 


ТЕ z = 0 媒质 (1) 与 理想 导体 分 界面 上 , 电磁 场 应 满足 的 条 件 是 : 电场 的 切 向 
分 量 连续 , 即 E,,|,—=o = EZ2zlz=o = 0; 磁场 的 切 向 分 量 不 连续 与 导体 表面 电流 密度 
Js 相关 , 有 Js = ニタ x H. 由 边界 条 件 E.,|,=o = Ёз»|«—=о = 0 两 边 相 位 因子 相等 ， 
可 得 反射 定律 e = の, 这 业已 应 用 , 而 应 用 其 幅 值 相等 , 则 由 边界 条 件 Е |, о = 0 
可 得 1- R” = 0, ЖН 


R! —1 


(2.6.23) 


将 R/ = 1 代入 (2.6.20)~(2.6.22) 5X, 即 可 知 媒质 (1) 中 的 磁场 和 电场 为 


Ну, = 2Hšocos(kiz cos 64 ei (wth zsind") 
Eiz = —j2m Ho cos 0° sin(ki z cos 8° )el(wt-ka asin@*) 


Ey, = —2m Hio sin 0° cos(kiz cos の )el( の に azsin の ) 
根据 磁场 边界 条 件 , 导体 表面 的 电流 密度 .Js 为 


Js =й x H|.—o = ー@。 x Hi,a, = Hiyà; 


Jn = 2Hi е} —®з®вїп#!) 
媒质 (1) 的 功率 流 密度 为 


1 * 1 жол жол 
Р= sRelE x H*] = sRelEiz Miya ー E, Hf, az] 


(2.6.24) 
(2.6.25) 
(2.6.26) 


(2.6.27) 
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代入 (2.5.24) ~(2.5.26) 式 , 即 有 
Р = Ке ЕХ (Hijo)? cos 0° sin(2kiz cos 0°)à 

+ 2m (Hjo)* sin の cos2(kiz cos 9a. | 
故 有 

Р, = 2m (Ні)? sin の cos2(kiz cos 0°) (2.6.28) 
由 此 可 见 , Ж Poynting 矢 量 溢 z 方向 的 分 量 是 虚数 , 表明 它 的 时 间 平 均值 为 零 , 没 
有 功率 沿 z 方向 传播 ; 而 它 量 沿 z 方向 的 分 量 是 正 实数 , 表明 有 能 量 x 方向 传播 . 
此 外 , (2.6.24)~(2.6.26) 式 电 磁场 表示 式 沿 z 方向 是 驻 波 、 沿 z 方向 是 行 波 也 证 实 
了 这 一 点 . 


27 ”平面波 对 介质 夹层 的 垂直 入 射 


有 一 平面 电磁 波 从 媒质 (1) 沿 < 方向 垂直 入 射 至 一 厚度 为 d 的 ez u 的 介质 
夹层 进入 媒质 (3), 电场 E = Е.а, 仅 有 z 方向 分 量 , 磁场 H = H,à, UB y 方向 
分 量 , 如 图 2.7.1 所 示 . 


图 2.7.1 平面 电磁 波 对 均匀 平面 介质 层 的 垂直 入 射 


在 e. ш 媒质 (1) 和 cos yo 媒质 (2) 中 , 总 电场 和 磁场 是 相应 入 射 波 与 反射 
波 之 和 , 在 媒质 (3) 中 , 总 电场 和 磁场 仅 含 透射 波 . 它们 的 表示 式 如 下 : 
媒质 (1) (2 <0, є. miki = wea m = 1/61) 
Ey, = Eige(ot- hi3) 4 gro lite) (2.7.1) 
Нуу = Hjgel "t7 9 р Нуе) 
= = (8100062) – Етен) (2.7.2) 


媒质 (2) (0 z 2 d, e2、 uai ko = ш/о; ne = V Ha ез) 
Ем = Ejgel "t7 22) + Egge кә) (2.7.3) 
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Hy, = Higa tA) + Не) ett kez) 
= = (rigent ten 一 Еде) (2.7.4) 


媒质 (3) (z > d, es 、 из; Кз = ш/Езиз; пз = V из /єз) 


Ea, = Bš el(et—kaz) (2.7.5) 
1... 
Ha, = Bo 9 (2.7.6) 


定义 媒质 (1) 中 ぇ =0 处 的 反射 系数 Ro 为 在 该 点 反射 波 电场 与 入 射 波 电场 之 
比 , 即 


ЕТ oe +: z) 
~ Eigeet- ka z) 


_ в 
z=0 Eio 

定义 媒质 (2) 中 z = d 处 的 反射 系数 Ra 为 在 该 点 的 反射 波 电场 Ejgeli tt Fen 
与 入 射 波 电场 Eit hoe) 之 比 , ВП 


Ro 


MA Er = RoE, (2.7.7) 


Ry = Ез ејб +) Е Eyeik2d 50 вза (2.78) 
É Esoeilwt—kaz) | i Еф е ік Е ESo ー 
而 有 
Ey = RaEjge tzd (2.7.9) 


而 定义 媒质 (3) 中 z = d 处 的 透射 系数 7。 为 在 该 点 透射 波 电场 与 媒质 (1) 中 >=0 
处 的 入 射 波 电场 之 比 , 即 


Еі el (wt—ksz) Й . 
= 22306 lend _ E30 jkad (2.7.10) 
Е} ребе) | Eio 


d 


而 有 
Eso = ТЕ ge? (2.7.11) 


TE, 我 们 可 将 媒质 (1). (2) 和 (3) 中 的 电磁 场 表示 式 (2.7.1)~(2.7.6) REA 


Еш = Еі, (ee + Вџеб к) (2.7.12) 
1 _. . А 

Hiy = — Eio (ee に ちり 一 Вова) (2.7.13) 
т 

Es, = Еі, (cere) +R geiletthe(22d))) (2.7.14) 
lof. | 

Ha, = +Ei, (2-9 ー RaellotTko(z-2d) ) (2.7.15) 
n2 


Eza = Ty Ei geta] (2.7.16) 
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1 О, 
Ha, = g TaEigel t 7l (2.7.17) 


电磁 场 应 满足 的 条 件 是 : 在 z = 0 和 с = d 两 相 邻 媒质 分 界面 上 , 电磁 场 的 切 向 
分 量 连续 , BY Eil.o = Eos+|,=o 与 Hiyle=0 = Hy,|,=o, 和 Е. |а = Ess|.—a 与 
H2y|z=4 = Нзу|=4. 

应 用 z=0 处 的 电场 幅 值 边界 条 件 : Ers |, о = Ро. [а-о 与 Hiy|;—o-- Hayl.—o, 由 
(2.7.12) (2.7.14), (2.7.13) 与 (2.7.15) 式 , 可 得 


Е10(1 + Ro) = Eo (1 + Rae 2598) (2.7.18) 
1 i 1 0 —j2ked 
— Е10(1 — Ro) = — Ei, (1 — Rae 12k2d) (2.7.19) 
™ n2 


将 (2.7.18) 5 (2.7.19) 式 相 除 后 , 可 得 


1+ Ro _ m 1+ Rae j2kad 


l— Ro m1— Rae-i2k2d (2.7.20) 
N 1+ Rae j2kod 
Netto = Тю Re od (2.7.21) 
而 有 
Тено = 1 : T E (2.7.22) 


由 (2.7.12)~(2.7.15) 式 可 知 , пово 就 是 在 z = 0 处 横向 电场 与 横向 磁场 之 比 , 称 为 
该 点 的 等 效 波 阻 抗 , 即 nego = Eis/ Н.о = Es, / Но о. 由 (2.7.22) X&, 我 们 可 
反 解 得 z = 0 端 介 质 分 界面 处 的 反射 系数 Ro 为 


— Пею т (2.7.23) 
Tleto + Th 


应 用 z = d 处 的 电场 幅 值 边界 条 件 : Е. |а = Ез=|„—а 与 H2y|z=4d = Hsy|;—a; 
由 (2.7.14) 与 (2.7.16), (2.7.15) 与 (2.7.17) sk, 可 得 


Eive 1#°®(\ + R4) = TaBio (2.7.24) 
l bi ўка 1 i 
— E»ge 12 (1 一 Ra) = 一 了 4 五 10 (2.7.25) 
72 73 


将 (2.7.24) 45 (2.7.25) 式 相 除 后 , 可 得 


l+ Ra m 
1 一 Rg n2 


(2.7.26) 
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由 此 可 解 得 z = d 处 的 反射 系数 : 


7з 一 72 | 
R. = ーー * 2.7.27 
4 713 + 72 ( ) 


将 媒质 (2) 中 z = d 处 的 反射 系数 Ra 代入 (2.7.21) 式 经 整理 后 , 我 们 可 得 等 
效 波 阻 抗 Nero 的 另 一 表示 形式 : 


1+ 73 一 n2 e i2kad 


по m BER — „з tm) + (ms — me" 
° ] — 73 72 6-ј2каа (пз + N2)el¥24 — (n3 一 72)е—і4 
13 + Ta 
пз cos(k2d) + jr) sin(kad) 
T2 mp Cos (Kad) + jma sin(Kad) 
此 即 
ing tan(ked 
Teffo = pa + іо tan(kod) (2.7.28) 


n2 + jns tan(k2d) 
应 用 (2.7.28) 式 求 得 等 效 波 阻抗 nero 后 , 再 应 用 (2.7.23) 式 便 可 求 得 反射 系数 Ro; 
此 外 , 若 应 用 (2.7.27) 式 求 出 Ra 后 , 再 由 (2.7.22) ARE пепо, 继而 由 (2.7.23) Ñ 
亦 可 得 出 媒质 (1) 中 z = 0 处 的 反射 系数 Ro, 它 就 是 我 们 所 感 兴趣 的 反射 系数 

由 (2.7.18) Pn litho 将 它 代 入 (2.7.24) 式 消去 220 则 可 


1 + Rae j2kod 
得 媒质 (3) 中 的 透射 系数 T, 为 


(1+ Ro) (1+ Ra) р.а 
1+ Rae j2ked 
(1+ Ro) (1+ Ra) 
= ated + R Sik (2.7.29) 
一 旦 知道 了 反射 系数 Ro, Ra 和 透射 系数 Ta, 我 们 便 可 由 (2.7.12) (2.7.17) XX 
求 得 媒质 (1)、 媒质 (2) 和 媒质 (3) 中 的 电磁 场 , 其 中 的 Ei 由 入 射 波 的 振幅 确定 . 
现在 , 我 们 来 分 析 几 个 特殊 情形 : 
(1) 半 波 长 介质 夹层 
Ў єз = sl = €0, ш = Из = из = Ho, d = 22/2, № Ñ єз, по 介质 夹层 中 的 波长 . 
BA 


Tg = 


2x À2 
73 = Th; 2 = 55 л 


因 tan(kəd) = їапл = 0, Н (2.7.28) 式 可 知 


neffo = 13 = Th (2.7.30) 
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因而 , 由 (2.7.23) 3X, 可 见 , 此 时 在 z = 0 端 媒质 分 界面 处 的 反射 系数 Ro = 0, 这 表 
明 从 媒质 (1) 入 射 到 z = 0 处 媒质 分 界面 时 不 产生 波 反 射 , 完全 通过 介质 夹层 而 无 
损失 . 这 一 基本 思想 已 被 应 用 于 天 线 淖 的 设计 技术 中 . 

(2) 1/4 波长 介质 甫 层 (阻抗 变换 器 ) 

选取 d = А/4 和 m = mms, Al tan(ked) = tan(x/2) = оо, 故 由 (2.7.28) RA 


2 2 
na 
neo = È = Wm) у, (2.7.31) 
з пз 


H (2.7.23) 式 可 知 , 此 时 在 z = 0 端 媒 质 分 界面 处 的 反射 系数 Ro = 0, 这 表明 从 当 
电磁 波 从 媒质 (1) 经 媒质 (2) 传 至 媒质 (3), YE z = 0 处 的 媒质 分 界面 上 不 产生 波 
反射 . 照相 机 镜头 上 的 数 膜 即 应 用 此 原理 以 减少 镜面 反射 增加 透 光度 . 这 也 是 微波 
技术 中 的 1/4 波长 阻抗 匹配 器 的 工作 原理 . 

(3) 金属 衬 底 介质 层 

设 媒 质 (3) 为 理想 导体 , 则 可 知 有 ws = 0, 故 由 (2.7.27) 式 可 得 


Ra = -1 (2.7.32) 


对 于 理想 导体 n = 0, 由 (2.7.28) 和 (2.7.23) 式 可 得 z = 0 处 的 等 效 波 阻抗 Nero 和 
反射 系数 Ri: 


jnz tan(kod) — т 
jn2 tan(ked) + m 


车 媒质 (2) 中 为 非 理 想 介 质 , 此 时 ko 为 复数 , 可 表 为 kg = 6 一 ja 为 复数 , 4 
入 射 波 行进 到 z= d 时 将 被 导体 反射 , 而 此 反射 波 返回 抵达 z = 0 时 受到 有 e-2 ぐ 9 
的 衰减 , 因而 使 反射 系数 Ro 得 到 降低 . 这 类 在 导体 表面 增加 有 耗 介质 敷 层 以 减 小 
反射 的 方法 已 得 到 实际 应 用 . 


Neto = jm tan(kad) 和 Ro = (2.7.33) 
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参见 图 2.8.1, W z < 0 媒质 (1) 为 e, ш 介质 , 0 < z < d 媒质 (2) 为 eo, uo SP 
Ж, z > d 媒质 (3) 为 єз, us 介质 或 理想 导体 ; z = 0 和 z = d 为 它们 的 分 界 平面 . 有 
一 沿 名 方向 传播 的 平面 电磁 波 以 入 射 角 为 Ө, 从 媒质 (1) 斜 入 射 至 一 厚度 为 d 的 
єз, He 的 介质 夹层 进入 媒质 (3), 在 媒质 (2) 中 以 入 射 角 为 0, 斜 入 射 进 入 媒质 (3), 
在 媒质 (3) 中 的 出 射 角 为 Өз; 若 媒质 (3) 为 理想 导体 , 则 波 在 媒质 (2) 中 被 全 反射 , 
在 媒质 (3) 中 的 电磁 场 为 零 . 

以 下 考虑 入 射 波 电场 分 别 为 垂直 于 入 射 面 和 平行 于 入 射 面 两 种 情形 : 
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2.81 垂直 概 化 波 (TE。 W) 


平面 波 电场 EY y 方向 垂直 于 入 射 面 , 仅 有 y 分 量 , 与 波 传播 方向 z 垂直 ; 磁 


场 H 位 于 入 射 平面 内 , 含有 z 分 量 和 z 分 量 , 如 图 2.8.1 所 示 . 


E 


媒质 (1) 
Eq. fa Th 
HY 


媒质 (3) 


Sas Hs Ths 


H; 
图 2.8.1 “平面波 对 介质 夹层 的 斜 入 射 (垂直 极 化 波 ) 

省 去 时 间 因 子 eit, 各 区 域 中 的 电磁 场 表 示 式 如 下 : 

媒质 (1) (2 <0, er> i; ki = wem = vine) 


— i .—jk ing 0 —jk inf, 一 0 
Evy — Etoe j 1 (asin 1 +zc0s 1) + Eroe j 1(zsin 1—2СО5 1) 


相应 Eny 的 磁场 为 H. = Hi,ó; + 2,42, 其 中 


Hiz — d COS 6, Eige 3^: (zsin61 +zcos6l ) + 1 cos 0, Erge (esin の 一 zcos の :) 
Th т 


: —jk 014- 0 А Е 一 一 5 
Hız E sin 0; Ее j 1(zsin 1+ &СОв8 1) sin @」 Toe jk1 (zxsinO1 zcos01 ) 


媒质 (2) (0 < z < d, e2、 uai ka = w /£2B2; т = WHa/ea) 


ー Ft Q4—)jk2lzsin02--zcos05 т) Кә 251102 —zcos0 
Езу = E$"? ) + pgoe tea (zsinés 2) 


类 似 地 ， 相应 E 的 磁场 为 Н; 一 H>, G, + H5;à;, 其 中 


1 O dass 1 "M 
Ho = —— cos 05 Eioe jk2 (zsin62 +zcos82) + > cos 05 Eze? (zsin82 —zcos82) 


72 


Ho; = 1 sin 0, Eige i (zsin02 --zcos62) + 1 sin 05 EE e ia (zen9。 一 zcos9) 
n2 


n2 
媒质 (3) (z > d, єз, pa; ka = ш\/ЕзИз} пз = у/из/єз) 
Ezy — Eive ^ (zsings+zcosgs ) 


而 相应 Es, 的 磁场 为 : Нз = Нз. + H3242, 其 中 


; 1 . : 
Hi, = —— cos 05 ЕЗ е js (zsines+zCOS03) 
n3 


(2.8.1) 


(2.8.2) 


(2.8.3) 


(2.8.4) 


(2.8.5) 


(2.8.6) 


(2.8.7) 


(2.8.8) 
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| 1 . _; . | 
Н}, = — sin Өз. Eš e its (2sinds + 200965) (2.8.9) 


按 反射 系数 的 定义 , 在 媒质 (1) 中 z = 0 处 的 反射 系数 RO 由 (2.8.1) 式 可 知 为 


—jki (zsing: — созбу) 


r 
д _ £10€ 
% 


r __ pl рі 
Е Ei oe it (rsin9 ュ 十 zcos9:) 0 而 有 Eio = Ro Fio (2.8.10) 


+ 
Eio 


而 在 媒质 (2) 中 z = d 处 的 反射 系数 RI 由 (2.8.4) 式 可 知 为 


T &-—jka(xSin05— zCOSO T 
Rt 一 Ее °( 2 2) _ E30 iakadcosea (2.8.11) 
Ei e ia (zsin65--2c0865) Ei, 
20 z=d 
Ezo = ВІ E$ e 126200802 (2.8.12) 


此 外 , 定义 媒质 (3) 中 z = d 处 的 透射 系数 Т 为 E|. =a 与 Е, | со ZEE, 由 
(2.8.1) 和 (2.8.7) 式 可 知 为 


Eie ka (zins 十 zcos9。 ) 


T+ 一 z=d _ E30 „—}кзасовбз (2 8 13) 
Elige Jf (291001 +zcos0)) Fio US 
z=0 
而 有 
Ei, = TH Pioelksdcoses (2.8.14) 


这 里 , 已 应 用 了 折射 定律 ks sin 0з = ki sin の. 
于 是 , 我 们 可 将 媒质 (1). (2) 和 (3) 中 的 电磁 场 表 示 式 (2.8.1)~(2.8.9) BA 


Ej 一 Eig CE 4 Rg el 1700881) e iki zsinb1l (2.8.15) 
1 . ñ : : : 

Hiz — ーー C08 0, Eš. (e 11 200801 _ Rg eb 20089: ) e jkizsin@) (2.8.16) 

Hi = " sin 0, Ei, (e 1Ё‹^созё: + Rg bk 700881 ) e iki zsin#y (2.8.17) 

Ezy = Еі, CEDE 4 R eka(s-2dcos0 ) ejk2zsins (2.8.18) 


1 N : 。 А А 
Н, = ーー es ba Ekg (был — Rq gs eost ) e jkozsin02 — (3 g 19) 


1 | | . "M 
H3, = LA был + Вјен) ekszsins (2.8.20) 
Ез, = Ti Eš oe jks[esin0šs+(z—d)cos03] (2.8.21) 


1 a 
Hs, = — z% Өз Т Eš e ikslzsinds+(z—d)cos0] (2.8.22) 
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Нз, — 1 sin O3T 7 Е e ikalzsinds+(z—d)cos83] (2.8.23) 
73 


电磁 场 在 z = 0 ЯП z = d 两 相 邻 媒质 分 界面 上 应 满足 的 边界 条 件 是 : 申 協和 磁 
场 切 向 分 量 连续 , 即 lz=o = E»y|,-o 与 Hizl;-o = Hs,|,=o 和 E>,|,=a = Esz|z=a 
与 Ha|-a- Нз, а. 由 这 些 边界 条 件 等 式 两 边 相 位 因子 必须 相等 可 导 得 反射 定 
律 和 折射 定律 . 对 于 反射 定律 , 在 以 上 给 出 媒质 (1) 和 媒质 (2) 中 的 场 表 示 式 时 业 
已 应 用 ; 对 于 折射 定律 , 则 有 

kisin0, = k2sin02 = Кз ѕіп Өз BK isinb = km sinOm(m = 2, 3) (2.8.24) 


对 磁 导 率 . 
应 用 z=0 处 电磁 场 幅 值 边界 条 件 : Р, |. о = E»yl.—o 与 Hiz|s_0 = Hoz|z<o, 
由 (2.8.15) 与 (2.8.18)、(2.8.16) 与 (2.8.19) 式 , 可 得 
Eio (1+ Ro) = Ex; (1 + Rie 340562) (2.8.25) 


1 А 1 А А 
っ Cos 01210 (1 — Ro) = moe O2.E5q (1 — Rye j2kədcos 92) (2.8.26) 
1 2 


将 以 上 两 式 相 除 , 并 注意 到 ore = msec 0 为 媒质 的 TE。 横 电 波 的 波 阻 抗 , 于 是 有 


1+ Ry _ ЛТЕ(2) 1+ Rye 12629 соз з 


1— Hg i 77TE(1) 1 一 R+e j2k2dcos 92 (2.8.27) 
4 
Rye i2k2d cos 905 

"ego = MEOD ро i2ksd costa (2.8.28) 

1+ Ri 
TEWI RE (2.8.29) 

DIRE 

则 由 (2.8.29) 式 可 解 得 
effo 一 -1 

Re = m — те) _ Tef0/TrEa) — 1 (2.8.30) 


Netto + 7TE(1) Netto /17}тЕ(1) +1 
从 (2.8.15) 和 (2.8.16) 与 (2.8.18) 和 (2.8.19) 式 可 知 , 这 里 , nogo = — Eyy/ Hisl, o = 
— Ey, / H22|2=0 为 2 = 0 点 的 TE, 波 等 效 波 阻 抗 . 
应 用 z=d Ab Fe ey I RE: Ezy|z=a = Esy|z—a 与 Hos|;—a = A32|2=d; 
由 (2.8.18) 5j (2.8.21), 和 (2.8.19) 5j (2.8.22) 式 , 可 得 


(1+ Ry) Eye ites — TL pii (2.8.31) 
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| ; ; 1 А 
2 cos 0; (1 — R1) Elige 249959: — — cos O3T Eio (2.8.32) 
72 13 
将 以 上 两 式 相 除 , 于 是 有 


1+ Ка cosb _ ThrE(3) 


2.8.33 
1— R} T" cosÓ03 — ThrE(2) l ) 
由 此 可 解 得 : , А 
рі = IHE) — TE(2) _ fla COS 02 — 172 Cos V3 (2.8.34) 
7TE(3) + 7TE(2) пз COS 02 + 72 cos Өз 
H (2.8.24) 式 , 我 们 有 
ErlHrl sin2 04 = Érmiirm (1 — cos? Om) (m = 2, 3) 
由 此 得 
1 . 
cos Ôm = ерен — Epiri sin? 9 (m = 2, 3) (2.8.35) 


у тт rm 


故 若 已 知 媒质 参数 sl ил, єз, цо 和 єз. из, 以 及 夹层 媒质 厚度 а 的 值 , 则 对 于 给 
定 入射 角 0,, 便 可 应 用 (2.8.35) ARE TE, 波 的 cos 9。 和 cos0s, 而 由 (2.8.34) 式 
求 得 反射 系数 Ri; 已 知 RI JB, 由 (2.8.28) 式 便 可 求 得 nero, 继而 再 应 用 (2.8.30) 
式 求 出 媒质 (1) 中 z = 0 处 的 反射 系数 Ro, 其 中 nea) = Vu /8isec0,, Rj 就 是 
我 们 主要 感 兴 趣 的 反射 系数 . 

将 (2.8.34) 式 反射 系数 RI 代入 用 (2.8.28) 式 经 整理 后 , 则 可 得 nemo 的 另 一 表 
示 形 式 : 


Пейо = TITE(2) (1 + TTE(3) — "ITEQ2) e 12k2d cos «)/ (: NTE(3) — ПТЕ(2) e 一 j2kad cos e) 
NTE(3) T "ITE(2) NTE(3) + NTE(2) 


~J2k2d cos Өз -12к20 cos 82) 


TITE(3) (1 +e + TITE(2) (1 —e 
NTE(3) (1 — e—j2kedcos өг) + TE(②) (1 + e j2kəd cos 62) 


=NTE(2) 


jk2dCOS02 —jk2dCOS0» jkedCOS62 —jk2dCOS05 
el +e e 


7Tg(3) ( + nrE(2) ( Ze 
rp(s) (edCOSz — e—jk2dCOS02) 十 ITP(2) (ejk2gCOS02 + o jkadCOS63) 


=TITE(2) 


Bp 
NTE) + inrE(2) tan(kədcos02) 
NTE(2) + ј?ге(з) tan(kzdcos62) 


因而 , 应 用 (2.8.36) 求 得 等 效 波 阻 抗 so 后 , 即 可 应 用 (2.8.30) 式 求 得 反射 系数 
Re, 从 而 提供 了 计算 反射 系数 Ri 的 又 一 算法 . 


Тено = NTE(2) (2.8.36) 
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例 1 车 媒质 (3) 为 理想 导体 , ns = 0, W (2.8.34) REA 
ВІ = —1 (2.8.37) 
例 2 FRA (1) 和 媒质 (3) 均 为 空气 , sl = єз = so, ил = из = по, WA 
ki = Ks б = 6з; n/m = Vhra/er2 
而 由 (3.8.34) 式 可 知 , 此 时 有 
1 Cos02 一 Vr2/er2 соз 01 


Rl = 092 T V Ит2/ fra COR (2.8.38) 


cos 02 + Vv Lir2/Er2 cos 01 


例 3 对 于 媒质 (1) 和 媒质 (3) 均 为 空气 , 此 时 有 ores) = геі) Vo/Eo sec 6: 
于 是 , (2.8.36) 式 便 可 退化 为 


‚ ТТЕ(2) 


1+ 7 tan(kod cos 62) 
Tego TE(2) TE(1) 
ーー CHEQ). Lo o4 лу (2.8.39) 
"TEQ) TEQ) + jtan(ked cos 05) 
TTE(1) 
Xm, 
NTE(2) _ [Hr2 Cos 01 (2.8.40) 
NTE) VY Er2 cos 02 UC 
L n i 1+ Ro iy 
已 知 反射 系数 Ra 和 RI, H (2.8.25) 式 可 知 Eio = 一 一 一 — Eio Ж 


] + Rile-i?kadcos0; 


它 代 (2.8.31) 式 后 , 便 可 求 得 透射 系数 : 


(+) (14+ н) 


Tj = —— sx 
d 1+ Е.Ге-12к4сов0з 


е 162000802 (2.8.41) 
当 入 射 波 为 垂直 入 射 时 , 0. = 0; = 03 = 0, W nre, Rt, RA MT} 分 别 退 化 为 
上 节 中 的 n, Ro, Ra 和 Ta. 
顺便 指出 : 反射 系数 RJ 与 波 阻 抗 的 关系 式 (2.8.34), Rb 与 波 阻 抗 的 关系 式 
(2.8.30), 以 及 等 效 波 阻抗 公式 (2.8.36), 与 传输 线 理 论 中 的 电压 反射 系数 和 输入 阻 
抗 公式 具有 完全 相同 的 形式 ， 这 正 是 媒质 中 平面 波 与 传输 线 中 波 传播 之 间 存 在 有 
的 二 重 性 的 自然 结果 , 关于 此 二 重 性 的 详细 论述 及 其 对 平面 波 传播 的 应 用 见 2.9 和 
2.10 f. 
2.8.2 平行 概 化 波 (TM。 W) 


平面 波 磁 场 H її у 方向 垂直 于 入 射 面 , NA у OS, 与 波 传播 方向 z EH: 
电场 E 位 于 入 射 平面 内 , 含有 z 分 量 和 z 分 量 , 如 图 2.8.2 所 示 . 
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采用 与 垂直 极 化 入 射 波 情形 相同 的 分 析 方法 和 步骤 , 省 去 时 间 因 子 ele, 我 们 
不 难 导 得 如 下 各 区 域 中 的 电磁 场 表示 式 ( 详 见 附录 B): 


X 


图 2.8.2 “平面波 对 介质 夹层 的 斜 入 射 (平行 概 化 波 ) 
媒质 (1) (z < 0, є. ш; kt = оу; т = vie) 


Hi, = Hio бы + RY ео.) e jkizsin@), (2.8.42) 
Ej = m cos 0, Hi, (e ise u RY екоо) ојк 28іп01 (2.8.43) 


Е, = -m ѕіп 0 Hi, С + Riel eo ) e jkizsin@) (2.8.44) 

媒质 (2) (0 < z < d, єз, ро; ko = WERZ; N2 = Vp2/e2) 
Hoy 一 Hi, Casas + Rif eita(e-2dcos62 ) e ikzrsinðz (2.8.45) 
E, = тр cos 02 Hio был — в! CA екз: — (3 g 46) 


Es, = —n sin 02 Hi, CE + Rif elke(=-2d costa ) e skersin®s — (9 g 47) 


媒质 (3) (z 2 d, єз. из; ka = оуєзиз; з = V Из/Єз) 


Hy — TY Hi e ks [28inda+(2—d) соз] (2.8.48) 
Ез» = па cos 63 T // Hi e ks [zsings-+(z-d)cos89] (2.8.49) 
Ез, = —ns sin 65T// Hš e Jks[esin03+(z—d)eos6s] (2.8.50) 


AP, RY 为 媒质 (1) 中 z = 0 处 的 反射 系数 ; RY 为 媒质 (2) 中 z = d 处 的 反射 系 
数 ; 而 TY/ 为 媒质 (3) 中 z = d 处 的 透射 系数 , 它们 的 定义 分 别 为 
Ho ; 、 Hš, . 
RY — mes T — no (2.8.51) 
应 用 电磁 场 在 > = 0 和 z = d 处 电磁 场 的 边界 条 件 : Erle = E»,.-o 与 
Н\уу|к=0 = H2y|z=0 和 Е. |а 一 E3z|2=d 与 H>,|z=a = Нз,|.=а, 我 们 便 可 求 得 


Ri = 10 


— —1 
Б! _ _ Tlet0 TIrM(1) ーー et0/7TMG) (2.8.52) 
Пеко + TITM(1) eg70/7TM(1) + 1 


1 一 RA ei2kad cos 02 


= 2.8.53 
ето = TTM(2) 1+ Ril e—i2kad cos "m ( 53) 
/ _ 1тм(з) TMO) _ тїз соз Өз 一 N2 cos 05 

RY = — E = — tu icosÓs 4 m cos 02 (2.8.54) 
NTM(3) + 7TM(2) їз cos Өз + 172 cos 02 
AF, nrmo) = M 00882: 7rM(3) = 73 cos 63; 并 且 亦 有 (BM (2.8.35) AX): 
1 E" 
COS Om = Ermprm 一 Eri тї SID. Ay (m = 2,3) (2.8.55) 
V тт ттт 


类似 于 委 直 极 化 波 情形 , 故 着 已 知 媒质 参数 e1 pa, єз, H2 和 es» pa, 以 及 类 
层 媒质 厚度 d 的 值 , 则 对 于 给 定 入 射 角 91, 便 可 应 用 (2.8.55) RRE TM. 波 的 
cos 65 和 coss, 而 由 (2.8.54) 式 求 得 反射 系数 RY; 已 知 Rh 后 , 由 (2.8.53) RIE 
ОКА лы, 继而 再 应 用 (2.8 52) 式 求 出 媒质 (1) 中 z = 0 处 的 反射 系数 Rb， 其 中 
ттм(1) = VJayeicosb， Ri 就 是 我 们 主要 感 兴趣 的 反射 系数 . 
将 (2.8.54) 式 反射 系数 К/ 代入 (2.8.53) 式 经 整理 后 , 则 可 得 nem 的 男 一 表示 
形式 : 
Tefo = natn TM) + тм) tan (adele) 
TTM(2) + JNTM(3) tan( sdcos0。 ) 
因而 应 用 (2.8.56) 求 得 等 效 波 阻抗 wm 后, 即 可 应 用 (2.8.52) 式 求 得 反射 系 
数 Rl, 从 而 提供 了 计算 反射 系数 RY 的 又 一 算法 
Gil 4 若 媒 原 (3) 为 理想 导体 , nə = 0, 故此 时 便 有 


Ri =1 (2.8.57) 
例 5 车 媒 质 (1) 和 媒质 (3) 均 为 空气 , cl = єз = 60, Ha = Ha = Mo 而 有 
ky = ksi = бз; 2/13 = Vbr2/er2 
故 由 (3.8.54) 式 可 知 , 此 时 有 


Ri = Vur2/ Er2 cos 02 一 cos 04 

d /Hr2/ Er2 cos Өз + cos 01 

例 6 对 于 媒质 (1) 和 媒质 (3) 均 为 空气 ， 此 时 有 ттм(зу mw) = V 10/60 Сов 01 
于 是 , (2.8.56) 式 便 可 退化 为 


(2.8.56) 


(2.8.58) 


+  ITM@) бап (к cos Өз) 
Neo _ 7тм (2) TITM(1) 


?тм(1)  "TMQ) TTM) + itan(kod cos Өз) 
NTM) 


(2.8.59) 
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式 中 , 


NTM(2) _ Гитә CO8 の 2 
їтма) — V Er2 cos 人 (2.8.60) 
平行 极 化 波 的 透射 系数 TY 为 
/ 
Ty = (1 Rf) пын еле e Sh2d C0802 (2.8.61) 

—HADÉ TE, 波 和 TM, 波 的 反射 系数 和 透射 系数 , 则 我 们 便 可 由 (2.8.15)~ 
(2.8.23) 与 (2.8.42)~(2.8.50) 式 分 别 求 得 垂直 极 化 与 平行 极 化 入 射 波 时 媒质 (1). (2) 
和 (3) 中 的 电磁 场 . 

按 前 述 两 种 递 推算 法 所 编写 的 计算 平面 波 介 质 夹层 斜 入 射 时 z = 0 处 的 反射 
系数 RL 和 RY 的 Fortran 程序 分 别 可 参见 附录 D 中 子 程序 PB3LRA 和 PB3LRB. 
图 2.8.3 所 示 为 介质 夹层 厚度 为 БА, srl = er3 = 1, Hri = Hr3 = 1, Ere = (4.0 — 70.1), 
ma = 2.0 时 , 对 于 TE, 和 TM, 入 射 波 , 所 计算 出 的 z = 0 处 反射 系数 Rel 和 
| | 与 ө, 的 关系 曲线 


1.0 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 


0.0 = 0, 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 


图 2.83 平面波 介 质 夹层 斜 入 射 的 IR 和 |47 |-0, 特性 
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在 ヵ 无 界 媒质 中 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 电磁 波 与 无 限 长 传输 线 上 沿 77 
向 传播 的 电压 和 电流 波 类 似 , 它们 所 满足 的 微分 方程 及 其 解 具 有 相同 形式 ; 在 平面 
分 层 媒 质 中 传播 的 TE, 和 TM, 均匀 平面 电磁 波 则 与 级 联 的 传输 线 上 沿 z 方向 传 
播 的 电压 和 电流 波 类 似 ; 在 波 传播 问题 中 遇 到 的 诸如 传播 常数 、 媒 质 的 波 阻抗 、 反 
射 系数 和 等 效 波 阻 抗 等 物理 量 与 传输 线 理 论 中 的 传播 常数 、 特 性 阻抗 、 反 射 系数 和 
输入 阻抗 之 间 具 有 对 应 的 关系 ; 因此 , 通过 建立 分 层 媒 质 中 的 平面 波 传播 的 传输 线 
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等 效 电路 , 应 用 等 效 传输 线 法 来 分 析 、 研究 和 计算 平面 分 层 媒质 的 反射 系数 , 可 避 
免 复杂 场 计 算 而 具有 重要 的 实用 意义 . 

本 节 将 首先 对 传输 线 理 论 作 一 简要 回顾 ; 继而 对 媒质 中 平面 电磁 波 的 传播 与 传 
输 线 上 电压 和 电流 波 的 传播 进行 对 比 ; 包括 它们 满足 的 微分 方程 , 方程 解 以 及 相关 
物理 量 之 间 的 对 应 等 ; 然后 给 出 等 效 传输 线 法 的 应 用 范例 . 


2.9.1 ”传输 线 理 论 的 简要 回顾 


设 传输 线 上 的 电压 波 u = u(z)e"*, 电流 波 i= ¿(z)elet, 时 间 因 子 为 et. 按 
Kirchhoff 电路 定律 可 知 沿 传输 线 z 方向 传播 的 电压 波 u 和 电流 波 i 满足 方程 : 


= = —jwli (2.9.1) 
£ = —jwéu (2.9.2) 


这 里 ,! =l-jr/w, ë= c— jg/w; r, lg 和 c 分 别 为 双 线 传输 线 单位 长 度 的 分 布 电阻 、 
电感 、 电 导 和 电容 . 
H (2.9.1) 和 (2.9.2) 式 分 别 消去 i 或 u, 则 可 得 


和 " 
a = і (2.9.4) 


AP, y= V(r + jwl)(g + oe) = o +)8 为 传播 常数 ; a 和 8 分 别 为 衰减 常数 和 相 
位 常数 . 

对 于 方程 (2.9.3) A, 其 两 个 特 解 分 别 为 方程 e-Y* 和 et, 计 入 时 间 因 子 elt, 
故 线 上 的 电压 u(z,t) 可 表 为 


u(z,t) = Utet- 4 0 gieteve (2.9.5) 


上 式 第 一 项 代表 向 +z 方向 传播 的 “入 射 ” 电 压 波 ; 而 第 二 项 代表 向 > 方向 传播 
的 “反射 ” 电压 波 . 求 得 电压 ule, t) 后 , 由 (2.9.1) 式 可 得 电流 ¿(z,t): 


ニー 


i (Ute) 一 U eet) (2.9.6) 


i jwl 
z= /i = joe (2.9.7) 
C 9 + jwe 


Ze 


式 中 
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ге 具有 阻抗 的 量 纲 , 称 为 传输 线 的 特性 阻抗 , 它 与 传输 线 的 分 布 参数 有 关 . 当 传输 线 
为 无 限 长 (或 线 终端 接 匹配 负载 ) 时 , 传输 线 上 将 仅 有 入 射电 压 波 u = Utalt) 
和 入 射电 流 波 i = 066 ?2. OS, 传输 线 的 特性 阻抗 z。 就 等 于 线 上 同一 时 
刻 任意 一 点 的 电压 4 与 电流 i 之 比 . 特别 地 , 对 于 无 耗 线 , т = 9 = 0, 而 有 


y-2jevle QAAE); a=0, B=uvie (2.9.8) 
= Vile (z 为 实数 , 即 为 一 纯 电 阻 ) (2.9.9) 


传输 线 上 某 点 的 电压 反射 系数 Г„ 和 电流 反射 系数 Г, 分 别 定义 为 该 点 反射 波 
电压 与 入 射 波 电压 之 比 和 反射 波 电 流 与 入 射电 流 波 之 比 , 由 (2.9.5) 和 (2.9.6) XX, 
可 知 有 


ET 一 ejwt+7z U- E z U-ejvt+yz 
Г, = Utejwt—-yz = U+ Y 和 和 Г; = Uteiwt—v2 = I (2.9.10) 
对 于 a = 0 无 耗 线 和 在 z = 0 反射 点 处 , Г, 和 r; 分 别 可 简化 为 
U- U- 
Pu = gx m T; í TU ubt (2.9.11) 


Г, 和 Г, 两 者 仅 相 差 一 个 负 号 , 因而 可 只 考虑 一 个 反射 系数 . 通常 , 除非 特 加 
WH, 反射 系数 将 是 指 电压 反射 系数 u, WEE FEEN T. 

在 应 用 等 效 传输 线 法 研究 平面 分 层 媒质 电磁 波 传播 的 反射 系 计 算 问题 时 , 将 用 
到 传输 线 理论 中 的 如 下 结果 : 

(1) 特性 阻抗 为 ze 的 传输 线 终端 接 有 负载 阻抗 zz 时 负载 端 反 射 系数 Г, 为 


ZL — Zc 
Tz = 一 一 一 2.9.12 
ィ ニ テー オッ ( ) 


(2) 长 度 为 da、 特性 阻抗 为 z。 的 传输 线 终端 接 有 负载 阻抗 zz 时 的 输入 阻抗 


ーー EL Ze tanh yd 
Zin = Ze X zr tanh yd Fz tanh yd (2.9.13) 

特别 地 , 对 于 a = 0 无 耗 线 , y = j8, 上 式 可 简化 为 
21, + jc tan Bd 
“ze + jzr tan Gd 


2.9.2 ”传输 线 电 路 方程 与 均匀 平面 波 场 方程 的 对 比 

对 于 cu 媒质 中 沿 z 方向 传播 的 TEM 均匀 平面 电磁 波 和 沿 8 = zsin0à, + 
z cos 04, 方向 传播 的 TE, BA TM, 均匀 平面 电磁 波 , 则 它们 的 电场 和 磁场 分 别 满 
足 如 下 微分 方 程 : 


(2.9.14) 


Zin = 2 
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(1) TEM 波 

WB z 方向 传播 的 TEM 均匀 平面 电磁 波 的 电场 沿 z 极 化 , 即 电场 仅 有 z 分 
量 , 磁场 仅 有 y 分 量 (参见 图 2.1.2(a)). 

由 (2.1.18) 和 (2.1.19) 式 可 知 , 此 均匀 平面 波 的 电磁 场 的 表示 式 为 


E, = Еде?“ к) (2.9.15) 
H, = ; E,gelt- 52) (2.9.16) 
TEM 波 的 波 阻 抗 n 为 
Fz _ JE 
т=н Vš (2.9.17) 
由 (2.9.15) 和 (2.1.16) 式 対 z RE (或 由 Maxwell BAF), 我 们 可 得 . 
OE, | 
oz = —jeu Hy (2.9.18) 
2 = —jweE, (2.9.19) 
和 
OE, 2 
35; = kE, (2.9.20) 
2 
28 = КН, (2.9.21) 
AH, k = ор. 
(2) TE, 波 


RI 8 = rsin bâ, + z cos 0à, 方向 传播 的 ТЕ, 均匀 平面 电磁 波 的 电场 沿 y 极 
化 , 即 仅 有 y 分 量 (参见 图 2.1.2(b)). 由 (2.1.21)~(2.1.23) 式 可 知 , 此 平面 波 的 电磁 
场 的 表示 式 为 


E, 一 Eyoeliet-kGz sin 0+z cos 0)] (2.9.22) 
H А А 
Н, = E yo COS Qellet- k(z sin 0--z cos 0)] (2.9.23) 
1 А | 
H, = 7 yo sin bellet- к= sin 0--z cos 0)] (2.9.24) 


ТЕ, 波 的 斜 波 阻抗 nre 为 


_ Ёр = [А 
me = ay = nsee6 = z 5с 0 (2.9.25) 
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由 (2.9.22) 和 (2.9.23) 式 对 z KF (或 由 Maxwell 场 方程 ), 我 们 可 得 
8E, 


3 = jon H, (2.9.26) 
oO = jwe cos? 8E, (2.9.27) 
和 
€ = —k? cos? 6E, (2.9.28) 
ois = —k? cos? ӨН, (2.9.29) 


(3) TM, iX 

设 沿 š = z sin Oa, + z cos 64, 方向 传播 的 TM 均匀 平面 电磁 波 的 电场 平行 于 
az 入 射 平面 , 而 磁场 沿 y 方向 , 似 有 y 分 量 (参见 图 2.1.2(c)). 由 (2.1.25)~(2.1.27) 
式 可 知 , 记 Eso = nH,o, 此 平面 波 的 电磁 场 的 表示 式 为 


H, = 1 p oilot-k(z sin 0+z cos 6)] (2.9.30) 
7] 

E, = Eso cos geilet-*z sin 9 十 z cos 8)] (2.9.31) 

E, = — Eso sin pejlet—k(z sin 6+z cos 6)] (2.9.32) 


TM, 波 的 斜 波 阻抗 nrm 为 


NTM = T, ーッ cos の 9 = VË coso (2.9.33) 
由 (2.9.30) 和 (2.9.32) 式 対 z 求 导 (或 由 Maxwell 场 方程 ), 我 们 可 得 
a“ = —jwp cos? OH, (2.9.34) 
2 = В, (2.9.35) 
和 
8. = —k? cos? 8E, (2.9.36) 
5, = —k2 cos? 0H, (2.9.37) 


以 上 结果 表明 : (1) 对 于 TEM 平面 波 , 横向 电场 E, 和 横向 磁场 H, 之 间 关 系 
及 其 所 满足 的 方程 (2.9.18)~(2.9.21) X; (2) 对 于 TE, 平面 波 , 横向 电场 E, 和 横 
向 磁场 —Н„ 之 间 关 系 及 其 所 满足 的 方程 (2.9.26)~(2.9.29); (3) 对 于 TM, 平面 波 ， 


: 116 - 第 2 章 平面 电 磁 波 


横向 电场 E, 和 横向 磁场 H, 之 间 关 系 及 其 所 满足 的 方程 (2.9.34)~(2.9.37) 式 均 与 
传输 线 上 的 电压 и 和 电流 i 之 间 关 系 及 其 所 满足 的 方程 (2.9.1)~(2.9.4) 的 形式 完 
全 相同 , 以 及 基于 这 些 方程 导出 的 公式 亦 具 有 相同 的 形式 . 因而 , 在 无 界 媒质 中 的 
TEM. TE, # TM, 平面 电磁 波 的 传播 与 无 限 长 传输 线 上 电压 和 电流 波 的 传播 具 
有 二 重 性 . 主要 物理 量 间 对 应 关系 如 下 : 

横向 电场 Ey (TEM 波 ), E,(TE, W), E,(TM, W) vs ЖЖ и 

横向 磁场 H (TEM i), —H,(TE, W), Н,(ТМ, W) vs 电流 i 

媒质 波 阻 抗 n, rg тм vs 传输 线 特性 阻抗 ze 


TEM:7= \/ 
i 
TE, : тте = (0 Ze = z 


TM, : NTM = ТЕ 
€ 


m [x 


波 因子 (ot 一 る) glwt—yz 
传播 常数 k = -jy = 8 — jo vs y = а + j8 


ТЕМ :天 
TE, :k, = kcos 0 — jy 


TM, : k; = k cos 0 


电磁 波 相 速 wp = 1/ ER 电压 和 电流 波 的 相 速 u, = 1/Vic 

按 根据 二 重 性 , 我 们 可 建立 平面 分 层 媒质 它 的 传输 线 等 效 电路 . 例如 , 对 于 具 
有 波 阻抗 为 7( 或 ттк, тм) 的 无 界 媒 质 可 等 效 于 一 特性 阻抗 为 ze 的 无 限 长 的 传 
输 线 ; 具有 平面 分 界 、 波 阻抗 为 m 与 n 的 两 种 媒质 等 效 为 特性 阻抗 为 za 和 zo 
的 两 个 CE 无 限 长 的 传 传输 线 的 级 联 ; 具有 平面 分 界 、 波 阻抗 为 m то 与 m3 的 三 
种 媒质 可 等 效 为 特性 阻抗 为 zas 202 和 zos 的 三 段 传输 线 的 级 联 ;……… . 因此 , 我 
们 便 可 应 用 (2.9.12) 式 来 计算 平面 波 在 媒质 分 界面 上 的 反射 、 应 用 (2.9.13) 式 媒质 
夹层 表面 处 的 等 效 输入 波 阻 抗 поно, 继而 应 用 (2.9.12) 式 求 得 波 在 夹层 表面 上 的 反 
射 . 从 以 下 给 出 的 例子 将 可 清楚 地 看 到 : 对 于 计算 平面 分 层 媒 质 的 波 反射 系数 , 应 
用 “等 效 传输 线 法 ”是 十 分 简便 的 . 


2.9.3 平面波 传播 的 等 效 传输 线 法 的 应 用 范例 


例 1 参见 图 2.5.1, 设 z = 0 为 媒质 (1) 与 媒质 (2) 的 分 界面 , 它们 参数 分 别 
为 と 1 ヽ H1, 1 = 0, 和 E25 H2, 02 = 0. 当 入 射 平 面 波 沿 8 = sin0à, + coséa, 方向 从 
媒质 (1) 向 媒质 (2) 传播 时 , 其 等 效 传输 线 电 路 如 图 2.9.1 所 示 . 


29 媒质 中 平面 波 传播 与 传输 线 上 波 传播 的 二 重 性 ・117 ・ 


介 原 (1) 介 原 (2) 


Si s TH Ez Шә. Th 


Za = Ure ys TMO) | 2р = NTE > TTM 


2=0 


图 2.9.1 平面 波 的 斜 入 射 的 等 效 传输 线 电路 
按 传 输 线 理论 公式 (2.9.12), 对 于 (1) 垂直 极 化 波 (TE, 波 ), 有 


Ri — NTE) T MTRO) 7286c 0* — т sec 0° _ Tha cos 65 — m cos 8t 
"TE(2) — NTE(1) 725ес0 +m sech? то соѕ0* + m cos 6t 
而 对 于 (2) 平行 极 化 波 (TM。 W), WA 
Ri = IMG) ~ TMG) _ т cos の — na cos 6t 
NTM(2) 一 "IrM(1) Th cos §* 一 no cos の 


此 即 (2.5.30) 和 (2.5.53) 式 给 出 的 Fresnel 公式 . 

例 2 ”参见 图 2.7.1, 设 有 一 平面 电磁 波 从 ei. ш 媒质 (1) 垂直 入 射 到 媒质 
(2)e2. из 的 介质 夹层 再 进入 єз. из 媒质 (3). 试 求 在 z = 0 媒质 (1) 与 媒质 (2) PL 
面 处 的 反射 系数 Ro. 

此 平面 电磁 波 对 介质 夹层 的 垂直 入 射 的 等 效 传输 线 电路 如 图 2.9.2 所 示 . 


z=0 


图 2.9.2 ”平面波 介质 层 垂直 入 射 的 等 效 传输 线 


按 (2.9.12) 式 , 在 z = d 处 的 反射 系数 Ra 为 : Ra = IL. 而 由 (2.9.13) Ñ, 
注意 到 y» = jkz, tanh yd 二 jtankzd, 在 z=0 处 等 效 波 阻抗 为 
тз + j' tan kod 
n2 + jng tan kad 
再 次 应 用 (2.9.12) st, 可 知 z = 0 БЕ ЖАШЫ: Ro Ur 
这 里 应 用 等 效 传输 线 法 求 出 的 反射 系数 Ra、 等 效 波 阻抗 Л P ж! Ro 与 由 (2.7.27), 
(2.7.28) 和 (2.7.23) 式 采 用 场 分 析 法 所 得 的 结果 一 致 . 

з 设 在 导体 平面 与 空气 接触 的 表面 上 数 以 两 层 介质 , 介质 (1) 是 有 耗 介 
Ж (o, > 1), 厚度 d < 入; 介质 (2) 是 理想 介质 , 厚度 D = A2/4, 如 图 2.9.3(a) 所 


Neo = N2 
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示 , 图 2.9.3(b) 是 其 等 效 传 输 线 电 路 . 若 平面 波 直 接 垂直 入 射 到 导体 平板 或 导电 媒 
ЛАН, 将 被 完全 反射 ; 今 在 导体 表面 所 增加 的 复合 介质 甫 层 , 是 期 望 能 通过 选择 介 
EKE (1) 的 厚度 d 使 — 0 界面 处 波 的 反射 系数 降 至 最 小 . 


T 


(3) 理想 导体 


?二 0、 一 ce 


Eo: fto 
kos Th 


E 8$ 


(b) 平面 波 传播 的 等 效 传输 线 
图 2.9.3 导体 表面 反射 的 降低 


现在 , 我 们 应 用 传输 线 理 论 通 过 其 等 效 传输 线 电路 来 定性 地 分 析 增 加 介质 表层 
JE co, по 空间 中 的 反射 波 , 即 波 的 反射 系数 得 到 降低 的 机 理 . 

由 于 m = 0, D = 和 2/4, 按 传输 线 理 论 (2.9.14) 3X, YE z = d 介质 (1) 与 介质 
(2) 的 分 界面 上 的 等 效 阻抗 , 即 负 载 短 路 的 四 分 之 一 波长 线 的 输入 阻抗 mera 为 


; . 2 A 
Тева = ]712 tan 85D = 772 tan (ER) — со 


à 4 
又 应 用 (2.9.13) 式 可 知 , KEA d 的 开路 有 耗 传 输 线 (zz = oo) 的 输入 阻抗 
Zin = ze/ tanh id, 故 按 等 效 传输 线 ， H (2.9.13) 式 可 知 在 と 0 Ho 自 由 空间 与 介质 
(1) 的 z = 0 交界 面 处 向 右 看 去 的 等 效 输入 波 阻抗 ag 为 


оо + m tanh yd 1 


Th + oo・tanh yid = т tanh yd 


式 中 , っ 是 有 耗 介质 中 的 传播 常数 因 介 质 层 很 薄 d < А, 而 有 nd < 1, MEX 
可 近似 地 表 为 : Nero == m 
为 实现 在 co, по 自由 空间 中 没有 波 反 射 , 要求 在 = 0 处 向 右 看 去 的 输入 波 阻 


抗 应 等 于 €o, Ho B 由 空间 的 波 阻抗 1o, 即 应 有 Neffo = та = o- 


Neo = Th 
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对 于 ei. wis оу 1 的 有 耗 (导电 ) 媒质 (1), 由 (2.2.11) 和 (2.2.15) 式 , 可 知 
Ж, y m vemos m & уор Гот, 故 其 厚度 值 应 为 
1 


9170 


物理 上 , 波 反射 的 降低 或 消除 是 由 于 有 耗 介质 处 在 电场 的 波 腹 区 域 , 因而 可 使 
电磁 场 能 量 反射 过 程 中 受到 很 大 损耗 之 故 . 鉴于 合适 的 d 值 与 频率 有 关 , 故 所 述 波 
反射 的 降低 或 消除 是 窄带 的 . 


2.10 平面 波 对 平面 多 分 层 媒 质 的 斜 入 射 


本 节 研 究 平 面 电磁 波 在 平面 多 分 层 媒 质 中 的 传播 . 由 于 分 层 媒质 可 以 用 来 逼近 
仅 有 一 维 连 续 变化 的 媒质 , 且 当 分 层 分 得 足够 细 时 , 可 给 出 较为 精确 的 结果 , 因而 
研究 它 具 有 重要 实际 应 用 意义 . 例如 , 研究 高 速 飞行 体 上 采用 变 密度 材料 制 成 的 天 
oe ERE. 以 及 研究 高 速 飞行 体 周 围 可 能 出 现 按 某 种 近似 一 维 变化 分 布 的 电离 气体 
中 的 电磁 波 传播 过 程 等 . 

设 有 一 沿 8! 方向 传播 的 平面 电磁 波 从 z < 0 半 无 限 大 的 cos uo 均匀 媒质 (О) 
以 入 射 角 为 00 斜 入 射 到 厚度 为 d HA M 分 层 的 平面 分 层 媒质 进入 z > d 半 无 
限 大 的 emis пм+ 均匀 媒质 (M + 1), KH 24 4 S z S zm 为 第 (m) ES єл, Bm 
均匀 媒质 (m = 1,2,---,M), 如 图 2.10.1 所 示 . 


d = 


(1) (m—1) (тп) (М) (M+1) 


Eml Hin Ems fim Ent Fay Eaters Ёма) 


1-1 DIES 


O РА 之 


m-1 2 Zy-1 2м= d 


1 42-2 z 


图 2.10.1 ”平面波 对 平面 多 层 媒质 的 斜 入 射 


我 们 将 分 别 考虑 入 射 波 电场 沿 y 方向 极 化 、 垂 直 于 入 射 面 时 的 垂直 极 化 波 
(TE, W), 和 入 射 波 磁 场 沿 y 方向 、 电 场 平行 于 入 射 面 时 的 平行 极 化 波 (TM。 Ж) 
两 种 情形 . 

对 于 平面 电磁 波 的 平面 多 分 层 媒质 斜 入 射 ， 可 采用 2.5~2.8 节 中 所 述 , 作为 电 
磁场 边 值 问题 进行 处 理 ; 对 于 通常 仅 需求 分 层 媒质 表面 z = 0 处 的 反射 系数 情形 ， 
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我 们 亦 可 采用 在 2.9 节 中 所 述 等 效 传输 线 法 进行 分 析 , 此 时 可 免 去 许多 复杂 的 推导 ， 
按 媒质 中 的 平面 波 与 传输 线 上 的 波 传 播 之 间 所 存在 的 二 重 性 , 我 们 可 建立 平面 波多 
层 媒质 的 斜 入 射 问题 的 等 效 传输 线 电路 , 如 图 2.10.2 所 示 . 


(0) (m — 1) (1n) (M) (M+ 1) 
TTE) {теа D | "IrEGS が TE( 4 YT ECM 1) 
"rro Tris ЛЕП Tuan. | TRMQU 1) 


Z= îm? Z= m) Z= Z, 


图 2.10.2 rm 电路 


本 节 中 将 采用 等 效 传输 线 法 来 分 析 平 面 波 斜 入 射 到 平面 多 分 层 媒质 波 时 波 的 
传播 , 关于 场 分 析 法 的 祥 细 推导 可 参见 附录 C. 

(1) 垂直 极 化 波 (TE, 波 ) 

媒质 中 的 TE, 平面 波 的 电场 E, 和 磁场 — H, 与 传输 线 上 的 电压 u 和 电流 i 
波 传播 之 间 存 在 有 二 重 性 , 按 图 2.10.2 平面 波多 层 媒质 的 斜 入 射 问题 的 等 效 传输 
线 电 路 , 在 第 (m — 1) 与 (m) 分 层 的 分 界面 z = zm- 处 (m — 1) 分 层 中 的 反射 系 
数 为 


(m-1) _ (m-1) —1 
Ria = EE тнр ла /їтЕ(т-—1) (2.10.1) 


ne? + треда) NE /rpm 十 1 
(m= M-+1,M,---,1) 


№ m = 1 时 , 由 (2.10.1) 式 可 得 我 们 所 感 兴趣 的 反射 系数 Re. RP, nt 是 在 
z = zm-1 处 朝 “负载 ”方向 看 去 的 TE, 波 输入 波 阻 抗 , 而 由 (2.9.14) 3X, 可 知 此 
nar Ж 
a? = mee „у + шыш tan kem(2m 一 Zm-1) (2103) 
TTE(m) + ince tan kzm(Zm 一 Zm-1) 
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或 
ne?) _ NTE(m) ne /NTEm) 十 jtan kem(zm 一 2m-1i) (2.10.3) 
Ü"TE(m-1) —"HrE(m-1)14 Л? вт) tan kzm (zm 一 Zm—1) 


(m= M, M ~—1,---,1) 
式 中 , NTE) = ут ex l cos Om 为 媒质 (m) 的 TE, 波 阻抗 ; 而 


kzm = km cos Om = ko ү єт — sin2 б; km = GA m Him (m =M+1, M, ,0) 


TTE(m) _ Hrm  Fz(m-1) 
"——m— (2.10.4) 

从 上 分 析 可 见 , 已 知 ТЇЙ? /nrem) 由 (2.10.3) 式 便 可 得 n7 79 nrpu ,继而 
由 (2.10.1) 式 即 可 求 出 Rz, , 的 值 ; 这 样 就 在 п? /mreon) 与 Ra, 之 间 建 立 了 首 
向 的 递 推 关 系 式 (m = М,М 一 1,… ,1), 34 m = 1 BF, 即 可 得 反射 系数 Ry. 这 里 ， 
递 推 初 值 为 п) тем): 

由 于 z = za 处 向 “负载 " SEMA BEBE nreo, 此 即 有 
p = THTECM 1 故 可 知 递 推 初 值 为 


OD emai cosó k 
Tee _ VuMri/eMri COSÓM _ Hr(M+1) ん zz (2.10.5) 
NTE(M) Мим/єм cos0M+1l Ием kz(M+1) 


此 外 , 还 可 建立 计算 反射 系数 Ry 的 另 一 种 算法 如 下 : 由 (2.10.1) 式 可 解 得 
ne? _ 1+ Rh 
NTE(m—1) ü 1— R} 


4 m m 1 则 可 得 oP Ивон) = (1+ RE)/ (1 + RE), HERA (2.10.3) 
式 后 , 则 可 得 ntin) mr 的 另 一 表示 式 : 


(2.10.6) 


1+RA . 
m— +jtan kzm (25, — Zm— 
ne? _ Tm 1-Р J (zm 1) 
_ あー .1+ RA. 
TITE(m—1) TIrE(m—1) 14j +В, tan km [Zm — Zm—1) 


1— RL 


_ ITEC) (1+ Ri.) cos kam (zm —%m—1) +) (1— RA) sin kem (zm — 2—1) 
TITE(m—1) (1 = Rk) COS Кт (zm —Zm-1)-j (1 TRL) sin kzm (zm — 2-1) 


因 有 ehitemGm- 7-1 — cos kam (zm 一 Zm—1) = jsin kzm (zm 一 2m—1), 经 归并 整理 后 ， 
便 可 得 


hg Mom) 1+ Вет nEn m) 


NTE(m—1) — MTE(m—1) 1 — Rye iM m (zm 一 zmー) 


(m= M —1,M —-2,-..,1) 
(2.10.7) 


.122. 第 2 章 平面 电磁 波 
因而 , 车 已 知 Ri, 由 (2.10.7) 式 可 得 nO? треке). 再 代入 (2.10.1) 式 即 可 
RẸ Rhi 这 样 通过 (2.10.7) 和 (2.10.1) 式 就 建立 了 RL , 与 RL(m = M.M — 
1,… ,2,1) 之 间 的 逆向 递 推 关 系 式 , 当 m = 1 时 , 即 可 得 反射 系 数 ПЕ. 这 里 , Ri, 
为 递 推 初 值 . 
由 (2.9.12) 式 可 知 , 在 z = zm = d“ ff š” 端的 反射 系数 Rh, 即 所 求 递 推 初 值 . 
因 有 (2.10.4) sh, 故 R 可 表 为 


RL = ПтЕ(М+1) — ?тЕ(М) _ тема) /TTE(M) — 1 
NTE(M+1) F TTEM)  NTE(M+1)/NTEM) + 1 
| Hr(M+1)k;M 一 Bir M)K;(M+1) 
(Mat) hem + Io My (мал) 


特别 地 , 若 媒质 (M+1) 为 理想 导体 , 其 中 不 存在 折射 波 , 而 有 hreman = 0, 此 时 


(2.10.8) 


Ry = —1 (2.10.9) 


(2) 平行 极 化 波 (TM, W) 

平行 极 化 波 (TM, W) 的 分 析 与 垂直 极 化 波 (TE, W 情形 类 似 . 按 等 效 传输 
线 电路 , 第 (m — 1) 与 (m) 分 层 的 分 界面 z = zm- 处 (m — 1) 分 层 中 的 反射 系数 
为 


(m-1) _ (m=) / — 1 
R! = _ Net ÜTM(m-1) _ _ "eg NTM(m-—1) (2.10.10) 
т—1 77 (m—1) ~~ (m-1) / ` 
Newt + "ITM(m-1) Nee — /"TM(m-1) + 1 


(m= M+1,M,---,1) 
当 mm = 1 Rf, 由 (2.10.10) 式 可 得 我 们 所 感 兴趣 的 反射 系数 RE 式 中 , OY 是 在 
z = zi 处 朝 “负载 ”方向 看 去 的 TM。 波 输入 波 阻 抗 , 而 由 (2.9.14) st, 可 知 此 
nse? Prima) 为 


(т—1) (т) . 
т) +jtankem(Zm — 2m— 
Nef — TITM(m) "eg [NTM( ) J る (z 1) (2.10.11) 


TTM(m-1) NTM(m-1) 1 + in? /трмст) tan kzm(2m — 2m—1) 
(m= M,M—1,---,1) 
AP, ттм(т) = ут т cos Om 为 媒质 (m) 的 TM, 波 阻 抗 ; 而 


kzm = km Cos Om = Ко\/ Єт, — sin? 09; km = wyEmhm(m = M +1,M,--- ,0) 


ТТМ(т) _ Er(m-1) Кет 


2.10.12 
TITM(m-1) Erm kz(m—1) ( ) 
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已 知 n mmm 则 应 用 (2.10.11) RETRE EO? neue), HET HH 
(2.10.10) 式 即 可 求 出 RA_, КИЙ, 而 在 GP) /wrmem) 与 R4_1 2. АЗУ T A BB 
推 关系 式 (m = M, M — 1, ,1), 4 m = 1 时 , 即 可 得 反射 系数 R. 这 里 , 递 推 初 
值 为 nOD /ттм(м). 

由 于 > = zm 处 向 “负载 "看 去 的 输入 波 阻 抗 为 yrwuw+), 此 即 有 «(2 = 
TITM(M 3-1): 故 可 知 递 推 初 值 为 


п) Jum4i/em+i1 COSOM+1 Er Kz(M+1) (2.10.13) 


"TM(OM)  /um/em 80м Er(M+1) Kem 


类 似 于 垂直 极 化 波 情 形 , 我 们 亦 可 建立 计算 反射 系数 RY 的 另 一 种 算法 如 下 : 
由 (2.10.10) R, 令 其 中 m 一 m 十 1 我 们 可 解 得 


nie _ 1— Rh 
"TM(m) 1+ RA 


将 (2.10.14) 代入 (2.10.11) RJE, W nO? /mrgqm i) 亦 可 表示 成 另 一 形式 : 


(2.10.14) 


1-RA |. 
(m—1) 77 + јап kzm (Zm 一 Zm—1) 
Meg ITM(m)_ 1+ Rim (2.10.15) 
NTE(m—1) 7TM(mー1) .1 


_ pif 
1+] Tm tan К, (т — Zm-1) 


类 似 于 垂直 极 化 波 (2.10.7) 式 情 形 , 经 归并 整理 后 , 则 可 得 


(m—1) // a—j2k;əm (zm — m -1) 
т) ユー Re? 
Nest = Mm) スー ツー ーーー (m2M-1L1M-2.-,1) 
TTM(m-1)  TTM(m-1) 1 + Rll ei2kem(zm—zm-1) 


(2.10.16) 
BAI RÉ, 由 (2.10.16) 式 可 得 FO? /ттм(»—1) 之 值 , 再 代入 (2.10.10) 式 即 可 
RH R i 故 由 (2.10.16) 和 (2.10.10) 式 可 形成 ZZ_」 与 Rh(m = M,M-1,---,1) 
之 间 的 逆向 递 推 关 系 式 , 其 中 RY 为 递 推 初 值 R. 
类 似 地 , 由 (2.9.12) 式 可 知 , 在 z = zm = d“ 负 载 ” 端的 反射 系数 RY, 即 递 推 
初 值 为 


— Er ME, 一 Er k; 
Ri — _Этм(м+1) -"irM(M) _ _ ErMX2(M+1) (M+1)%2M (2.10.17) 
NTM(M+1) + NTM(M) Ermkz(m+41) + €r(m41)kzm 


特别 地 , 若 媒质 (M+1) 为 理想 导体 , 其 中 不 存在 折射 波 , 而 有 nrmo) = 0, 此 时 


RY =1 (2.10.18) 
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综 上 所 述 , 对 于 垂直 极 化 与 平行 极 化 入 射 波 , М 平面 分 层 媒质 表面 = 0 处 的 
反射 系 数 RE 与 RL 的 计算 , 有 两 种 递 推 算法 可 供 选 用 . 现 简要 重复 如 下 : 
算法 (一 ): 递 推 初 值 0000 rean, 由 ne) рва д) 9 の 10 /7rE(O) 


(m= M +1,М,:--,1); nno > Ro: 
5 ng /ттщм), Bont? Imm) > — ig тм (о) 
(m=M+1,M,---,1); 109 /ттм(о) 一 RY. 
算法 ( 二 ): 递 推 初 值 Rh, 由 RE — 00 mr m) > Rhi 
(m= M,M —-1,---,1); 


与 RA, B RL 077 muti) > 1( = M, M -1,---,1). 

按 上 所 述 两 种 递 推算 法 所 编写 的 计算 平面 波 (等 间距 ) 多 分 层 媒 质 斜 入 射 时 
z = 0 处 的 反射 系数 Ra. 和 RY 的 Fortran 程序 可 参见 附录 D 中 的 程序 MPBMLRA 
和 MPBMLRB, 它们 分 别 相应 于 算法 (一 ) 和 算法 (=). 

例 “ 设 有 一 平面 电磁 波 以 入 射 角 9。 入 射 到 具有 金属 衬 底 .总 厚度 为 D= 5 和 的 
非 均 匀 介 质 层 上 , 此 介质 层 的 介 电 常数 和 磁 导 率 分 别 为 er = 4.0+(2.0—j0.1)(z/ D)2, 
Bro = 2.0 — 30, 两 侧 媒 质 均 为 空气 . 

将 此 具有 金属 衬 底 非 均匀 介质 层 采 用 图 2.10.1 所 示 M SOR ABB, 此 
时 , 对 于 ТЕ, 入射 波 , 有 Rl = —1; 而 对 于 TM, 波 , 有 RY = 1; 采用 附录 中 给 出 
的 范例 程序 计算 , 取 M = 100 时 所 得 典型 数值 结果 如 下 : 


8o IRE Ld 

0 .167553 .167553 
10 .174139 .161126 
20 .196369 .143195 
30 . 236004 .112351 
40 .286792 .056983 
50 .355402 .035471 
60 .458281 .148278 
70 . 593880 319761 
80 . 769230 .583889 
90 1.000000 1.000000 


根据 计算 数据 绘制 的 z = 0 处 反射 系数 RE 和 RV 与 9 的 关系 曲线 如 图 
2.10.3 所 示 . 
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0.0 Ay 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 


图 2.10.3 平面波 非 均匀 媒质 斜 入 射 的 | Ra l-00 和 RY -bo 特性 
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等 离子 体 是 由 电子 、 负 离子 、 正 离子 及 部 分 未 电离 的 中 性 分 子 组 成 的 游离 气 
Ж. 其 中 总 的 带 负 电 的 电子 、 负 离子 与 带 正 电 的 离子 具有 相等 的 电量 ， 而 整个 等 离 
子 体 对 外 呈 中 性 ， 分析 等 离子 体 中 电磁 波 传 播 问题 的 方法 是 将 等 离子 体 等 效 为 介 
电 媒质 . 等 离子 体 在 外 加 恒定 磁场 和 时 谐 磁场 的 共同 作用 下 是 一 种 旋 电 媒质 , 具有 
电 各 向 异性 和 磁 各 向 同性 ; 等 效 介 电 常数 为 一 张 量 , 而 磁 导 率 为 一 标量 . 例如 地 球 
上 空 的 电 高层 电磁 波 的 传播 , 在 地 球 磁场 的 影响 下 , 就 是 在 时 谐 场 与 外 加 恒定 磁场 
作用 下 的 等 离子 体 , 因而 是 一 种 等 离 体 旋 电 媒 质 . 本 节 分 析 和 讨论 在 等 离子 体 旋 电 
媒质 中 、 沿 纵向 与 横向 传播 的 均匀 平面 波 的 场 表 示 式 及 其 传播 特性 . 

对 于 等 离子 体 旋 电 媒质 , Maxwell 电磁 场 方程 共有 如 下 形式 : 


Vx E = -jwnH (2.11.1) 
V x H = jweo [er] - E (2.11.2) 
V.B=0 (2.11.3) 
V.D=0 (2.11.4) 

以 上 式 中 
ЮО = є |е]: Е (2.11.5) 
B = Н (2.11.6) 


对 (2.11.1) 取 旋 度 后 代入 (2.11.2) R, 应 用 矢量 恒等式 ; Vx V x E = VV E-VE, 
可 得 
VV E-WE = 2eono ler): Е (2.11.7) 
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(2.11.7) 式 就 是 具有 张 量 介 电 常数 [e] = so [ex] 时 E 所 满足 的 波动 方程 . 

设 作用 于 等 离子 体 的 外 加 恒定 磁场 为 Bo = Boaz, W z 方 向 , 且 假定 电子 在 运 
动 过 程 中 与 中 性 分 子 或 离子 未 发 生 任何 碰撞 . 对 于 均匀 平面 电磁 波 时 谐 场 , 等 离子 
体 的 相对 等 效 介 电 常 数 [er] 为 (参见 附录 E): 


Ey je 0 
[Er] = | је е 0 (2.11.8) 

0 0 と 3 

其 中 
の 2 の 2 の w? | 

noit Tg шу =! Тш (2.11.9) 
uy = 2 为 电子 运动 的 回旋 频率 ; (2.11.10) 
up = e| -为 等 离子 体 的 临界 角 频 率 (211.11) 


47 Bo = 0, W| wg = 0, 由 (2.11.8)~(2.11.11) 式 可 知 , 等 离子 体 的 张 量 介 电 常 数 
[ex] 退化 为 标量 介 电 常数 е, = 1—2/ш°; 此 时 , 等 离子 体 为 一 各 向 同性 媒质 . 在 此 
等 离子 体 中 均 平 面 波 传 播 的 相 速 为 vp = ve/,/1—w2/w?, 它 大 于 光速 u, 且 为 频率 
的 函数 , 故 等 离子 体 是 一 正常 色散 媒质 . E w < шь, wp 为 虚数 , 波 的 传播 将 被 衰减 ， 
这 是 o. 有 临界 角 频 率 之 故 ， 

对 于 电离 层 , 由 于 存在 有 地 球 磁场 , 它 是 一 旋 电 媒质 . 若 地 球 磁场 Bo 取 平 均 
值 5 x 10-5Wb/m2, 电子 密度 N. 取 Р 层 中 电子 密度 最 大 值 (1 ~ 2) x 1012e/m3, 
当 将 eme 和 so 的 值 : e = 1.6021917 x 10-19C, m, = 9.109558 x 10-31kg, ЯП 
go = 8.8542 x 107 F/m, 代入 至 wg 和 wp 中 后 , 则 可 得 


Wg e Ne max 
= — = 1.4MHz; max 一 ーー © 12.7MH 
fo On 25 fo ax On ттер 2, 


由 于 磁化 等 离子 体 的 电 各 向 异性 , 其 电磁 特性 与 所 传播 的 电磁 波 的 传播 方向 有 
K. 这 里 , 就 常见 的 如 下 两 种 特殊 情形 予以 讨论 . 
2.11.1 党 纵 向 传播 的 电磁 波 


纵向 波 是 指 电磁 波 传播 方向 与 离子 体外 加 恒定 磁场 Bo 的 方向 相 平行 的 波 . W 
等 离子 体外 加 恒定 磁场 Bo W: z 方向 , 入 射 的 均匀 平面 电磁 波 沿 z 方向 , 故 可 设 其 


电场 表示 式 为 
E = Ege" (ME = Eod) (2.11.12) 
式 中 , y = a j8 为 待定 传播 常数 ;k= -jy = B -ja 当 不 考虑 等 离子 体 损 耗 时 ， 
a=0,y=j8, B=k 为 相位 常数 ; Eo 为 复 振幅 . 
将 (2.11.7) 式 写 成 矩阵 形式 , MWA: 


8 
L (у. E) – V? 
a; E) V2 E, 


£1 je2 0 E; 
2 (V- E)- V? Ey | = の gogo | ee s 0 || Ev (2.11.13) 
3 0 0 £3 E; 


— (V. E) - V? E, 
Oz 


由 于 所 考虑 的 是 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 , 而 有 
8E OE , OE 


ーー ニーー=0: == = -үЕ 2.11.14 
x Oy dz ( ) 
于 是 , 由 (2.11.13) 式 可 得 
Ə2 E. . 
— 52 = w?^Eguo£1 Es + ји?єоноє2 Ey 
a? E | 
— Ba = —jwequgegEz + weouoei Ey 
0 = w*eguoes Ez 
或 
Es + w*equo (gi Ey + je? Ey) = 0 (2.11.15) 
+?Е, + w2EoHo (—je2 Ex + €i Ey) =0 (2.11.16) 
wequoesEz = 0 (2.11.17) 


由 (2.11.1) 式 , 可 知 Н, = 0, 而 根据 (2.11.17) 或 (2.11.2) 式 可 知 E, = 0, 故 在 
等 离子 体 中 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 是 横 电 磁 波 . 

(2.11.15) 和 (2.11.16) 式 是 关于 电场 分 量 E, 和 E, 的 齐 次 方程 组 , 为 求 得 它们 
的 非 零 解 , 则 其 系数 行列 式 应 等 于 零 , 即 有 


2 : 2 
Y? + w^ Eouot1 jw" 50H1052 


—jw?&ouoe2a ү 十 w2eoHosl 


(72 + weqpoer) — (w?eopoe2)” = 0 (2.11.18) 
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由 此 可 解 得 传播 常数 为 ， 
P = –и?єоцо (є Бє) 或 у= jG = tiwVeonoVer E Ez (2.11.19) 
式 中 , 我 们 将 取 “j” 前 的 “+” 号 , 因 所 考虑 的 是 向 z 方向 传播 的 波 . 
将 (2.11.19) 代入 (2.11.15) 或 (2.11.16) 式 , 则 可 得 
E, = +jE, 或 E, = +)E; (2.11.20) 


(2.11.20) 式 表 明 在 等 离子 体 中 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 只 能 是 圆 极 化 波 . 当 
(2.12.19) 式 取 正 号 和 Е, = +jE, 时 为 右 旋 极 化 (或 称 正 圆 极 化 ); 而 取 负 号 时 为 左 
旋 极 化 (或 称 负 圆 极 化 ). 它们 的 相位 常数 可 由 (2.11.19) 式 求 得 , 分 别 是 


B+ = Вомє +62; B- = Bover 一 2 (2.11.21) 
AP, Bo = w./Eono 为 自由 空间 的 相位 常数 . 
故 可 知 正 圆 极 化 与 负 圆 极 化 波 的 相 速 分 别 是 


ы ы: ш ve (2.11.22) 
Up, = — = ; Up- = — = .11. 
Pr Bs Ver жез Р 8- ме – &2 


将 E, = 0 和 (2.11.20) 代入 (2.11.12) 式 , 就 得 到 磁化 等 离子 体 中 纵向 波 的 电场 为 


Е = (à, F jay) E, e^t 9*9» (2.11.23) 


而 相应 的 磁场 由 Maxwel 3575 f (2.11.1), 可 知 为 


H= uv x E = - (22, + oe ay ) (2.11.24) 

在 2.3 节 例 2 中 我 们 曾 指出 , 任何 一 个 直线 极 化 波 都 可 以 分 解 为 两 个 振幅 相 
等 、 旋 转 方向 相反 、 相 速 相等 的 正 圆 和 负 圆 极 化 波 , 如 图 2.11.1(a) 所 示 沿 y 方向 
极 化 的 直线 极 化 波 , 它 所 分 解 的 两 个 左 、 右 旋 圆 极 化 波 于 任何 时 刻 的 合成 后 的 矢量 
E 5j y 轴 的 夹 角 不 变 . 

然而 如 上 所 述 , 若 直 线 极 化 平面 波 沿 纵向 进入 等 离子 体 后 , 情况 将 与 通常 情形 
有 所 不 同 . 假定 在 z = 0 处 电场 的 极 化 方向 与 y 方向 重合 , 并 分 解 为 两 个 初 相位 相 
ГА]. 振幅 相 等 , 但 旋转 方向 相反 的 正 圆 和 负 贺 极 化 波 . 由 于 正 贺 极 化 波 与 负 圆 极 化 
波 具 有 不 同 的 传播 速度 , 传播 同一 段 距离 后 相 移 也 不 相等 ， 因 而 , 当 它 们 沿 z 轴 边 
行进 边 绕 z( 即 Bo) MRAM, 合成 电场 矢量 E 与 y 轴 的 夹 角 随时 都 在 变化 ; 9 为 
行进 一 段 距 离 1 后 合成 电场 矢量 E У у 轴 的 夹 角 , 称 为 偏转 角 , 如 图 2.11.1(b) 所 
示 . 这 种 现象 称 为 法 拉 第 旋转 效应 . 它 是 纵向 传播 的 波 的 一 个 独特 性 质 . 
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(a) z=0 (b) z=1 


图 2111 等 离子 体 中 的 法 拉 第 旋转 效应 
BO, = 8,1 为 正 圆 极 化 波 行进 距离 1 后 的 相 移 角 ; 而 Ө. = 61 为 负 圆 极 化 波 


行进 距离 7 后 的 相 移 角 . 由 图 2.11.1(b), 我 们 可 见 有 
—E, |E|(sin0_ — sin6,) 


tan = 2 = (cos + cos ) (2.11.25) 
sin(a — 8) = 2sin 27 со ЕЁ 和 cos(a + B) = 2008 “Ë cos TB. F 
是 有 tang = tan (= =). 故 偏转 角 9 为 
0 = (6. — 0,)/2 = (8_ — B.)1/2 (2.11.26) 
H (2.11.9) 3X, 有 
soani gia wef a ーー 
т in ñ (2.11.27) 


ey te= 1+ PG + 1 Р. 
112 2-42 w (w2 – ш?) ш (w — wg) 


FÆ, 由 (2.11.21) 和 (2.11.26) sh, 便 可 得 单位 长 度 的 偏转 角 为 


T = BY (уе — Ез — Vsi + €2) 


-Bf h h 
10 の zi + wg) w (w 一 - (2.11.28) 


当 恒 定 磁 场 Bo 很 弱 、 等 离子 密度 N. 不 大 , 且 电 磁 波 的 频率 很 高 时 , 即 当 
w 2» ug Ж ш >> шь 时 , (2.11.28) 式 可 近似 地 表 为 


yo) 
l 2 2w (ш + wg) 2 w (w — wg) 2002 ーー 


. 130 - 第 2 章 平面 电磁 波 


式 中 , v。 = 1/ Goro 为 电磁 波 在 真空 中 的 传播 速度 . 

地 球 上 空 的 电离 层 在 地 球 磁 场 的 影响 下 是 一 种 旋 电 媒质 . 如 上 已 指出 , 电子 的 
回旋 频率 f, = 1.4MHz, 等 离子 体 的 最 高 临界 角 频 率 fp = 12.7MHz, 对 于 卫星 和 星 
际 通信 的 工作 频率 都 在 千 兆 赫 的 量 级 , 满足 以 上 w > ww 和 o > wy 条 件 , 故此 时 
单位 长 度 的 偏转 角 可 按 (2.11.29) 式 计 算 ; 尽管 此 值 很 小 , 但 由 于 电离 层 的 厚度 绵延 
数 百 公里 , 传播 距离 很 长 , 因而 在 研究 卫星 通信 的 电磁 波 传播 时 仍 需 考虑 法 拉 第 旋 
转 这 一 效应 . 然而 , 由 于 地 磁场 强 、 电 离 层 的 电子 密度 及 其 随 高 度 的 分 布 不 均匀 , Н. 
后 者 还 随 居 夜 、 季 节 、 地 理 位 置 而 异 , 因而 严格 计算 法 拉 第 偏转 角 是 困难 的 . 
2.11.2 ” 沿 横 向 传播 的 电磁 波 

横向 波 是 指 电磁 波 传播 方向 与 离子 体外 加 恒定 磁场 Bo 的 方向 相 垂直 的 波 . 设 
等 离子 体外 加 恒定 磁场 Во 沿 z 方 向 , 入 射 的 均匀 平面 电磁 波 沿 z 方向 , 而 设 其 电 
场 的 表示 式 为 

E = Egoa“ (Е = Еле!” /®)) (2.11.30) 
A, y = a + j8 为 待定 传播 常数 ; k = -jy = 6 – ja， 当 不 考虑 等 离子 体 损耗 时 ， 
o = 0,y = j8, B = 上 为 相位 常数 ; Eo 为 复 振幅 . 
由 于 所 考虑 的 是 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 , 而 有 
3E OE gy, OE _ 
Oy Oz ` дт 
于 是 , 由 波动 方程 的 矩阵 形式 (2.11.13) A, 可 得 


0 一 2EoHoel 五 。 + jw?eouoe2 Ey 


—4E (2.11.31) 


_ 8 Ey 
Ox? 

Е 82 Е, 
Ox? 


= —jw*eopoe2 E, + ш?єороє1 Ey 


_ 2 
= w^Egug£s E; 


w^ ouo (£1 Es + je3 Ey) = 0 (2.11.32) 

yEy + weon (—je2 Ez + € Ey) = 0 (2.11.33) 

(6? + weope3) E, = 0 (2.11.34) 

方程 组 (2.11.32). (2.11.34) 有 两 组 解 . 注意 到 关于 电场 分 量 E, 和 E, 的 方程 

组 (2.11.32) 和 (2.11.33) 是 齐 次 的 , 且 与 (2.11.34) 式 之 间 是 相互 独立 的 , 故 第 一 组 

解 可 由 (2.11.32) 和 (2.11.33) 式 的 非 零 解 与 .(2.11.34) 式 的 零 解 构成 ; 而 第 二 组 解 可 
由 (2.11.32) 和 (2.11.33) 式 的 零 解 与 (2.11.34) 式 的 非 零 解构 成 . 
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对 于 第 一 组 解 , 为 了 求 得 非 零 解 , 方程 组 (2.11.32) 和 (2.11.33) 的 系数 行列 式 
应 为 零 , 即 


| mw2EoHosl jw2eoposz |_ 0 
一 jw2EoHposa Y? + ш2є0цоє1 
或 
El (72 +w2eoHosl) — we op0es = 0 (2.11.35) 


由 此 可 解 得 传播 常数 ( 记 为 n), 而 有 y? = —weopo (e1 — €3/e1); 由 (2.11.32) 
或 将 42 代入 (2.11.33) R, 我 们 有 E, = - By, 故 所 求 第 一 组 解 为 


E, = —j E, (sts, - ёе.) Е, = 0 (2.11.36) 
と 1 と 2 
2 2 єў А А є2 
Үр = —wEoHo | 81 一 = 或 =}, = je VEoBo1] sl — a (2.11.37) 


于 是 , 由 (2.11.12) 式 可 得 等 离子 体 中 沿 z 方向 传播 的 横向 波 中 一 个 可 能 解 为 
E = (a. + i2a,) Ее“ 819) (2.11.38) 


相应 的 磁场 由 Maxwell 357; f£ (2.11.1), 可 知 为 
LOB, 


1 
Hi-- —- 
jeuo Ox 


mm 

(2.11.38) 式 表明 这 一 可 能 存在 的 解 是 椭圆 极 化 波 , 椭圆 位 于 x-y 平面 内 . E. / E, 

是 椭圆 极 化 波 的 椭圆 率 ，B1 为 其 相 移 常数 , 它们 分 别 由 (2.11.37) 和 (2.11.38) 式 给 
ЊН. (2.11.9) 式 ez 和 si 代入 其 中 后 , 此 椭圆 率 可 表 为 


Ух Е = 


(2.11.39) 


(2.11.40) 


且 不 难 证 明 相 移 常 数 6, 可 表 为 


E1 一 E2) (Ei + € 
Ві の vVEogo (єз — 2) (e1 ex) 2) (а 2) 


2 2 
le) (ea) 


vp = ГА (2.11.49) 


s kS. 


ЖЫ 
р 
“2 ) (211.41) 


而 相 速 
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由 (2.11.38) 和 (2.11.39) 式 可 知 , 在 波 的 传播 方向 上 Eis Z 0, His = 0, 此 椭圆 
极 化 波 为 TM。 波 , 而 因 其 传播 特性 与 外 加 恒定 磁场 有 关 , 故 这 种 波 称 为 非常 波 (E 
波 ). 

对 于 第 二 组 解 , 由 (2.11.34) 式 可 知 有 


E,#0; E,=E,=0 (2.11.43) 
хә = j£» = jw/eopoves (2.11.44) 
FÆ, H (2.11.30) 式 便 得 等 离子 体 中 另 一 可 能 沿 z 方向 传播 的 横向 波 场 表示 式 为 
Е, = â, Ega (ot-Baz) (2.11.45) 
与 之 相应 的 磁场 为 
H= 一 - 1 Vx E> = — 8E ay (2.11.46) 
jwHo дошу Ox 
将 (2.11.9) 式 中 的 єз 代入 (2.11.44) 后 , 可 得 相 移 常 数 8, 为 
Вә = BoVes = Bow 1— (w/w)? (2.11.47) 
而 相 速 
Up) = — we (2.11.48) 
” Л pfu? 


与 (2.11.41) 和 (2.11.42) 式 相 比 , Bo 和 vp 与 wg( 即 Bo) 无 关 , 这 是 由 于 电场 
E 与 外 加 恒定 磁场 Bo 一 致 , 作用 于 等 离子 体 中 的 电子 的 洛 伦 兹 力 -ew x Bo = 0, 
Вр Bo 对 电子 的 运动 没有 影响 ; 而 从 (2.11.45) 和 (2.11.46) 式 可 见 , XXJÉ — 38 z 
方向 的 线性 极 化 TEM, W, 波 的 Bo 和 оро 与 在 各 向 同性 的 等 离子 体 中 传播 的 均匀 
平面 波 (Bo = 0 情形 ) 相同 , 故此 线性 极 化 波 称 为 寻常 波 (O Ж). 

综 上 所 述 可 知 , 如 果 横 向 进入 等 离子 体 的 平面 波 , 其 电场 方向 与 外 加 恒定 磁场 
Bo 的 方向 成 一 定 夹 角 9 时 , 将 分 解 成 两 个 不 同 的 速度 的 波 , 一 个 为 速度 vp 的 非 
常 波 , 另 一 个 为 速度 vus 的 寻常 波 . 这 一 现象 称 为 双 折 射 . 显然 , 若 电场 方向 与 外 加 
恒定 磁场 Bo 的 方向 的 夹 角 0 = 0 R 0 = n/2 时 , 将 不 发 生 双 折射 现 象 , 此 时 横向 
进入 等 离子 体 的 平面 波 将 分 别 以 寻常 波 或 非常 波 的 形式 传播 . 


212 无 界 铁 氧 体 旋 磁 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 4 


铁 氧 体 是 一 簇 复合 氧化 物 的 总 称 , 系 由 FezOs 和 一 种 或 多 种 金属 氧化 物 混合 
烧结 而 成 , 是 一 类 非 金属 磁性 材料 . 铁 氧 体 的 电阻 率 很 高 , 一 般 为 1010 ~ 107 0-m, 
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近似 于 绝缘 体 ; 电磁 波 在 其 中 传播 时 损耗 很 小 ; 铁 气体 有 较 高 的 相对 介 电 常 数 es = 
5 ~ 25, 和 较 高 的 相对 磁 导 率 pp, = 102 ~ 104. 由 于 这 些 良好 电磁 特性 , 使 得 它 在 低 
频 和 微波 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

以 下 分 析 将 指出 : 铁 氧 体 在 偏 置 磁场 ( 即 外 加 稳 恒 磁场 ) Ho 与 有 微波 频率 磁场 
H = Hye 的 共同 作用 下 是 一 种 旋 磁 媒质 , 其 磁 导 率 为 张 量 、 介 电 常 数 为 标量 
具有 磁 各 向 异 和 电 各 向 同性 . 

对 于 铁 氧 体 旋 磁 媒质 , Maxwell 电磁 场 方程 组 具有 如 下 形式 : 


V x E = —jwpio [iy] Н (2.12.1) 
Ух H = jweoe,E (2.12.2) 
V.B=0 (2.12.3) 
V.D-0 (2.12.4) 
以 上 式 中 
D = £0¢,E (2.12.5) 
B = po [u] H (2.12.6) 


对 (2.12.2) 式 取 旋 度 后 , 应 用 (2.12.1) 式 和 矢量 恒等式 Vx Vx H =VV-H-V?H, 
可 得 
VV - H — V2H = v?) yugege, [и]. H (2.12.7) 


(2.12.7) 式 就 是 具有 张 量 磁 导 率 时 H 所 满足 的 波动 方程 . 

设 作用 于 铁 氧 体 的 外 加 饱和 稳 恒 磁场 为 Ho = Hoà, W z 方向 , 且 假 定 媒质 没 
有 损耗 . 对 于 均匀 平面 电磁 波 时 谐 场 , 铁 氧 体 的 相对 等 效 磁 导 率 张 量 [| 为 (参见 
附录 F): 


pr —jk, 0 
[Hr] = | jkr pr 0 (2.12.8) 
0 0 1 
其 中 ， 5 
WoWm WW 
r=l ; & = -——— 12. 
m tu ws k A (2.12.9) 
Ye = e/m, = 0.1759 x 1012(C/kg) 称 为 旋 磁 比 (2.12.10) 
wo = 2n fo = veo Ho 称 为 进 动 角 频 率 (2.12.11) 


Wm = YeloMo, Mo 为 铁 氧 体 在 Ho 的 作用 下 产生 的 磁化 强度 (2.12.12) 
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将 ye 和 ро WERA (2.12.11) 5X, Ho 使 用 奥 斯 特 (Oersted) 为 单位 , 则 有 
fo © 2.8Ho (MHz); 即 每 一 奥 斯 特 的 磁场 强度 可 产生 2.8 Ska ESSE. 

由 于 磁化 铁 氧 体 的 各 向 异性 , 其 电磁 特性 与 所 传播 的 电磁 波 的 传播 方向 有 关 ， 
这 里 就 常见 的 如 下 两 种 特殊 情形 予以 讨论 . 
2.121 ЖАЛГЫ АЈ 

纵向 波 是 指 电磁 波 传播 方向 与 铁 氧 体外 加 稳 恒 磁场 Во 的 方向 相 平行 的 波 . 设 
铁 氧 体外 加 稳 恒 磁场 Bo 沿 z 方向 , 入 射 的 均匀 平面 电磁 波 沿 z 方向 , 故 可 设 其 磁 
场 表示 式 为 

H = Hat 或 Н = Hye 7782 (2.12.13) 

AP, 7 = a+ j0 为 待定 传播 常数 ; = -jy = 6 一 ja， 当 不 考虑 铁 氧 体 损耗 时 ， 
a 二 0,7Y=j86，B =k 为 相位 常数 (实数 ); Hu 为 复 振幅 . 

将 (2.12.7) 式 写 成 矩阵 形式 , 则 有 

8 


2 
z (V H) – VE. Ls И 
2 (y.H)- VH 2 — À 
ay y | =w°poeoer | к ш 0 |: | Ay (2.12.14) 
9 J.H) -VH 0 0 1 H, 
Oz 2 


由 于 所 考虑 的 是 沿 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 , 有 


ƏH ƏH OH 
而 
_/.8 ð, 0\(OH, ән dH. 
V(V-H)— c MEET +) ( Эг + By + 8z ) (2.12.16) 
, o p p | 
V“ H = (Z + Эу? + 32) (às H, + @y Hy, + &,H,) = YH (2.12.17) 
于 是 , (2.12.14) 式 的 各 个 分 量 可 化 为 
0° H, . 
д2 = ш? роо: flr Hy — je? uoeoerkr Hy 
0? H. 


77932. = jw? po£oErkr Н, + wW? роєоєь Hy 


0 = ш? ug&ge, Н, 


212 无 界 铁 氧 体 旋 磁 媒质 中 的 均匀 平面 电磁 波 . 135 - 


即 
3? Hs + ш? ho£oEr (uz H, — jk, Hy) = 0 (2.12.18) 
Hy + w^ ug£o£: (jk, H, + jr Hy) = 0 (2.12.19) 
H, =0 (2.12.20) 


(2.12.20) 式 给 出 H, = 0, KH H 仅 是 z 的 函数 而 由 (2.12.2) 式 可 得 E, = 0, 
故 在 铁 氧 体 中 沿 纵 向 传播 的 均匀 平面 波 是 ТЕМ. 横 电 磁 波 . 

(2.12.18) 和 (2.12.19) 式 是 关于 磁场 分 量 H, 和 H, 的 齐 次 方程 组 , 为 求 得 它们 
的 非 零 解 , 则 其 系数 行列 式 应 等 于 零 , 即 有 


Y'-cw'uetotru. jw hoeoerke | _ 0 
jw? woeoerkr ү? + w* HoE0Erpr 
或 
(7? + ш?шововтш)? — (w^ poeoerk:) = 0 
由 此 可 解 得 传播 常数 为 


+? = ~weguoer (их F kr) (2.12.21) 


将 (2.12.21) 代入 (2.12.18) 或 (2.12.19) 式 , 则 可 得 
H,=+jH, 8 Н, = TjH, (2.12.22) 


(2.12.22) 式 表明 在 铁 氧 体 中 沿 z 方向 (Bo 方向 ) 传播 的 均匀 平面 波 只 能 是 圆 
极 化 波 . 当 H, = +jHy OTM (2.13.21) 式 中 取 负 号 ) 时 为 右 旋 极 化 (或 称 正 圆 极 化 ); 
反之 为 左旋 极 化 (或 称 负 圆 极 化 ). 
令 
Da = fly F k, (2.12.23) 


将 (2.12.9) <. 和 k 代入 上 式 后 , 可 得 


Wm 


pe = 1+ 5 (2.12.24) 
于 是 , 由 (2.12.21) 式 可 纵向 波 传播 常数 为 
y = +jwy opo VE dix = +)80 Jena (2.12.25) 


AP, Bo = wgopg 为 自由 空间 的 相位 常数 ( 波 数 ). y 的 正 、 负 号 分 别 对 应 向 +z 
和 —z 方向 传播 的 波 , 而 и+ 中 的 正 、 负 号 则 分 别 对 应 右 旋 和 左旋 极 化 波 . 
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对 于 向 +2 方向 传播 的 波 , 当 波 传播 常数 是 纯 虚 数 时 ,ca = 0. 右 旋 极 化 (YE Bi 
概 化 ) 和 左旋 极 化 ( 负 圆 极 化 ) 平面 波 的 相位 常数 В. 和 8_ 分 别 可 表 为 


B+ = Bov ErH+ = Bo V Er (fr — ky) (2.12.26) 
和 
B- = BovVerp- = доу. (и. + kr) (2.12.27) 


而 右 旋 极 化 和 左旋 极 化 平面 波 的 相 速 分 别 为 


ш Uc ш Ve 
Up = —— = ; 和 vw = — = - 2.12.28 
Pt By VErHA+ P В Y ルー 


将 H, = 0 Ж (2.12.22) 代入 (2.12.13) Ñ, 就 得 到 磁化 铁 氧 体 中 纵向 波 的 磁场 为 


H = (+jà, + j&,)H, = (+j&, + j&,) H, | el(@t- 9*2 (2.12.29) 


而 相应 的 电场 由 Maxwell 357; f& (2.12.2), 可 知 为 


1 (a ана ӘН. 
jugo, ^ jweoer = Oz У Oz 


类 似 于 磁化 等 离子 体 情 形 , 当 直 线 极 化 平面 波 沿 纵向 进入 磁化 铁 氧 体 后 , 将 分 
解 为 沿 z 方向 (ЕП Bo 方向 ) 传播 的 两 个 初 相 位 相同 、 振 幅 相 等 , 但 旋转 方向 相反 
的 正 圆 和 负 圆 极 化 波 . 由 于 正 圆 极 化 波 与 负 圆 极 化 波 具 有 不 同 的 传播 速度 , 传播 同 
一 段 距离 后 相 移 也 不 相等 . 因而 , 当 它 们 沿 z 轴 边 行进 时 还 边 绕 z( 即 Ho) 轴 转 动 ， 
合成 磁场 矢量 H 与 y 轴 的 夹 角 随时 都 在 变化 , 观察 同一 时 刻 在 z = ! 处 合成 磁场 
H 的 极 化 方向 相对 于 z = 0 处 磁场 Н 的 极 化 方向 便 转 过 一 个 9 角 , 此 Ө 称 为 法 
拉 第 偏转 角 . 这 种 现象 即 法 拉 第 旋转 效应 . 它 是 铁 氧 体 纵向 传播 的 波 的 一 个 独特 性 
JR. 此 旋转 角 0 可 求 出 如 下 : 

设 波 的 传播 方向 与 稳 恒 磁场 Ho 的 方 向 相同 . 为 讨论 方便 , 并 设 在 z = 0 处 磁 
场 的 极 化 方向 与 y 方向 重合 . WA z 方向 传播 的 正 圆 极 化 波 与 负 圆 极 化 波 的 磁场 
表示 式 分 别 为 


(2.12.30) 


1 : 

H+ = 20а. + Gy) Hae ^t-8«2) (2.12.31) 
1 : 

H_= 5 (ide + Gy) Hm t-A) (2.12.32) 


ДЕ z = 0 处 ,其 合成 的 磁场 为 : H = H+H- = &,Hmei*t, 极 化 沿 y 方 向 ; 若 外 
加 稳 恒 磁场 Но = 0, 6, = b- = В, WE z = ! 处 合成 的 磁场 为 : Ы = 6。 万 。e ぐ に 6 
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其 磁场 极 化 方向 亦 恒 沿 у 方向 , 是 直线 极 化 波 , 如 图 2.12.1(a) 所 示 ; 然而 , 对 于 外 
加 稳 恒 磁场 Ho Z 0, 8, # 8. 情形 , 其 在 z = 1 处 合成 的 磁场 则 为 


H=H,+H_ 
= 3 Huns(e PD — ei(et—8-D))&z + PH. (ele 49 + e^t-8-0)a, (2.12.33) 


由 上 式 的 实 部 或 虚 部 , 可 得 合成 磁场 BENE, 如 取 实 部 Hrs = Re[H], WA 


Hins = m [sin(wt — 8+1) — sin(wt — 8..1)]à; 
+ Fm loos(ot — B41) + cos(wt — B_1)]&, (2.12.34) 
故 可 知 瞬时 合成 磁场 Hins 的 相位 角 ( 即 偏转 角 )6 的 正切 为 


_ =H, _ sin(wt — 8+1) — sin(wt — 8-1) 
tan 0 = H, | cos(wt — 8,1) + cos(wt — 8.1) (2.12.35) 


а — 8 o4 B 


a—f а + 8 
cos 


cos 


因 有 sin a—sin 8 —2 sin 和 cos a-+cos 8 = 2 cos 


2 2 2 2 「 
#4 0, = 81,0 = 81, 于 是 便 得 到 tang = tan (= = =), 故 偏转 角 9 为 
9=(0 —6;)/2 = (8. — By)l/2 (2.12.36) 


当 ! > 0 时 , 这 里 0, = 811 0_ = 8_1 分别 是 正 、 负 圆 极 化 的 场 行进 路 程 l 
所 相应 的 相 角 . 对 于 w > wo, B u- > uu, 8-0» 841], 偏转 角 9 > 0 是 表示 z = 1 
处 磁场 的 极 化 方向 相对 于 у 轴 的 偏转 角 ; 9 增 大 的 方向 是 朝 着 与 偏 置 磁场 Ho 的 方 
向 构成 右手 螺旋 , 如 图 2.12.1(b) 所 示 . 


(b) z=1 
图 2121 铁 氧 体 的 法 拉 第 旋转 
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将 (2.12.24) 式 пі 代入 (2.12.26) 和 (2.12.27) 式 By 后 代入 (2.12.36) 式 , 可 得 法 拉 
第 偏转 角 0: 


0 = tw DE — VI) 


= о ЕЕ; тр" 2.12.37 
- rz = ( l+ tw +n) ( ) 


对 于 微波 频率 , 通常 有 ш> wo 和 ш > wm, 这 时 , (2.12.37) 式 可 简化 为 


lum l 


0 = o oso E; [E J- (i-e )| & aw v HoE eom 


Ww 


因 Wm = "eto Mo, 于 是 得 
l 
0 = 5 VHoE0V Er Yero Mo (2.12.38) 


(2.12.38) 式 表明 , 当 w > wo 和 ш > wm 时 , 在 一 级 近似 下 , 法 拉 第 偏转 角 9 与 频 
率 无 关 , 它 只 依赖 于 铁 氧 体 材料 的 饱和 磁化 强度 Mo, 故 倒转 Ho 的 方向 将 导致 仿 
转角 0 改变 符号 . 以 上 讨论 的 是 波 的 传播 方向 z 与 偏 置 磁 场 Ho 的 方向 一 致 时 的 
结果 . 

现在 讨论 波 的 传播 方向 与 偏 置 磁场 Ho 的 方向 相反 时 的 情形 , 仍 假定 > = 0 处 
两 个 圆 极 化 波 场 矢量 的 相位 相等 , 合成 场 矢量 的 方向 沿 у 轴 方 向 ; 当 这 两 个 圆 极 化 
波 行进 距离 z 后 , 场 矢量 的 相位 将 产生 一 法 拉 第 偏转 角 0 = (6- — 8.)2/2. WARE 
磁场 Но W z 方向 , 当 波 传播 方向 与 Ho 方向 一 致 时 , 对 Ho 是 正 (RA) 圆 极 化 
波 对 于 2 亦 是 正 (或 负 ) 圆 极 化 波 ; 但 若 波 洛 -z 方向 传播 与 Ho 方向 相反 时 , 对 
Ho 是 正 (或 负 ) 圆 极 化 的 波 对 一 z 方向 便 是 负 (RE) 圆 极 化 波 . 因此 , 对 于 波 传播 
方向 与 Ho 方 向 不一致 , 即 沿 —z 方向 传播 情形 , 将 导致 偏转 角 9 改变 符号 , 此 外 ， 
因 是 沿 —2 方向 传播 的 波 , 9 中 的 z 一 —z, 将 使 偏转 角 再 次 异 号 ; 这 样 , 在 z = [| 
处 合成 矢量 的 方向 仍 是 偏 了 0 A, 其 方向 仍 与 偏 置 磁场 Ho 构成 右手 螺旋 . 

综 上 所 述 , 当 w > wo 的 直线 极 化 波 在 磁化 铁 氧 体 中 传播 沿 纵向 传播 时 , 它 的 极 
化 方向 会 随 着 波 的 行进 发 生 偏转 , 偏转 的 方向 与 外 加 偶 置 磁场 Ho 的 方向 有 关 , 并 
成 右手 螺旋 关系 ; 偏转 角 9 与 波 的 传播 方向 是 沿 着 Ho 的 方向 , 或 者 逆 着 Ho 的 方 
向 传播 无 关 , 都 是 朝 着 同一 方向 偏转 的 , 其 偏转 角 9 的 值 可 表 为 : 9 = (8. -B84)|z|/2. 
换 旬 话说, 如果 平面 波 溢 +2 方向 传播 一 段 距离 后 , 再 沿 —z 方向 返回 原来 位 置 时 ， 
极 化 方向 的 偏转 角 并 非 零 , 而 将 是 两 倍 于 单程 的 偏转 角 . 这 就 是 法 拉 第 旋转 效应 和 
它 的 不 可 逆 性 ( 即 非 互 易 性 ). 


2.12.2 ” 沿 横 向 传播 的 电磁 波 
横向 波 是 指 电磁 波 传播 方向 与 磁化 铁 氧 体 偏 置 磁场 Ho 的 方向 相 垂 直 的 波 . 设 
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铁 氧 体 偏 置 磁场 Ho ЎА z 方 向 , 入 射 的 均匀 平面 电磁 波 沿 т 方向 传播 , 而 设 其 磁场 
的 表示 式 为 
H = Hype’ 或 Н = Hanae) (а = 0) (2.12.39) 
KH ү = a + j8 为 待定 传播 常数 . 当 不 考虑 铁 氧 体 损耗 时 , a = 0, y = 38, B 为 相 
位 常数 (实数 ); Hin 为 复 振幅 . 
由 于 所 考虑 的 是 治 z 方向 传播 的 均匀 平面 波 , 而 有 

dH ӘН dH 

ЕЛ = 95 = 0; Эт = -yH (2.12.40) 
+E. 由 波动 方程 的 矩阵 形式 (2.12.14). (2.12.16) 和 (2.12.17) 式 可 得 


0 =w?eouoer (uy Ha — jkr Hy) 


8? H | 
一 A = weqpolr (jkr H; + u Hy) 
2H 
Е a = WEohoer H, 
或 

weoMoer(MrHs — jk Ну) = 0 (2.12.41) 
YH, + wrequoes (jkr H, + uc Hy) = 0 (2.12.42) 
(4? + «2єороє:) H, = 0 (2.12.43) 


方程 组 (2.12.41)~(2.12.43) 有 两 组 解 . 注意 到 关于 磁场 分 量 H, 和 H, 的 方程 
组 (2.12.41) 和 (2.11.42) 是 齐 次 的 , 且 与 (2.12.43) 式 之 间 是 相互 独立 的 , 故 第 一 组 
解 可 由 (2.12.41) 和 (2.12.42) 式 的 非 零 解 与 (2.12.43) 式 的 零 解构 成 ; 而 第 二 组 解 可 
由 (2.12.41) 和 (2.12.42) 式 的 零 解 与 (2.12.43) 式 的 非 零 解 构成 . 

对 于 第 一 组 解 , 为 了 求 得 非 零 解 , 方程 组 (2.12.41) 和 (2.12.42) 的 系数 行列 式 
应 为 零 , 即 


の 2eooErr  —jw2eouoerkr 0 
jwrequoerkr Y? + w€oMoerHr 
即 
BY 十 の 2eooErAr) 一 weppoerk? = 0 (2.12.44) 


由 此 可 解 得 传播 常数 OA уп), 而 有 O2 = оошо: (ш: 一 k2/u,), Н (2.12.41) 
或 将 此 л2 代入 (2.12.42) 3k, 我 们 有 H, = 故 所 求 第 一 组 解 为 


kr . r 
Н» = j EGRUT, = - HS) H,-0 (2.12.45) 
T T 
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ү? = weg Mos (pr — ke /pr) 或 Ay = w/EonioEc V Hr — k2 f pr (2.12.46) 
于 是 , 由 (2.12.39) 式 可 得 铁 氧 体 中 沿 z 方向 传播 的 横向 波 中 一 个 可 能 的 解 是 


Hi = (ia. + a,) Нуе? 012) (2.12.47) 
Tr 


相应 的 电场 由 Maxwell 772748 (2.12.2), 可 知 为 
1 OH,. 


: Vx 174 G; 
JWEQEr JWEQEr дт 

(2.12.45) 式 表 明 这 一 可 能 存在 的 波 是 右 旋 椭 圆 极 化 波 , 椭圆 位 于 z-y 平面 内 : 
式 给 出 ; 而 其 相位 常数 为 B81; 相 速 为 


E, = 


(2.12.48) 


ш Uc _ Uc 
Upi 8, Vail — fu E (2.12.49) 
式 中 ， 
pa = (и — ku. (2.12.50) 


(2.11.45) 和 (2.11.48) 式 表明 , 在 波 的 传播 方向 上 H, 30, E, = 0, BUR 
化 波 为 TE, BHR, 而 因 其 传播 特性 与 人 ,因而 与 外 加 偏 置 磁 场 有 关 , 而 称 为 非 
常 波 (或 E 波 ). 

对 于 第 二 组 解 , 则 有 


H: #0; H,=H,=0 (2.12.51) 
ya = jb2 = jw EohoEr (2.12.52) 


于 是 , 由 (2.12.39) 式 便 可 得 铁 氧 体 中 男 一 可 能 沿 z 方向 传播 的 横向 波 解 为 


H; = &, Hz meet Po) 


E; = —— V x H; ニー- 
jusoer jwsosr Dr 


这 是 一 个 电场 沿 y 方向 极 化 的 直线 极 化 TEM, 波 , 其 相位 常数 和 相 速 分 别 为 


1 OH, (2.12.53) 
ay 


Bo = Boe, 和 = $ = Z= 


(2.12.54) 式 表 明 在 铁 氧 体 中 第 二 个 可 能 存在 的 解 直 线 极 化 波 的 相 速 与 在 无 界 
Er Lo 介质 中 传播 时 一 样 , 故此 波 称 为 寻常 波 (或 O Ж). 


(2.12.54) 
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综 上 所 述 ,在 磁化 铁 氧 体 内 沿 横 向 传播 的 平面 波 中 ， 亦 存在 有 两 种 速度 不 同 
的 波 , 一 个 是 右 旋 椭圆 极 化 波 , 另 一 个 为 直线 极 化 波 . 若 进入 铁 氧 体 的 波 H. = 0, 
H, = 0, 而 H, Z 0, 则 它 以 寻常 波 传播 ; 若 进入 铁 氧 体 的 波 H, Z 0, H, # 0, 而 
H, = 0, 则 以 非 寻 常 波 传播 . 在 一 般 情况 下 , 这 两 种 波 可 同时 存在 , 与 光学 中 双 折 射 
情形 类 似 , 故 亦 称 为 铁 氧 体 中 的 双 折 射 现象 或 Cotton-Mouton( 科 顿 - 穆 顿 ) 效 应 . 


第 3 章 规则 波导 和 谐振 腔 


规则 波导 和 谐振 腔 是 电磁 场 理论 中 典型 的 两 类 边 值 问题 2502013), 本 章 首 先 
介绍 了 从 Maxwell 场 方程 出 发 求解 规则 波导 电磁 场 问 题 的 纵向 场 法 和 赫兹 矢量 法 ; 
而 后 应 用 纵向 场 法 分 析 和 讨论 了 矩形 波导 、 圆 波 导 , 以 及 同 轴 波导 等 规则 波导 的 传 
播 特性 ; 诸如 电磁 场 分 布 、 主 模 和 高 次 模 的 传播 特性 等 ; 作为 介质 波导 , ЭТИЛ ТЖ 
面 阶梯 光纤 问题 (1, 给 出 了 它们 的 电磁 场 的 严格 解 , 以 及 特征 方程 的 数值 解 和 作出 
的 色散 特性 曲线 . 对 于 谐振 腔 , 首先 介绍 了 谐振 腕 的 一 般 性 概念 , 讨论 了 它们 的 基 ， 
本 参量 , 继而 较 详 细 分 析 了 和 矩形 波导 、 圆 形 波导 、 同 轴 波 导 等 波导 型 谐振 腔 , 球形 
腔 中 电磁 场 的 严格 解 、 谐 振 频 率 和 固有 Q 值 , 以 及 由 于 腔 壁 变形 、 腔 内 媒质 参数 改 
变 微 扰 所 引起 的 谐振 频率 偏 移 等 . 

在 本 章 的 附录 中 给 出 了 一 些 公式 的 推导 或 证 明 ; 可 确定 圆 波导 、 同 辅 波导 TES 
和 TM。。 波 截止 波长 的 特征 方程 的 本 征 值 的 Fortran 程序 , 以 及 确定 圆 截 面 阶梯 
光纤 色散 特性 的 Fortran 等 程序 . 此 外 , 还 分 析 和 讨论 了 同 轴 光纤 (多 层 光 纤 ) 的 混 
合 传输 模 的 色散 方程 . 


3.1 规则 波导 的 一 般 理 论 


广义 而 言 , 波导 或 传输 线 是 指 能 引导 电磁 波 沿 某 一 定 方向 传播 的 系统 , 它 包 括 
高 频传 输 线 、 微 波 波导 和 光 导 纤维 ， 以 及 特种 传输 线 等 . 规则 波导 则 是 指 其 横 截 面 
形状 在 波 的 传播 方向 上 各 处 相同 , 且 波导 填充 媒质 的 电磁 特性 相对 于 传播 方向 均匀 
的 直 波 导 或 柱 形 波导 . 例如 , 工作 于 超短波 ( 超 高 频 ) 波段 的 双 线 传输 线 和 软 同 轴 
£x ( 同 轴 电 缆 ), 工作 于 微波 波段 的 同 轴 波 导 、 拢 形 波导 、 圆 波导 、 椭 圆 波导 、 带 状 
线 和 微 带 线 等 , 以 及 工作 于 激光 波段 的 双 层 和 多 层 圆 截面 的 光纤 波导 、 椭圆 截面 保 
偏 (可 保持 偏振 方向 稳定 ) 光纤 波导 等 . 

狭义 而 言 , 通常 传输 线 特 指 双 线 传输 线 和 同 轴 电 缆 ; 带 线 则 特 指 一 般 带 状 线 、 
微 带 线 、 耦 合 带 状 线 和 耦合 微 带 线 等 , 这 两 类 传输 线 的 工作 模式 为 TEM W, 其 传 
输 特性 可 根据 传输 线 理论 利用 静电 近似 法 分 析 ; 而 波导 则 特 指 空心 金属 波导 , АПАЕ 
形 波导 , 圆 波导 , 椭圆 波导 等 ; 而 光纤 是 一 种 介质 波导 , 亦 称 为 光波 导 , 若 不 加 说 明 
是 多 层 或 椭圆 截面 , 则 是 指 具 有 双 层 介质 的 圆 截面 的 光纤 波导 . 波导 和 光纤 的 传输 
特性 需要 应 用 电磁 场 理论 作为 边 值 问 题 进行 求解 . 

对 于 任意 截面 规则 波导 , 选择 一 般 柱 面 坐标 系 (u, v, 2). 设 波 导 的 轴线 沿 2 方 
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向 , 对 于 沿 z 方向 传播 的 波 , 电磁 场 应 含有 波 因子 cet, 即 可 假定 波导 试探 解 为 
E(u,v, z,t) = Ex (u, vj (3.1.1) 


和 
H(u,v, z, t) = Н. (и, о)еі“ 7 (3.1.2) 


这 里 , y = o 18 为 传播 常数 , a 称 为 衰减 常数 , 6 称 为 相位 常数 . 

任意 截面 形状 规则 波导 问题 的 研究 就 归结 为 求解 具有 (3.1.1) 与 (3.1.2) 式 的 
形式 , 满足 给 定 波导 截面 边界 条 件 Maxwell 电磁 场 方程 组 的 解 ， 具体 说 来 , 就 是 要 
确定 电磁 场 的 横向 分 布 Е, (и, о) 和 Has (u, v), 与 传播 常数 y. 我 们 将 介绍 的 主要 内 
FA: 

(1) EN РКА — PB SP EREA А AARE. 

(ü) 对 于 给 定 截面 形状 波导 , 应 用 纵向 场 法 , 采用 分 离 变 量 法 求 得 纵向 场所 满 
足 的 波动 方程 的 解 , 再 由 纵向 场 求 出 横向 场 , 从 而 求 得 电磁 场 的 全 部 分 量 . 

(iii) 根据 波导 中 场 应 满足 的 边界 条 件 推导 出 特征 (色散 ) 方程 , 并 解 此 特征 方 
程 得 出 特征 值 , 确定 出 波导 中 各 传输 模 的 传播 常数 y = 18, 以 及 它们 与 频率 的 关系 
等 传输 特性 . TE: 特征 方程 的 复杂 程度 与 波导 的 结构 有 关 , 例如 , 对 于 圆 波导 的 特 
EARE Bessel 函数 Л. (х) 或 及 (x); 对 于 同 轴 波 导 的 特征 方程 则 是 含有 Jos (x) 
和 Yu (cz) 之 积 或 其 导数 积 的 复杂 函数 ; 而 对 于 光纤 的 特征 方程 则 是 含有 Bessel R 
数 和 变型 Bessel 函数 更 为 复杂 的 函数 ; 因此 , 通常 特征 方程 的 求解 需 采用 数值 方法 . 


3.1.1 ”规则 波导 的 求解 方法 


求解 规则 波导 的 电磁 场 最 常用 的 方法 有 纵向 场 法 和 赫兹 矢量 法 ， 前 者 是 先 求 
解 场 纵向 分 量 E, 和 H, 所 满足 的 标量 波动 方程 , 再 应 用 Maxwell 方程 求 得 场 的 横 
向 分 量 ; 后 者 则 不 是 直接 计算 电磁 场 , 而 是 通过 先 求解 赫兹 矢量 (辅助 矢量 ) 某 个 分 
量 所 满足 的 标量 波动 方程 , 然后 再 由 场 与 赫兹 矢量 的 关系 间接 地 得 出 电场 Е 和 磁 
场 H. 以 下 分 别 介 绍 这 两 种 方法 . 

(1) 纵向 场 法 

由 (1.10.16) 和 (1.10.17) sÑ, 对 于 无 源 情形 , 在 є, и 均匀 各 向 同性 媒质 中 , 时 谐 
电磁 场 EE 和 H 满足 如 下 矢量 波动 方程 : 


V?E - k?E =0 (3.1.3) 


V*^H - k?H =0 (3.1.4) 


Xm, К? = wep. 
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按 纵向 场 法 , 将 电场 E 和 磁场 Н 分 别 分 解 为 它们 的 横向 分 量 与 纵向 分 量 之 
和 , Вр 


E = Ет + Е,4,, Н = Hr+ Н,а, (3.1.5) 
由 (3.1.1) 和 (3.1.2) 式 可 知 , 以 上 式 中 的 纵向 分 量 可 表 为 
Е, = E,(u,v)e"'^^, Н, = H,(u,v)e"** (3.1.6) 


这 里 , E(u, v) 和 R,(u,u) 分 别 为 电场 和 磁场 纵向 分 量 的 横向 分 布 . 

一 旦 确定 出 横向 分 布 函数 E(u, о) 和 Hz (и, v), 以 及 传播 常数 y, 则 电场 E, 和 
磁场 H, 便 完全 确定 ; 而 场 的 其 它 分 量 便 可 应 用 Maxwell 场 方程 导 得 . 因此 , 求解 
满足 给 定 波导 截面 边界 条 件 的 E, 和 H, 是 纵向 场 法 求解 波导 问题 的 首要 和 主要 
工作 . 

由 (3.1.3) 和 (3.1.4) 式 可 知 场 的 纵向 分 量 E, 和 H, 分 别 满足 标量 波动 方程 : 


V2E, + k2E, = 0 (3.1.7) 
V2H, -k?H, = 0 (3.1.8) 
今 定 义 横向 矢量 算 子 Vr 为 ә 
Ут -V-à.a- (3.1.9) 
9 GE oH 
2 №2 2 v2 c. ® _ „2 z _ „2 У 
而 V Vr + v; V+ + 022! 922 ^Y E, 和 922 Y Н», 故 将 (3.1.6) 和 


(3.1.9) 式 代 入 (3.1.7) 和 (3.1.8) 式 后 可 得 : 
| V2. E(u, v) + ó2E,(u,u) = 0 (3.1.10) 
V2. H,(u,v) + ó2H,(u,u) = 0 (3.1.11) 
其 中 , V4 为 横向 拉 普 拉 斯 算 子 ; К? = wep, 而 
2 = 82 — k2 (3.1.12) 


这 里 , 5 是 与 坐标 无 关 的 某 些 常数 , 与 波导 的 几何 尺寸 及 场 应 满足 的 边界 条 件 有 关 . 
应 用 场 方程 V x H = jue E, 对 于 横向 分 量 Er, 有 


jwe Ет = (Vr + Vi) x (Hr + à; H,)4. 
= [Vr x Hy + V; x Arp + [Ут x âH: + V; x &; H,]+ 
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W V, = а, 和 үт x Hr 其 方向 均 在 纵 方 向 , 以 及 有 У, x à, H, = 0, 故 由 上 式 
可 得 
jwe Ey = Vr x@,H,+V.x Hr (3.1.13) 


类 似 地 , 由 场 方程 V x E = —jeuH, 采用 相同 步骤 或 直接 利用 无 源 Maxwell 场 
JE E 5 H 的 二重性 (E — 互 ,g っ —u), H (3.1.13) 3X, 可 得 横向 分 量 H+ 为 


—jwuHr = Vr x à,E, + V, х Ет (3.1.14) 
将 (3.1.14) 代入 与 -jwAw 相乗 的 (3.1.13) 式 消去 Hr 后 , 可 得 
wepEy = —jwuVr x а,Н, +V, x Vr x (&zE,) -- V; x V, x Ет (3.1.15) 
Al У, = 4,2. = -ya,, UR V x (ФА) = 9V x A+ Vé x A Жах (b x c) = 
(a-c)b—(a-b)c, 上 式 右 端 后 两 项 分 别 可 表 为 
Vz x Vr x (G; E,) = —yà; x (Vr E, x Gz) = —YVT E; 
V, x V; x Ет = үа, x (à; x Ет) = –үЕт 
于 是 (3.1.15) 式 可 化 为 
к? Ет = —jwpVrH, x à, —yVrE, — 4? Er (3.1.16) 


类 似 地 , 由 (3.1.13) 与 (3.1.14) 式 消去 Et、 采用 相同 的 步 又 , 或 由 (3.1.16) 5X 
NA ES H 的 二 重 性 (E — Hye — u), 可 得 


k? Hy = jweVrE, x à; – уУтН, – y Hr (3.1.17) 


H (3.1.16) 和 (3.1.17) 式 横 向 场 Ет 和 Hr, 连同 纵向 场 (3.1.6) R E, 和 H,, 
故 规则 波导 中 的 电磁 场 可 表 为 : 
Ет = (VTE; + jwuYr EH, ха.) 
E, = E,(u,u)elet- yz 
| (3.1.18) 
Нт= -5z (jweaz x Vr E, + YVrH,) 
H, = H, (u, vjet 7° 


式 中 ， 
k? = wem ү? = 62 k? (3.1.19) 
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由 (3.1.18) 式 可 见 , 若 己 知 E, 和 H,, 即 求解 得 它们 所 满足 的 波动 方程 与 具体 
波导 边界 条 件 的 解 , 则 场 的 横向 分 量 便 可 求 出 ; 从 而 得 知 波导 中 的 全 部 场 分 量 . 这 
就 是 纵向 场 法 求解 波导 问题 的 基本 思路 . 

(2) 赫兹 矢量 法 

赫兹 矢量 法 不 是 去 直接 计算 电磁 场 , 而 是 间接 地 通过 先 求解 赫兹 矢量 - 辅助 矢 
量 , 然后 再 应 用 场 与 赫兹 矢量 的 关系 得 出 电场 E 和 磁场 H. 

ELIT PRN CRAMER пе MARARA Пе. 由 (1.9.48) 和 
(1.9.49) 式 可 知 , 对 于 时 谐 场 , 无 场 源 情况 下 , 在 e, 媒质 中 的 H° 和 IIT 分别 满 
ZE Helmholtz 方程 : 


у?п° +k’ I? = 0 (3.1.20) 
VII? + П" = 0 (3.1.21) 
当 求解 出 пе 后 , 则 电场 E 和 磁场 H 可 按 和 如 下 表示 式 计算 : 
Е = уу. H° + k° H° (3.1.22) 
H = jweV x H° (3.1.23) 


而 当 求解 出 II" 后 , 则 电场 EE 和 磁场 AS n? 的 场 对 偶 关 系 ) 按 如 下 表 
示 式 计算 : 


E = —jwpV x П" (3.1.24) 
Н = VV : H” + k2 Im (3.1.25) 


AP, К? = wep. 

在 普遍 情况 下 , 总 电磁 场 是 П° 和 ID 给 出 的 (3.1.22)~(3.1.25) 式 所 表示 的 
两 部 分 场 之 和 . 现在 , 我 们 应 用 赫兹 矢量 法 来 求解 规则 波导 中 的 波 传播 问题 . 

设 波 导 的 轴线 沿 z 方向 , 对 于 沿 z 方向 传播 的 波 , 其 波 因子 可 表 为 drt, 这 
E, 7 = a 十 j6 为 传播 常数 , a 称 为 衰减 常数 , 6 称 为 相位 常数 . 由 于 леж п" 5 
场 EE 和 H 相关, 故我 们 可 设 H° 和 "的 试探 解 为 


II? = II*(u,v)el^*^* 和 II" = II" (u, vjet (3.1.26) 


类 似 于 纵向 场 法 , 若 已 求 得 赫兹 矢量 H° 和 п" 的 两 个 分 量 的 解 , 如 纵向 分 量 
II 和 ID, 则 应 用 (3.1.22)~(3.1.25) 式 即 可 求 得 场 的 横向 分 量 ,从 而 求 得 电磁 场 
的 全 部 分 量 . 
对 于 纵向 分 量 HI 和 H”, 由 (3.1.20) 和 (3.1.21) 式 可 知 , 它们 满足 标量 Helmholtz 
方程 : 
VÈIS + 6?°П% = 0 (3.1.27) 
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VAI? + 3° —0 (3.1.28) 
式 中 ， 
62 = ү? р ks kwen (3.1.29) 
通常 , 方程 (3.1.27) 和 (3.1.28) 采用 分 离 变 量 法 求 得 其 一 般 解 , 然后 再 结合 
足 给 定 波 导 截 面 边 界 条 件 筛 选 出 所 给 波导 问题 的 I 和 IIT ЖЕЙ. 
以 下 我 们 将 分 别 求 已 知 H? = 0. H° = H?2(u,v)ei*t-v* 时 波导 中 的 横向 电磁 
场 ; 以 及 H° = 0. H7 (u, vjet 时 波导 中 的 横向 电磁 场 ; ee Be Ж 
得 H° Z 0 和 H” 关 0 一 般 情形 下 的 横向 电磁 场 . 
(a) BARRE H° Z 0, 而 п" = 0 情形 
П° = Il2(u,v)ei^* ^, П" = 0 (3.1.30) 


注意 到 VV (П%,) = —y (Vr + V,) H° = —yV+IIS + у?П%,, H (3.1.22) 
ATACA D 时 的 电场 表示 式 : 
E VV - (T°à,) + k H°à, 
= —YyV41II5 + (5? +k?) Wa, 
= —yV4II? + & HT°Šà, (3.1.31) 
而 由 (3.1.30) 代入 (3.1.23) ATABA П° 时 的 磁场 表示 式 : 
H = jweV x (Il ;à,) 
= jwe (Vr H° + V, H°) x à; 


= jwe (Vr H2) x à; (3.1.32) 
综 上 结果 , 已 知 H° 时 的 电磁 场 表 示 式 为 
Ет = –үутП%, Е„=6?П°% (3.1.33) 
Hy = јоє(УтП%) x à, Н, = 0 (3.1.34) 
(b) 磁 赫 效 矢 量 II? Z 0, 而 H° = 0 情形 
H? = II? (u, vjet, Пе = (3.1.35) 


采用 以 上 与 已 知 MS 求 横向 电场 和 磁场 的 相同 步骤 , 或 直接 应 用 Пт 与 r° 
之 间 的 二 重 性 关系 , 由 (3.1.34) 和 (3.1.33) 式 作 対 偶 代 換 E o Hye o —p, 便 可 求 
得 已 知 IT 时 的 电磁 场 表 示 式 为 


Ет = —jon(VrH7)xà4 Е, = 0 (3.1.36) 
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Нт = -үутП°, Н, = П" (3.1.37) 
在 同时 存在 有 IT? = П (и, vjdi 和 П" = H7 (u, vit? 的 普遍 情况 
F, 此 时 总 电磁 场 是 (3.1.33)、(3.1.34) 与 (3.1.36). (3.1.37) 是 两 部 分 场 的 又 加 , 即 
Ет = 一 (7VTITz + jou (Vr H) x âz) 
E, = ë21T° 
H r = joe (Vr II) x az — Ут П? 
H, = П" 


(3.1.38) 


Ж П° = s E, Al п" = aH. 则 将 它们 代入 (3.1.38) 式 中 的 Ет 和 Hr, 
因 9? 为 常数 , 于 是 采用 赫兹 矢量 的 纵向 分 量 H° 和 IIT 法 所 求 得 的 (3.1.36) RE 
化 为 纵向 场 法 的 (3.1.18) 3X; Hs 和 п" 的 边界 条 件 与 E, 和 Н, 所 应 满足 的 边界 
条件 相同 ; 表明 对 于 时 谐 场 赫兹 矢量 纵向 分 量 П° 和 п" 法 与 纵向 场 E 和 H, 法 
这 两 种 方法 实质 上 是 相同 的 . 

在 赫兹 矢量 法 (3.1.38) 式 的 场 是 两 部 分 场 的 又 加， 一 部 分 是 与 H° = 0 和 
П? Z 0 相关 的 场 , 另 一 部 分 是 与 II" = 0 和 H° Z 0 相关 的 场 (H° = 0 和 
IT? = 0 分 别 相应 纵向 场 法 (3.1.18) 式 中 的 E, = 0 和 H, = 0). 前 者 因 沿 波 传播 
方向 (纵向 ) 上 E, = 0. H, 40, 故此 类 波 称 为 TE, 横 电 波 或 H 波 ; 而 后 者 因 沿 波 
传播 方向 (纵向 ) 上 H, = 0. E, Z 0, 此 类 波 则 称 为 TM, 横 磁 波 或 E 波 ; 一 般 情 形 
是 H° 205 II? 20, 所 传播 的 波 是 同时 含有 E, Z 0 和 H, Z 0 的 混合 波 . 因此 ， 
在 规则 波 波导 中 , 可 传播 TE, 波 、 TM, 波 , 也 可 传播 混合 波 . 对 于 同 轴 波 导 ( 见 3.4 
+), 它 还 可 传播 E, = 0 和 H, = 0 的 TEM, 横 电磁 波 . 

此 外 , 我 们 还 可 引入 “纵波 ”的 概念 , 所 谓 “ 纵 波 ” 是 指 电场 或 磁场 完全 分 布 
在 某 一 “ 纵 截 面 上 ”的 波 型 ; 电场 分 布 在 纵 截面 上 的 波 称 为 “ 纵 电 (LE) 波 ”, 磁场 分 
布 在 纵 截面 上 的 波 则 称 为 “ 纵 磁 (LM) Ж”. 例如 , H, = 0, H, 20, Н, Z 0 的 波 
其 磁场 位 于 z-z 纵 平面 上 , 是 一 种 纵 磁 波 , 记 为 LMX, 这 里 ,“X” 表 示 H, = 0, 而 
H, = 0, Н, #0 的 波 记 为 LMY. 类 似 地 , 纵 电 波 也 有 两 种 "LEX 和 LEY”. 从 横 
磁 波 (电波 ) 和 横 电 波 ( 磁 波 ) 的 分 析 我 们 知道 , 横 磁 波 的 场 分 量 可 以 从 赫兹 电 矢 量 > 
分 量 导 出 , 横 电 波 的 场 分 量 可 以 从 赫兹 磁 矢 量 z 分量 导出 . 实际 上 参见 (3.1.23) 和 
(3.1.24) 式 可 知 , Н RAPPERS H° 的 旋 度 , E 取决 于 磁 赫 兹 矢量 mau 
旋 度 , 而 按 旋 度 的 特性 , 一 个 矢量 的 旋 度 在 此 矢量 方向 上 无 分 量 . 故 相似 地 , 纵 磁 波 
LMX 和 LMY 的 场 分 量 可 以 分 别 从 赫兹 电 矢 量 的 y 和 z 分 量 导出 , 纵 磁 波 LMX 
和 LMY 的 场 分 量 可 以 分 别 从 赫兹 电 矢 量 的 y 和 x 分 量 导出 , 而 纵 电 波 LEX 和 
LEY 的 场 分 量 可 以 分 别 从 蔡 兹 磁 矢 量 的 у 和 z 分 量 导 出 . 对 于 分 析 某 些 波导 问题 
使 用 纵 磁 波 和 纵 电 波 是 方便 的 , 它们 也 是 很 有 用 的 波 型 . 
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通常 , 采用 纵向 场 法 处 理 具体 波导 问题 是 方便 的 . 因为 求解 Helmholtz 方程 和 
应 用 场 的 边界 条 件 时 , 它 所 仅 涉 及 的 直接 是 场 量 , 而 不 涉及 辅助 矢量 , 思路 比较 清 
BAT. 简便 和 直观 , 因此 , 以 下 讨论 和 矩形 波导 、 圆 波导 、 同 轴 波 导 和 光波 导 等 波导 时 我 
们 将 采用 纵向 场 法 . 
3.1.2 ”波导 中 导 行 波 的 分 类 


按 波导 中 可 单独 存在 的 导 行 波 中 其 电磁 场 是 否 具 有 场 的 纵向 分 量 , 可 将 它们 划 
分 为 如 下 四 类 波 型 , 亦 称 为 模式 , 或 简称 模 : 

(1) TE( 横 电 ) 波 , RER H( 磁 ) 波 

对 于 TE 波 , E, = 0, 电场 是 横向 的 ; 纵向 磁场 H, Z 0, H, 满足 Helmholtz 方 
Ti: 


УН, +6°H, =0 (3.1.39) 


式 中 , 6 可 由 HR, 应 满足 所 给 定 波 导 的 边界 条 件 确定 出 . 
对 于 理想 导体 制 成 的 波导 , H, 应 满足 的 条 件 是 沿 波导 壁 法 向 的 方向 导数 为 零 ， 
Bp: 


= =0 (在 波导 壁 S 上 ) 
n [sg 


H (3.1.18) 3X, TE 波 电 磁场 各 分 量 的 表示 式 为 


(3.1.40) 


H, = H (u, vjet 
TE 波 的 横向 电场 Ет 与 横向 磁场 Hr 之 间 有 如 下 关系 : 
Ет = zre (Hr x à) 或 Hr = d. (2. x Ет) (3.1.41) 
2ТЕ 


式 中 , . 
ZTE = ーー (BRA TE(H) 波 的 波 阻抗 ) (3.1.42) 


(2) TM( 横 磁 ) 波 , REK 已 ( 电 ) 波 
对 于 TM W, H ,=0, 磁场 为 横向 ; 纵向 电场 E, Z0, E, 满足 Helmholtz HE: 


ViE, + ó2E, = 0 (3.1.43) 


式 中 , ó 可 由 E, 应 满足 所 给 定 波 导 的 边界 条 件 确定 出 . 
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对 于 理想 导体 制 成 的 波导 , E, 应 满足 的 条 件 是 沿 波导 壁 切 向 分 量 等 于 零 , 即 : 
E|, =0 (FER SHES E) 
H (3.1.18) 3X, TM 波 电 磁场 各 分 量 的 表示 式 为 
Er = -Z VrE: 
E, = E,(u, vjet 


" (3.1.44) 

Нт = EL x УтЕ, 

Н, = 0 
TM 波 的 横向 电场 Er 与 横向 磁场 Hy 之 间 有 如 下 关系 : 
Ет = zr™ (Hr x Gz) 或 Нт = EN (à; x Ет) (3.1.45) 
ZTM 
式 中 , 

ZTM = = ( 称 为 TM(E) 波 的 波 阻抗) (3.1.46) 


(3) 混合 (EH、 HE) 波 
对 于 混合 波 , 纵向 电场 Е, Z 0 和 纵向 磁场 Н, Z 0, Е, 和 Н. 満足 Helmholtz 
方 程 : 
у2Е, + Е, = 0 (3.1.47) 
ViH,+0°H, = 0 (3.1.48) 
式 中 , ó 可 由 Е, 和 Н, 应 满足 所 给 定 波导 的 边界 条 件 确定 . 
求 得 (3.1.47) 和 (3.1.48) 式 的 解 后 , 电磁 场 的 横向 分 量 便 可 由 (3.1.18) 式 给 出 . 
(4) TEM( 横 电磁 ) 波 
对 于 ТЕМ 波 , E, =0 和 H, = 0, 由 (3.1.3) 和 (3.1.4) 式 可 知 , 场 横 向 分 量 满 
足 方程 : 
У2Ет + ë? E+=0 (3.1.49) 
У2Нт +8 Hr = 0 (3.1.50) 
由 (3.1.18) 式 可 见 , 由 于 E, = 0 和 H, = 0, # ó z 0, NJ Ет ЯП Ay 均等 
TS; ЖЖ ó = 0, 则 有 可 能 存在 非 零 的 横向 场 Br 和 Hy, 此 时 , Ет 和 Hr 满足 
Laplace 方程 : 


ViEr=0 (3.1.51) 
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Vir =0 (3.1.52) 


这 表明 TEM 波 的 横向 电场 分 布 和 磁场 分 布 与 静电 场 和 稳 恒 磁场 分 布 相同 , 所 不同 
的 是 它们 还 具有 波 因子 civ, 可 见 在 传输 线 中 TEM 波 的 存在 条 件 与 静态 场 的 
存在 条 件 相同 , 例如 对 于 双 线 传输 线 , 同 轴线 和 微 带 线 等 双 导 体系 统 可 存在 静态 场 
的 解 , 因而 其 中 可 以 传输 TEM JE, 而 对 于 空心 金属 波导 , 则 不 存在 静态 场 的 解 , 故 
其 中 不 能 传播 TEM 波 ; 事实 上 ,对 于 空心 波导 ó Z 0, 其 中 的 电磁 场所 满足 的 是 
Helmholtz 方程 , 而 非 Laplace 方程 . 


3.1.3 ”波导 传输 的 一 般 性 质 
(1) 截止 波 数 、 截 止 频率 和 截止 波长 
由 (3.1.12) 式 可 知 , 波 的 传播 常数 y 为 
y = 4/52 Wek = а +}8 (3.1.58) 


式 中 , a 称 为 衰减 常数 ; 6 称 为 相位 常数 ; 8 为 常数 , 称 为 截止 波 数 , 它 与 给 定 的 具体 
波导 结构 有 关 , 可 由 相应 的 边界 条 件 确定 . 一 旦 求 得 ó 的 值 , 则 即 可 得 a 和 8 的 值 . 
当 ó < up 时 , o = 0,y = j8(8 > 0) 为 纯 虚 数 , 而 


B= Vuuren — 52, o = 0 (3.1.54) 
此 时 
Е = E(u,v)e-*-062 和 Н = H(u,v)el(*t-82 (3.1.55) 


表明 沿 z 方向 传播 的 是 一 个 无 衰减 的 波 , 或 者 说 波导 处 于 传输 状态 ; 而 当 5 > og 
时 ,6 一 0,y = —Q 为 负 实 数 ， 而 


а = vV — weu, В = 0 (3.1.56) 
此 时 
E = E(u,v)e ert 和 H = H(u,v)e е (3.1.57) 


表明 场 从 源 处 随 z 增加 按 指数 规律 衰减 , 实质 上 并 不 具有 波动 性 质 , 而 只 存在 着 迅 
速 减 小 的 场 , 或 者 说 波导 处 于 截止 状态 . 因此 , 8 = 0 是 波导 介 于 传输 与 截止 状态 
的 临界 点 , 此 时 相应 的 工作 角 频 率 o 称 为 截止 角 频 率 we 由 (3.1.54) RA 


wen — 6? = 0 (3.1.58) 


截止 频率 А 
We 
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此 时 对 应 在 e、g 无 界 媒质 中 的 截止 波长 为 
Ye _?л р — 27 
А, = pir 或 8== X (3.1.60) 

式 中 , v, = 1/ Ven 为 电磁 波 在 e. p 无 界 媒质 中 的 传播 速度 ; 8 称 为 截止 波 数 . 因此 ， 
只 有 当 激 励 的 波 的 工作 频率 大 于 波导 的 截止 频率 , Вр f > た , 或 相应 的 工作 波长 小 
于 截止 波长 , ВА < Xe 时 , 电磁 波 方 可 在 波导 中 传输 , 这 是 波导 传输 特性 中 的 重要 
结论 . 

(2) 波导 波长 àg HE vp MERE we 

应 用 (3.1.54) R, 并 注意 到 w yet = 2n/ A ЖП (3.1.60) 式 , 则 相位 常数 6 可 表 为 


В = TV- ofr (3.1.61) 
按 定义 , 在 波导 内 沿 波 传播 方向 z, 相位 改变 为 2r 时 的 距离 称 为 一 个 波导 波 
长 dg, 此 即 有 8, = Bry = 2л BEA, = 2л/8, 于 是 , 我 们 便 有 


м = А (3.1.62) 


= 
4/1 — (A/Ac)? 
波 的 相 速 是 表示 波导 中 传播 时 其 等 相 面 的 移动 速度 . 由 (3.1.55) 式 , 可 知 波 的 
相位 ф 为 $= wt — Bz, 它 随时 间 t 和 位 置 z 而 异 , 保持 波 的 相位 o 为 常数 , 可 求 得 
波 的 相 速 vp 为 


dz の 
mp ニー ーー (3.1.63) 
将 (3.1.61) 式 代入 后 , 便 有 
lp = ーーーー ニ ーー > us (3.1.64) 
ュー OA 
而 波 的 群 速 是 表示 波导 中 波 群 的 波 包 的 传播 速度 we, 它 可 表 为 
vg = a =u Í 1 — (MX)? < ve (3.1.65) 
且 有 关系 式 : 
UpUg = 12 (3.1.66) 


对 于 TE 波 和 TM W, 截止 波 数 5 与 给 定 波导 的 结构 和 形状 有 关 , 可 由 相应 的 边 
界 条 件 确定 ; 波导 中 波 的 相 速 v, 与 工作 波长 (或 工作 频率 ) AK, 故 波导 是 一 色散 媒 
Ж; 另 一 方面 , 对 于 TEM 波 , 由 于 5 = 0, 故 可 知 6 = wep, Mg = À, fe = 0,А = оо, 
而 此 时 vp = vg = v. 且 与 工作 频率 无 关 , ERER. 
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(3) 波 阻 抗 zrm, zre 和 zrem 
波导 中 的 横向 电场 为 Ет = El + EG, 而 横向 磁场 为 Hr = Н.а, + Hyay, 
将 它们 代入 (3.1.41) 或 (3.1.45) 式 可 得 


Е.а, Bly = zg |(Н„ё„ + H,&,) x à;] = етм (—Н„ё„ + Нё.) 
XE, z; = zrg 或 zo = етм. 由 上 式 可 得 


Eu 
zrM( 或 zrg) = я = Н (3.1.67) 


X o = 0. + = j8 8, 由 (3.1.42) 和 (3.1.46) ARA 


ZTE = =É 和 ZTM = А. (3.1.68) 
8 WE 


将 (3.1.61) 式 代 入 以 上 ZTE 利 ZTM 后 ， 便 有 


= [Е = П 1. 
тм = ТЕТ QA? = ny 1 = (АЈА)? (3.1.70) 


RP, n= ү/н/є 为 在 e. и 无 界 媒质 中 TEM 波 的 波 阻抗 

对 于 TEM 波 , 因 Aç = oo, 或 直接 应 用 场 方程 V x Er = —jonH y, 则 不 难 证 
BH zrem = 7; 而 由 (3.1.69) 和 (3.1.70) 式 亦 可 得 出 这 一 结果 . 

本 节 以 上 所 讨论 的 是 规则 波导 中 一 般 性 质 , 即 规则 波导 的 共性 ; 由 于 并 未 涉及 
反映 波导 特殊 性 (波导 的 结构 与 形状 ) 的 具体 波导 边界 条 件 , 故 实质 上 所 讨论 的 只 
是 在 无 界 e, gx 介质 中 电磁 场 具 有 E = E(u, vjet #1 Н = H(u,v)ei^t-* 形式 
的 Maxwell 场 方 程 的 解 及 其 性 质 . 对 于 金属 波导 , 所 描述 的 就 是 波导 中 的 场 ; 对 于 
光波 导 , 所 描述 的 是 某 e, и 介质 层 中 的 解 . 电磁 场 的 横向 分 布 和 传播 常数 y 均 由 
场 方程 满足 所 给 波导 的 边界 条 件 所 得 到 的 方程 (或 方程 组 ) 的 解 确定 . 


3.2 Ж = 


和 矩形 波导 是 指 模 截面 为 矩形 的 中 空 金属 导管 , 其 中 媒质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 分 
WA c. и. 设 波导 的 内 壁 宽度 为 a ARA b, 如 图 3.2.1 所 示 . 尽管 波导 的 形式 已 
经 很 多 , 新 的 形式 还 不 断 出 现 , 然 迄 今 为 止 , 它 仍然 是 微波 技术 中 应 用 最 为 广泛 的 
一 种 波导 . 
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采用 直角 坐标 系 (n, 2), Ут = åa Č + av. 应 用 纵向 场 法 , BA H, 和 E., 
由 (3.1.18) 式 可 得 电磁 场 的 其 它 横 向 分 量 为 


62 Ox Oy 
pg 1 (08: , ӨН, 
vo 792 \7 ару Dr 
(3.2.1) 
a- if OE. | ӘН, 
いす ああ TT Se 
1 OE, OH, 
テー (у Эл + By ) 
AP, k2 = wep; 4? = 6? — k2. 
图 3.2.1 BRS 
3.2.1 TEmn(Hmn) 波 和 TMmn(Emn) 波 的 电磁 场 表示 式 
(1) TEmn 波 (E, = 0) 
H, = H,(z,y)*; Е, = 0 (3.2.2) 
H, 满足 以 下 Helmholtz 方程 ; 
Viyle(2,y) + 62 H,(z,y) = 0 (3.2.3) 


按 边界 条 件 : By|,_,,=0 M Eel _。 = 0, 由 (3.2.1) 式 可 知 , H, 应 满足 的 边界 条 
件 为 


p" s oa —0 (3.2.4) 

OH, 

Э = 0 (3.2.5) 
У |y=0,b 


我 们 采用 分 离 变量 法 求解 方程 (3.2.2), 为 此 , 设 


H,(2,y) = X(z)Y (y) (3.2.6) 
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式 中 , X(z) A Y (y) 分 别 仅 是 一 个 变量 x 和 у 的 函数 . 将 (3.2.6) 代入 (3.2.3) 式 , 
Ж Х(ж)Ү (y) 后 , 可 得 


1 diX(s) 1 d2y()) 


„д? = 
X(r) dz? + Y) dy? 0 


5 1 d?X(z) 1 d?Y(y) 

X(z) dz? ` Y(y) dy? 
上 式 左边 为 仅 是 z 的 函数 , 而 右边 仅 是 у 的 函数 , 这 只 有 两 边 同等 于 与 z,y TRH 
常数 , 如 62, 于 是 有 


+ 52 


1 d?X(z) » 1 d?¥(y) 5 . 
= 6° = 
You Te 7? үт а? to 7% 
即 2 2 
d^X(z) , 5 _ d^Y(y) , o _ 
da + 62X(r)=0 Ж dy + &Y(y) = 0 (3.2.7) 
式 中 ， 
52 = 52—02 或 PH ó +ó (3.2.8) 


(3.2.7) 式 中 两 个 方程 的 解 分 别 可 表 为 
X(z) = Acos(ó,z) + Bsin(ó,z), Y(y) = C cos(dyy) + D sin(6,y) 
A, B, С 和 D 为 待定 积分 常数 . 于 是 (3.2.6) 式 可 写成 
Н,(х,у) = [A cos(ó;z) + B sin(ó,z)] | С cos(dyy) + D sin(ó,y)] (3.2.9) 
由 边界 条 件 (3.2.3) 和 (3.2.4) 式 , 有 
9。 [—Asin(ó,z) + В cos(6,z)| o, — 0 和 dy |—Csin(dyy) + D сов(буу)] оь = 0 


由 此 可 得 
B=0 与 ôs = mafa (3.2.10) 
和 
D=0 与 ó,=nmnx/b (3.2.11) 
RP, т. m = 0,1,2,---, 称 为 波 型 指数 . 
于 是 , 方程 (3.2.3) 纵向 磁场 H, 的 解 为 


H,(z,y) = Ho cos (— =) cos (Fy) (3.2.12) 
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式 中 , Ho = АС 为 常数 ; 波 型 指数 m. n = 0,1,2,--- ,( 但 它们 不 能 同时 为 零 , 否则 
将 有 E, = H, = 0). 将 (3.1.12) RA (3.2.1) 式 可 得 横向 电场 和 横向 磁场 , 计 入 波 因 
F etr AREARE PH +z 方向 传播 的 TE 波 的 电磁 场 表 示 式 为 : 


Е, = Las cos Ме віп (そり giet-o 
M _ 2,7 Hy sin (7) cos (T) cot (3.2.13) 
Н, = Ho cos uu cos (Fou) E 
式 中 ， 
Bn = 02 +62 = (E). „(тү (3.2.14) 
Tü 4 —i8 为 传播 常数 . 由 02 —4? +w2s 可 知 有 
т=18;8 = /wep — (ry. _ (=y (3.2.15) 


(3.2.13) RÆ Helmholtz 方程 (3.2.3) 满足 矩形 波导 边界 条 件 (3.2.4) 和 (3.2.5) 的 解 . 
对 于 不 同 的 m, n 时 有 不 同 的 场 分 布 , 相应 地 记 为 TES UE (IR). 故 (3.2.13) 式 
给 出 的 就 是 矩形 波导 中 TEm 横 电波 (E, = 0) 的 电磁 场 表示 式 . m,n 称 为 波 型 指 
数 , 所 有 TE, 波 都 是 矩形 波导 中 可 能 传播 的 波 . 从 (3.2.13) 式 可児 , 当 对 于 给 定 
的 m,n, 8 > 0 时 , йт z 方向 是 行 波 ; 而 沿 波导 т, у 横 方 向 因 有 场 的 边界 条 件 而 
为 驻 波 . 此 外 , 横向 电场 与 横向 磁场 间 具 有 关系 : 

Ez 


Ра = FU = app 这 里 app = WH = рте, „авн. 
y z 7 


(2) TMinn 型 波 (H, = 0) 
Е, = B(x, yj; Н, =0 (3.2.16) 


E, 満足 以下 Helmholtz 方 程 : 


V2, E;(z, y) + ó2E,(z,1) = 0 (3.2.17) 
按 边界 条 件 可 知 , E, 应 满足 的 边界 条 件 为 
Е, | ооа = 0 (3.2.18) 


iz=u,a 
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E,| 0 (3.2.19) 


y=0,b 
采用 分 离 变量 法 求解 方程 (3.2.17), 为 此 , W 
E,(x,y) = X(z)Y (у) (3.2.20) 
RP, X(z) 和 Y(y) 分 别 仅 是 一 个 变量 r M y 的 函数 .采用 类 似 于 求解 将 方程 
(3.2.3) 的 相同 步骤 , (3.2.17) 式 的 解 (3.2.20) 可 表 为 
Е„(х, у) = [Acos(6s7) + B sin(ó;z)] [C cos(6yy) + D sin(ôyy)} (3.2.21) 
A, B, C 和 DD 为 待定 积分 常数 . 应 用 边界 条 件 (3.2.18) 和 (3.2.19) 式 , 有 
[Acos(kzz) + Bsin(ksz)]s o, =0 和 [Ccos(kyy) + Dsin(kyy)], оь = 0 


由 此 可 得 
A=0 与 ó, =mx/a (3.2.22) 
和 
C=0 与 by=nn/b (3.2.23) 
AP, m. n = 0, 1,2,.…, 称 为 波 型 指数 . 
于 是 , (3.2.21) 式 可 写 简 化 成 


E, (x,y) = Eosin (2) ѕіп ( テ り (3.2.24) 
AP, Eo = BD 为 常数 ; 波 型 指数 m. n = 0,1,2,… (但 它们 不 能 同时 为 零 , 否则 有 
E, = Н, = 0). 


将 (3.2.24) RR H, = 0 代入 (3.2.1) 式 可 得 TM 波 的 横向 电磁 场 , 计 入 波 因 子 
e^7* 后 就 到 和 矩形 波导 中 沿 +z 方向 传播 的 ТМ 波 的 电磁 场 表示 式 为 


je nx тл x (3.2.25) 
Н, = TEE E sin (22) cos (Fs) ejwt 一 7z 
Hy = ERU, cos (2) sin (Fu) ejwt—yz 


H,= 0 
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AP, dan = бр + бу = (m) + (Т): + =18;8 = 4/o2e 一 (тү 63 与 
TEmn 波 情 形 的 (3.2.14) 和 (3.2.15) 式 相同 . 
对 于 TMmn 波 , 其 横向 场 之 间 具 有 关系 : 
Pe EY олм 这 里 zrm Do = 三 为 TMmn 型 波 的 波 阻抗 
H, H, jwe wE 
由 于 TES, 与 TMinn 波 有 相同 的 截止 波 数 6mn. 故 由 (3.2.14) 和 (3.1.60) X, 
可 知 它们 的 截止 波长 和 相应 的 截止 频率 分 别 为 


2x 2x 


Ama = —— = (3.2.26) 
— JC 
和 
m VES eem 


显然 , 不 同 波 型 指数 m,n 值 时 有 不 同 的 截止 波长 ; 对 于 一 定 的 波 型 , 不同 尺 寸 
的 波导 也 具有 不 同 的 截止 波长 . 10 cm 波段 常用 的 波导 型 号 为 BJ-32, 其 波导 尺寸 
为 (a x b = 72.14mm х 34.04mm); 3 cm 波段 常用 的 波导 型 号 为 BJ-100, 其 波导 尺 
TA (a x b = 22.86mm x 10.16mm). 

从 (3.2.26) A, 我们 可 知 截止 波长 最 长 的 波 型 是 TE 9 波 , 它 是 矩形 波导 的 工 
作 波 型 , 称 为 主 型 波 或 主 模 , 而 所 有 其 它 的 波 型 则 称 为 高 次 型 波 或 高 次 模 . 在 波导 
中 只 有 当 工 作 波 长 小 于 某 波 型 的 截止 波长 (或 工作 频率 大 于 某 波 型 的 截止 频率 ) 时 ， 
该 波 型 才能 在 波导 中 传播 , 因此 波导 可 比拟 于 一 “高 通 滤波 器 ”， 当 工作 波长 愈 短 
(或 工作 频率 愈 高 ) 时 , 可 传播 的 波 型 愈 多 . 图 3.2.2 是 BJ-100 型 矩形 波导 几 个 低 次 
波 型 的 截止 波长 分 布 . 


ТЕ 
ТЕ» 


ТЕ, 
TE TM; 


TE 
TE, TM; 


0 1 20 8 — 3 2a 5 А/ em 
图 3.2.2 BJ-100 波导 不 同 波 型 的 截止 波长 分 布 
从 图 3.2.2 可 见 , 为 保证 波导 中 仅 有 TEio 主 型 波 可 传播 , 则 应 有 a < 和 < 2a; 


换 句 话说 , 对 于 给 定 工作 波长 > 波导 尺寸 a 的 选择 必需 满足 条 件 A/2 < a < À. 4 
a < A/2( 即 À > 2a) BF, 所 有 波 型 的 波 均 不 能 在 波导 中 传播 ; 而 当 a > A( 即 A < a) 
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时 , 则 除了 ТЕ 主 型 波 外 还 将 有 高 次 型 波 在 波导 中 传播 . 波导 尺寸 的 大 小 与 工作 
波长 А 成 正比 , 通常 则 选择 ¿= 0.7A M b = 0.5a. 鉴于 波导 尺寸 过 大 比较 笨重 , 而 
过 小 波导 内 壁 的 机 械 光洁 精度 要 求 难 以 满足 , 因而 , 波导 通常 用 于 微波 波段 , 即 中 
心 工作 波长 约 为 8mm-10em, 特别 是 工作 波长 为 3cm 波段 . 按 雷 达 术 语 , 3cm,10cm 
和 8mm 波段 分 别称 为 X 波段 、S 波段 和 K 波段 . 

已 知 TEmn 和 TM, 波 的 截止 波长 Así, ЖИЙ НГЕН (3.1.62). (3.1.64) 和 
(3.1.65) 式 求 得 其 波导 波长 Ag, 相 速 u, 和 群 速 we 


Agmn = ———À (3.2.28) 
V1 (АМА) 

lp ро, (3.2.29) 
V 1- (АИА) 


vg = ve 1 — (A Aem)" < ue (3.2.30) 


式 中 , ve = 1/ ep 为 电磁 波 在 e、4 无 界 媒质 中 的 传播 速度 . 
此 外 , 由 (3.1.69) 和 (3.1.70) 式 可 得 TE nn 和 TM, 波 的 波 阻 抗 zre 和 2тм 
分 别 为 


7 


ZTE = 
V1 — (A/demn)* 
zrm = \/1—(A/Xemn)* (3.2.32) 


RP, n = V4/e 为 在 e. и 无 界 媒质 中 TEM 波 的 波 阻抗 . 


(3.2.31) 


3.2.2 ”和 矩形 波导 的 TE, 主 型 波 


矩形 波导 的 工作 波 型 是 TEio 波 , 这 是 我 们 主要 关注 的 波 型 . 因而 , 以 下 我 们 
将 对 TEio 波 所 具有 的 性 质 和 特征 , 诸如 场 结 构 ( 场 分 布 )、 截 止 波长 、 波 导 波 长 、 
波导 壁 上 的 电流 分 布 , 以 及 衰减 常数 等 进行 分 析 和 讨论 , 以 形成 一 套 TEo 主 型 波 
的 “图 像 ”. 

(1) 场 结构 

由 (3.2.13) R, 令 其 中 m = 1,n = 0,ó = n/a, у = jp, 可 得 TEio 波 的 电磁 场 表 
示 式 为 : 


- 160 - 第 3 章 ”规则 波导 和 谐振 腔 
E, = Eus 


Н, = С z) ee に Bz) 


Ho sin (2 z) ee に pz) 


(3.2.33) 
H, = Ho cos (= z) elt 82) 


E, = Е, = Н, = 0 


) 
_ 2л 
= o. ZR E 3.2.34 
“a (Z) (2) ( ) 


由 (3.2.33) 式 可 见 , TE 波 的 电磁 场 表示 式 最 简单 , 只 有 Ey H, 和 H, 三 个 
分 量 , 且 场 与 坐标 y 无 关 , 亦 即 在 y 方向 上 场 是 均匀 分 布 的 , 沿 z 方向 是 驻 波 分 布 . 
为 了 方便 直观 地 了 解 波导 内 波 型 的 电磁 场 分 布 , 通常 对 某 一 时 刻 波导 中 该 波 型 
的 电场 和 磁场 分 别 采 用 电场 线 和 磁 感 线 分 布 图 形 来 描述 ; 电场 线 上 某 点 的 切线 方向 
代表 该 点 电场 的 方向 , 磁 感 线 上 某 点 的 切线 方向 代表 该 点 磁场 的 方向 ; 而 电场 和 磁 
场 的 强度 则 采用 电场 线 和 磁 感 线 的 疏 密度 表示 . 故 电场 线 和 磁 感 线 的 方程 分 别 为 
dz d dz dz d dz 
ZETE 和 m E H (3.2.35) 
对 于 给 定 波 型 , 将 其 电磁 场 的 分 量 表示 式 代入 (3.2.35) R, 便 可 求 得 各 截面 上 
电场 线 和 磁 感 线 所 满足 的 微分 方程 , 原则 上 可 绘 得 相应 截面 上 的 电场 线 和 磁 感 线 的 
分 布 , 或 应 用 绘图 软件 给 出 场 强 分 布 . 另 一 方面 , 直接 从 波 型 的 场 分 量 的 表示 式 亦 
可 粗略 地 了 解 电场 线 和 磁 感 线 的 分 布 情况 ， 例如, 对 于 TEio W, 由 (3.2.33) 式 可 
知 , 它 的 电场 只 有 у 分 量 , 电场 线 沿 y 方 向 , 即 平行 于 与 波导 窜 壁 、 垂 直 于 宽 壁 ; 磁 
Ж H = Н.а, + Н„ё„, 具有 x ЯП 2 两 个 分 量 , 在 z-z 平面 内 为 闭合 曲线 ; EQ. H, 
和 Н, 之 间 在 z 方向 有 r/2 相差 . 图 3.2.3 是 TE,o 波 的 场 分 布 示 意图 . 


式 中 ， 


图 3.2.3 TE o 波 场 结构 的 剖面 分 布 示意 图 
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(2) 截止 频率 、 截止 波长 、 波导 波长 、 相 速 、 群 速 和 波 阻 抗 
由 (3.2.26) 和 (3.2.27) R, 令 m = 1,n = 0, 可 得 TE。 波 的 截止 频率 和 截止 波 
长 为 : 


1 
fao = 2a Jen (3.2.36) 
All 
Acno = 2a (3.2.37) 
H (3.2.28)~(3.2.31) 5X, RIVER 
À 
Agio = CMM (3.2.38) 
1 — (A/Aao) 
s= ——— = > Ue (3.2.39) 
1 — (A/Aao) | 
оло = ue 1 — (A/Aa0) < ve (3.2.40) 
E 
ZTE10 = -H = 1 (3.2.41) 


z 1 — (Af Aao)" 


以上 式 中 , ao = 2a; 7 = u/s A TEM 电磁 波 在 e. 4 无 界 媒质 中 的 波 阻 抗 ; 
ve = 1/ fen 为 电磁 波 在 =. u 自由 空间 中 的 传播 速度 (ТЕ: 在 不 致 引起 混淆 的 情 
況 下 , 为 书写 简洁 , 以 下 有 时 省 去 Auo, fao 和 zre, SARK ТЕ 波 的 量 的 下 标 
“10”). 

(3) 波导 壁 电流 分 布 

波导 中 传播 的 电磁 波 将 在 波导 壁 上 产生 高 频 感应 电流 ,由 于 波导 壁 为 良 导体 ， 
对 于 微波 频率 其 趋 肤 深度 极 小 , 故 波导 壁 中 的 电流 可 视 为 面 电流 Js. 此 面 电流 的 
大 小 和 分 布 决定 于 波导 壁 附近 磁场 强度 的 大 小 和 分 布 . 按 场 的 边界 条 件 (1.4.11) 式 , 
我 们 有 

Js=ñxH|, (3.2.42) 

式 中 , ñ, 为 波导 壁 指向 波导 内 的 法 向 单位 矢 . 它 表 明 面 电流 密度 .Js 的 大 小 等 于 管 
壁 处 磁场 的 切 向 分 量 Н,, 而 方向 与 法 向 单位 矢 AA H 成 右手 螺旋 关系 . 

在 波导 的 z = 0 REE, ñ = âr fE z = а а Е, ñ = —à,. 由 (3.2.42) 和 
(3.2.33) 式 则 本 得 此 两 罕 壁 上 TE 波 的 面 电流 分 别 为 
= à; x (à, Hz + à.H,)|. o = —àyH;,|._o = — Gy Ное“ 82) 
ーー@。 太 oe の に の の) (3.2.43) 


z=0 


Ts, = ー@。 x (Gr H; + a, H,)| 


z=a 
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在 波导 的 y = 0 WHEL, ñ = ây fE v = b REL, ñ = -6y 由 (3.2.42) 和 
(3.2.33) 式 则 可 得 此 两 宽 壁 上 ТЕ, 波 的 面 电 流 分 别 为 
Js|,=o = à, x (дьНь + à,H;)|, 0 = -&,H,|,-o + @zH.|,_, 
= E sin (a) + à, Ho cos (£2) got B2) 
Js]... = 一 Gy x (às H; + à,R,)|,—o = à; H.|, o m à. Hel o 
= 2 sin (22) — &, Ho cos (zz egiCot- 82) (3.2.44) 
类 似 于 绘制 波导 中 的 电场 线 和 磁 感 线 的 分 布 , 我 们 亦 可 按 (3.2.43) 和 (3.2.44) 
式 绘 得 波导 壁 上 的 电流 线 分 布 , 壁 电 流 线 与 波导 中 y 方向 的 位 移 电流 线 构 成 闭合 
回路 , 如 图 3.2.4 所 示 . 


3.2.4 WEERGEE TEio 波 的 电流 分 布 


另 一 方面 , 从 (3.2.43) 和 (3.2.44) 式 可 见 , 在 波导 的 x = 0、a REEMA y 
方向 的 横向 电流 , 其 幅 值 为 常量 , 而 没有 z 方向 的 纵向 电流 ; 在 波导 的 y = 0. b % 
壁 上 电流 有 横向 电流 Js; 和 纵向 电流 7s。 两 个 分 量 , Wi z 方向 它们 分 别 为 正弦 分 
布 和 余弦 分 布 , 当 z = a/2, 即 宽 壁 的 中 心 线 上 , Js; = 0, 仅 有 纵向 电流 Js;; 而 当 
z = 0. а, BUGLE SAE READ, Js, = 0, 仅 有 横向 电流 Jsy. PPE ЕЕЕ Eng 
流 线 是 横向 的 , 和 波导 宽 壁 的 中 心 线 上 的 电流 线 是 纵向 的 , 因此 , 在 波导 窒 壁 上 顺 
着 电流 线 开 横 向 槽 (BIER SS) 和 波导 宽 壁 的 中 心 线 上 沿 纵向 开 槽 并 不 会 破坏 ТЕ 
波 的 壁 电 流 分 布 , 因而 不 会 影响 与 之 相关 联 的 波导 内 TE 波 的 电磁 场 分 布 ; 反之 ， 
任何 破坏 壁 电流 分 布 的 际 颖 都 将 会 导致 电磁 波 通过 际 颖 而 向 外 辐射 , 据 此 , 在 微波 
测量 器 件 中 , 如 “测量 线 ” 和 “ 刀 形 可 变 衰减 器 ”, 即 是 应 用 所 述 原 理 进 行 设计 的 . 前 
者 在 波导 宽 的 壁 中心 线 开 一 纵向 隙 颖 , 置 入 一 细 探 针 使 之 沿线 移动 用 以 测 出 沿 波导 
纵向 场 强 的 变化 与 驻 波 情况 ; 而 后 者 则 是 置 入 一 刀 形 有 耗 介质 片 通过 伸 入 波导 的 
深浅 而 实现 改变 波 的 衰减 . 此 外 , 在 实际 应 用 中 , FER ЖЕБЕ LIA (A 
TE), 或 在 波导 宽 壁 上 开 可 有 横向 槽 (或 斜 槽 ) 可 精心 设计 出 由 多 个 槽 组 成 的 阵 辐射 
器 , 亦 称 为 桶 天 线 或 裂 颖 天线. 
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(4) 传输 功率 和 功率 容量 
按 坡 印 享 矢量 的 P EX, 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 电磁 波 传播 方向 单位 面积 
的 平均 功率 为 ;Re (E x Н“), 故道 过 波导 横 截 面 5 的 平均 功率 , 即 沿 波 导 z 方向 
的 传输 功率 可 表 为 


Р = // > Re |E x Ld -4,dS = 1] 3Re | х н'| as (3.2.45) 


对 于 直角 坐标 系 , E = Еа, + Е, + E.4,,H = H,à, + Hyà, + Н,а,, 于 是 


P= / sRe [> x н dS = // ¿Re [ н; - вун; ds (3.2.46) 
S S 


式 中 , FE “T” 表示 横向 分 量 . 
А z 代表 波 阻抗, 它 为 横向 电场 与 横向 磁场 之 比 , 即 z, = E,/H, = —E, /H;, 


故 上 式 亦 可 写成 : 
P= /] je|z (вн; +H. vH; ) as 


- //3 5ке 2 (5. EX+E vE; ) [as (3.2.47) 


式 中 , 对 于 TES? Ж, Zg = ZTE = m =н, 对 于 TMmn Ж, s= тм = 2 = 2. 
Я (3.2.33) HARA (3.2.47) 式 , 便 可 得 TE o 波 的 平均 传输 功率 Р P 为 


"n / - — By Eydzdy 
0 


积分 后 , 并 注意 到 n sin? (22) ас = 5, mit 


=: |" / m= |Hol ?sin2 (= з) dandy = seuat Но? (3.2.48) 


Al 8 = «уеруу – (A/A) Al = yue, 于 是 TE) 波 的 传输 功率 五 亦 可 表 为 


N 


1— (АА) (3.2.49) 


式 中 , Eo = SET Ho; А. = Ало = 2a. 


当 波 导 中 传输 的 功率 很 大 时 , 在 波导 宽 壁 中 心 线 上 的 电场 可 能 达到 或 超过 填充 
介质 的 击 穿 电场 强度 Esa, 此 时 介质 将 产生 电离 、 击 穿 和 打 火 , 致使 波导 不 能 正常 
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工作 . 34 |Eg| = Ева 时 相应 的 传输 功率 就 称 为 波导 的 功率 容量 或 击 穿 功率 Poa. 
故 由 (3.2.49) 式 , 可 得 对 于 TE。 型 波 的 Pea 为 


= ab 


Ppa= Vl- (AJAY (Ева (3.2.50) 
对 于 空气 填充 波导 , Epa% 30kV /cm, п e 12000, 此 时 有 
Ppa © 0.6ab 1 — 0.25 (А/а)? (MW) (3.2.51) 


式 中 , 波导 尺寸 a,b 的 单位 为 cm( 厘 米 ); Poea 的 单位 为 MW( 兆 瓦 ). 
通常 , 波导 在 高 功率 应 用 时 , 容许 的 最 大 传输 功率 取 : 


1 1N— 
Рмах = (5 ~ z) Pga (3.2.52) 


需要 指出 , 以 上 所 给 出 的 功率 容量 是 系统 匹配 情况 下 的 结果 ; 当 系 统 失 配 时 , 波导 
中 将 存在 有 驻 波 , 电场 最 大 值 是 匹配 时 的 p 倍 (o ARRE), 因而 功率 容量 将 下 降 
了 p 倍 . 因此 , 波导 系统 的 良好 匹配 是 很 重要 的 ; 此 外 , 为 了 提高 一 些 高 功率 微波 
器 件 的 功 率 容量 , 亦 常 采 用 密闭 加 压 干燥 空气 或 抽 真 空 等 方法 . 

(5) 波导 的 损耗 和 衰减 常数 

由 于 波导 壁 并 非 理想 导体 , 其 中 填充 的 介质 亦 非 理 想 介质 ， 因而 电磁 波 能 量 在 
波导 内 传输 的 过 程 中 总 会 产生 一 定 的 热 损耗 , 即 导 体 壁 热 损 耗 与 介质 的 热 损耗 , 而 
导致 波 的 衰减 . 当 波 导 有 损耗 时 , 其 传播 常数 y = a +j8 为 复数 , 此 时 沿 波导 轴 z 
传播 的 电场 可 写成 

E = Есе!#*—7® = Eoe 07 (»t-B2) (3.2.53) 


磁场 亦 有 类 似 的 表示 式 , 而 传播 的 电磁 波 平均 功率 的 表示 式 则 为 
P(z) = Poe ?°* (3.2.54) 


而 有 


jid Pr = E 其 物理 意义 为 电磁 波 在 波导 中 每 单位 长 度 的 平均 功率 损耗 . 于 是 ， 
我 们 有 

Pr 

© JP 

因此 , 波导 的 衰减 常数 a 可 通过 计算 波导 单位 长 度 的 平均 功率 损耗 PL 与 平均 传 

输 功 率 P 求 得 . 一 般 损耗 功率 P, 由 波导 壁 功率 损耗 与 填充 介质 功率 损耗 之 和 , B 


(3.2.56) 


32 E JÉ W S . 165 - 


Pr = Pre + Pra; 相应 地 , 衰减 常数 a 为 非 理想 导体 波导 与 非 理 想 填 充 介 质 所 产生 
的 衰减 常数 之 和 , В a = о. + oq. 通常 , 波导 中 填充 的 介质 为 空气 , 其 介质 损耗 可 
忽略 不 计 , BU Pra = 0. 故 以 下 我 们 将 只 考虑 由 于 非 理 想 导体 波导 所 产生 的 功率 损 
FE Pre, 并 按 Pr = Pre 计算 出 相应 的 衰减 常数 о. 

严格 求解 非 理 想 导体 波导 问题 是 困难 的 . 对 于 衰减 常数 ae 的 计算 , 通常 是 采 
用 如 下 两 种 近似 ( 微 扰 ) 方 法 , 它们 是 : 

(a) Poynting 矢量 法 

对 于 非 理想 导电 波导 , 在 波导 壁 内 的 电场 切 向 分 量 E, A 0, 致使 一 部 分 电磁 能 
转化 为 焦 尔 热 损耗 , 然 对 一 般 良 导体 E, 很 小 , 能 量 损耗 并 不 过 大 , 因而 我 们 可 假定 
非 理想 良 导 体制 成 的 波导 中 的 电磁 场 分 布 与 理想 导体 波导 中 的 场 分 布 没有 显著 差 
51]. 此 外 , 将 波导 壁 导 体 等 效 为 一 复 介 电 常 数 介 质 , 因而 在 波导 壁 界 面 处 导体 内 磁 
场 H 的 切 向 分 量 可 应 用 磁场 边界 条 件 求 得 , 而 有 Hiu = H,, 这 里 , H, 就 是 对 于 
理想 导体 波导 求 得 的 切身 磁场 , 此 时 波导 壁 内 与 Ha. 相 联 系 的 电场 E, 则 按 在 非 
理 介质 中 传播 的 平面 波 电场 与 磁场 所 应 满足 的 关系 确定 , 故 方向 亦 平行 于 波导 壁 ， 
即 E, =m (Hy, x fu), 其 中 aA 为 波导 壁 的 法 向 单位 矢量 , 其 正 向 指向 导体 壁 内 ; 


if m=, Б +j) 为 波导 壁 导体 的 波 阻 抗 , 和 о, 分 别 为 波导 壁 的 磁 导 率 和 电 
导 率 . 由 于 波导 壁 上 场 切 向 分 量 Е Z 0 和 Н, Z 0, 因而 垂直 于 波导 壁 的 坡 印 亭 
矢量 分 量 不 为 零 ; 由 坡 印 亭 矢量 ¿Re [E, x HT] 对 波导 壁 横 截 面 的 周 线 为 !、 轴 向 


单位 长 度 的 侧面 积 的 积分 即 可 计算 出 进入 该 单位 长 度 波 导 壁 的 电磁 波 功率 . 此 平均 
损耗 功率 P, 为 


1 
1 
Pr, — a っ Re [Fit x Hiis ` ny didz 
1 ^ * A 
= 5 Re Im (Hu x ñi) x Hiig nidl (3.2.57) 
1 


应 用 矢量 恒等式 : (a x b) x c = (а: c)b — (Ь.с)а, 以 及 Hi = H, W (3.2.57) 
式 可 化 为 


1 жул N * ^ 
Pr = 3 fem (Н, . Ay) ni 一 (ña НН: та! 
i ， 
1 
= 3 f Rein (H, . H;)) 5 dl 
i 


此 即 有 R 
P; = E jur - H1] dl (3.2.58) 


式 中 , Rs = Re[m] = i 为 波导 壁 导体 的 波 阻 抗 的 实 部 ( 波 电阻 )， 
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ЖЛ ЕЕ TEwm 型 波 , (3.2.58) 式 的 截面 回 线 积 分 , 由 沿 波导 罕 壁 与 宽 壁 
两 部 分 之 和 , 故 进入 波导 z = 0 处 单位 长 度 窄 壁 的 电磁 波 功 率 , 即 损耗 功率 Py 可 
表 为 


Rs р? 
Р = = | [H,H;],—o dy (3.2.59) 
0 


类 似 地 , 我 们 可 计算 出 进入 波导 y = 0 处 单位 长 度 宽 壁 的 电磁 波 功 率 , 即 损耗 功率 
Р 为 


Ра = #5 / (НЬН + H,H2)dz (3.2.60) 
0 


故 波导 每 单位 长 度 的 损耗 功率 P, = 2P,, + 2Prz. 对 于 TE W, 将 (3.2.33) RA 
入 后 可 得 


b 
Pr = ns | H,H* 
0 


dy + в, | (Н.Н? + H,H*) х 
z=0 0 


b a 2,2 
= ns | Н]? dy + n, | Но]? (cos? “t+ B = sin2 =) dz (3.2.61) 
0 0 a л а 


对 上 式 积分 后 , 得 


_ 2 а B2a3 
P. = воіна? (b+ 5 +55) (3.2.62) 


TÆ, Ж (3.2.49) 和 (3.2.62) 代入 (3.2.56) 式 , 便 得 到 衰减 常数 ae 为 


_ Рр 
oP 


2 812 ([—————3 2 (А/А.)? 
因 8= 55 L= Q/X)* i Bp ュー ニー oe 
nabi/ 1 — (A/ Xe) 
理 后 并 将 Xe = Ало = 2a 代入 (3.2.63) R, 就 得 到 矩形 波导 TE 波 的 ae 简洁 表 


示 式 : 
Rs 2b / A V? | 
Qe = ———— 1 Np/m (3.2.64) 
754/ 1 一 (QA/2o)* E (5) の 

衰减 常数 采用 dB/ m 表示 时 , 有 : o。(dB/m) = 101goc(Np/m) 

从 (3.2.64) 式 可 见 , ae 与 工作 波长 、 波 导 尺 寸 和 波导 材料 电导 率 o AK. 当 
À — Xe 时 , 即 工作 频率 f 一 TE 波 的 fe 时 , 衰减 急剧 增 大 ; 通常 b/a = 1/2, 中 心 
工作 波长 X = 0.7A. 


B? 3 8 2 
= R, (e+ 2x3 ) - [к 1- (A (3.2.63) 


Oc 
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(b) 壁 电流 法 

壁 电流 近似 法 假定 非 理 想 导 电波 导 中 的 电磁 场 分 布 和 波导 壁 电流 与 按理 想 导 
体 壁 情形 求 得 的 相同 ; 波导 壁 是 非 理 想 导体 , 因而 流 经 波导 壁 电流 将 产生 焦 尔 热 损 
#6. 由 于 趋 肤 效应 , 可 认为 只 是 在 波导 壁 的 趋 肤 厚度 A 内 有 波导 壁面 电流 流 过 . 

按 面 电流 的 定义 , 它 是 流 过 波导 壁 具 有 单位 宽度 的 电流 , 故 流 经 波导 横 截 面 周 
线 上 di 长 度 的 电流 可 表 为 is = .Jsdi = ñ x H|,dl, 而 对 于 波导 壁 , 具有 单位 长 
BE. dl HE. A 厚度 的 波导 的 电阻 为 Ra = (о.да) ^, 故 流 过 轴 向 单位 长 度 波 
+. dl 宽度 波导 壁 的 电流 所 产生 的 欧姆 损耗 平均 功率 Pr 可 表 为 


1 


1. n o1 куо 1 Е 
54515 Rails = 5 な H:dl ат, = 35.À 


2 |H; - Hz), dl, 


而 流 经 单位 长 度 整个 波导 壁 的 功率 损耗 是 将 上 式 d 对 波导 横 截 面 回 线 7 的 积分 ， 
即 


R 
Р; = > ju. - H1]; dl (3.2.65) 
i 


式 中 , Rs ニーー = RP. oie Sea ЧЕЙИИ НН. 


(3.2.65) 与 (3.2.58) 式 结果 一 致 , 因而 , 我 们 由 (3.2.65) 式 亦 可 导 得 (3.2.64) = 
所 给 出 的 衰减 常数 a。, 表明 Poynting 矢量 法 与 壁 电 流 法 这 两 种 近似 方法 是 等 价 的 . 
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圆柱 波导 是 指 横 截面 为 圆 形 的 中 空 金属 导管 , 如 图 3.3.1 所 示 . 设 波导 的 内 壁 
半径 为 а, 其 中 媒质 参数 为 e、j, 它 亦 是 一 种 常用 的 波导 形式 . 


图 3.3.1 圆柱 形 波导 


采用 圆柱 坐标 系 (o,p, 2), V = 4,25 + 2,57. 应 用 纵向 场 法 , 已 知 H, 和 


- 168 - 3 3 2E 规则 波导 和 谐振 腔 


E., 由 (3.1.18) 式 可 得 电磁 场 的 其 它 横向 分 量 为 
1 OE. jop 9 万 。 
$2 6 dp р де ) 


_ 1/7Y0E: . OH, 
E.--R(3 де ис) 


E, = – 


1 / juwedE, ӘН, (3-3.1) 
Hog (= де ' др ) 
3.3.1 TEmn(Hmn) 和 TM, (Ems) 波 的 电磁 场 表 示 式 
(1) TEmn 波 (E, = 0) 
Н, = H(p, pj"; Е, = 0 (3.3.2) 
H, 满足 以 下 Helmholtz 方程 : 
V2.,H2(p, p) + ó2H,(p, р) = 0 
Bp 
T + 298 + LT +ó2H, = 0 (3.3.3) 
A, 应 满足 圆 波导 的 边界 条 件 为 
Н.о = ARE 和 T: PLI (3.3.4) 
应 用 分 离 变量 法 求解 方程 (3.3.3), Wt 
Нь(р, の ) = G(p) (0) (3.3.5) 


AF, G(p) 和 (o) 分 别 仅 是 一 个 变量 p 和 y 的 函数 . 将 (3.3.5) 代入 (3.3.3) Ñ, 
Ж G(p) (o) 后 , 可 得 


1 d?G(p 1 1 dG(p) 
G(p) 42  pG(p) dp 


1 1 8906) _ _o 
P の (。) de? 


の d'G(p , p dG(p) _ 1 d2 の (の ) 
G(p) 4р2 G(p) dp sp (ру аф? (3.3.6) 
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上 式 左边 为 仅 是 p 的 函数 , 而 右边 仅 是 o 的 函数 , 这 只 有 两 边 同等 于 与 о. o AR 
的 常数 , 例如 m, m 称 为 分 离 常数 . 于 是 有 


2 
pe 2 」 か + (6292 — m?) G(p) = 0 (3.3.7) 
和 42 Фф 
Ре +m $(p) =0 (3.3.8) 


易 知 , (3.3.8) 式 的 一 般 解 为 cos(mg) 5 sin(my) 两 个 特 解 的 线性 组 和 , BD 


cos(me) (3.3.9) 


sin(my) 


(の ) = Ci cos(my) + C2 sin(my) = | 


式 中 , С, 和 Cs 为 任意 常数 由 于 (о.о) 与 (o,p + 2x), 所 代表 的 是 同一 点 , 按 
场 的 单 值 条 件 ，5(e) 必须 是 角度 o 的 2л 周期 函数 , 因而 分 离 常数 m 应 等 于 整数 
0,+1,+2,.... 由 于 波导 的 圆 对 称 性 , 当 m Z 0 IN, 解 cosmo) 5 sin(my) 两 者 仅 
在 于 极 化 面 上 相差 x/2, 其 场 形 完全 相同 , 表明 这 两 个 解 是 简 并 的 . 
对 于 方程 (3.3.7), 今 作 变数 变换 , 令 x = бр, 则 (3.3.7) 式 可 化 为 
2d2G „46 
422 dz 


这 就 是 m 整数 阶 、 变 数 为 z = бо 的 标准 型 式 的 Bessel 方程 , 其 一 般 解 可 表 为 


z + (z22 т2) G = 0 (3.3.10) 


G(p) = AJm(6p) + BY,.(Šp) (3.3.11) 


式 中 , A 和 B 为 待定 积分 常数 ; の ,(8p) 和 Yi(6p) 分 别 为 宗 量 为 бр 的 m 阶 第 一 类 
和 第 二 类 Bessel MM. TÆ, 将 (3.3.9) 和 (3.3.11) 代入 (3.3.5) 式 后 得 


cos(my) 


H;(p,v) = [AJ (бр) + BYm(5p)] { (3.3.12) 


sin(my) 


由 于 当 р 一 0 时 , H, 必须 有 限 , 因 Jr(6p)|， 一 —оо, 故 所 求解 H, 中 不 应 
含有 此 类 函数 , 即 应 有 互 = 0, id Ho = A, Д) H, 的 解 可 写 为 


(の の ニー) | созт) (3.3.13) 
sin(my) 
式 中 的 5( 称 为 波导 本 征 值 ) 可 应 用 边界 条 件 (3.3.4) R: E |, =0 重定 故 有 


Ј' (ба) = 0 (3.3.14) 
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表明 6 必须 使 ба 为 超越 方程 (3.3.14) 的 根 . 设 (6a) = 0 的 第 п MRA than 记 
此 时 相应 ran 的 5 AA dhn 于 是 有 


Onn = Ian 或 bmn = n/a (3.3.15) 
故 解 H(p, р) RA: 


cos(my) 


H2(p, 9) = HoJm(SmnP) | (3.3.16) 


sin(my) 


将 (3.3.16) 式 H, 和 E, = 0 代入 (3.3.1) 3X, 计 入 波 因 子 eo に 7z 后 就 得 到 圆 
波导 中 沿 +2 方向 传播 的 TE。。 波 的 电磁 场 表示 式 为 : 


в, = +E on (Вар) ңы, [07 
on cos(my) 


8 sin(my) 
Е, = 0 
| (3.3.17) 
H, = НОЈ, (бар) 4 0009) gota 
“Fe sin(my) 
Ho = キー ケー Holm CY sin(my) ejwt 一 7z 
Ó nn cos(my) 


Hz = НоЈь(6 њр) | ese) jo 


RP, fhn = ж/а 由 (3.3.15) 式 给 出 ; 而 由 (3.1.53) 式 可 知 , 传播 常数 y 为 


P= iin wep BÑ y=j0=jVoeEn- 62. (3.3.18) 


对 于 给 定 的 阶 m, Ja (ба) = 0 的 根 z= xc 可 采用 数值 方法 编程 计算 ( 相 
应 程序 参见 附录 G). 几 个 低 阶 的 前 几 个 zw 的 值 如 表 3.3.1 所 示 . 


表 3.3.1 Ј', (2) = 0 的 第 n 个 根 z'sm 的 值 


1 2 3 4 
m 
0 3.831706 7.015587 10.17347 13.32369 
1 1.841184 5.331443 9.536316 11.70600 
2 3.054237 6.706133 9.969468 13.17037 
3 4.201189 8.015237 11.34592 14.58585 
4 5.317553 9.282396 12.68191 15.96411 
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(3.3.17) 式 是 Helmholtz 方程 (3.3.3) 满足 圆 形 波导 边界 条 件 (3.3.4) 的 解 . 对 
于 不 同 的 m,n 时 有 不 同 的 场 分 布 , 相应 地 记 为 TEm 波 (或 模 ); 它们 是 圆 波导 中 
可 能 传播 的 具有 E, = 0 的 TES, WER. MERTI, 电磁 场 沿 波导 径 向 o 是 驻 
波 , 沿 z 方向 是 行 波 . 

(2) ТМ,„„ W (H, = 0) 


E(p,o,z,t) = E, (p, yl’; Н, = (3.3.19) 
E, 満足 以下 Helmholtz 方程 : 


V2, gz(p е) + 6®Е„(р, р) = 0 


即 
T | 192 ー 3 5. EE, = 0 (3.3.20) 
E, 应 满足 圆 波导 的 边界 条 件 为 
E,|,, = 有限 值 和 E,|,_,=0 (3.3.21) 
应 用 分 离 变量 法 求解 方程 (3.3.20), 设 
Е.(р, p) = Gp) ®(y) (3.3.22) 


RF, Glo) 和 @(@) 分 别 仅 是 一 个 变量 p 和 。 的 函数 . 类 似 于 求解 TEn 波 情形 ， 
采用 求解 方程 (3.3.3) 相同 的 步骤 , 可 得 (3.3.20) 式 満足 条件 E| _。 必須 有限 的 解 
E, A: 


E.(p,q) = my] сов(ту) (3.3.23) 
sin(my) 
而 应 用 边界 条 件 (3.3.21) 式 E| = 0, WA 
Jm(6a) = 0 (3.3.24) 


表明 ó 必须 使 ga 为 超越 方程 (3.3.24) 的 根 . 设 (ба) = 0 的 第 п MEN tmn, 记 


bmna=Zmn 或 бып = ста (3.3.25) 
故 解 Е.(р,) 可 表 为 


E,(p. р) = ay] OR の (3.3.26) 


sin(my) 
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将 (3.3.26) 式 E, 和 H, = 0 代入 (3.3.1) R, 计 入 波 因子 eit. 后 就 得 到 圆 
波导 中 沿 +z 方向 传播 的 TM。。 波 的 电磁 场 表 示 式 为 : 


cos(rnp ‘ot 
Е, = - Eon (6mnp) | ( ) IE tid 


sin(my) 
ym sin(mq) ‘ot 
Ep = + EoJm (Ómn eet 
e 92 „р Ü ( p) | cos(my) } 
cos(my) | jvt- 
E, = EoJm(Óómn get-vz 
om of sin(my) | (3.3.27) 
jwem sin(my) ‘ot 
H, = Eo Jm (дит el y 
Р + p ont 21 cos(myp) ) 
Hy = Bod, (rnp) d OUP) | есле 
т sin(my) 
Н, = 0 


式 中 , бы, = mana 由 (3.3.25) 式 给 出 ; 而 由 (3.1.53) 式 可 知 , 传播 常数 у 为 
ү? = 6203 – «деш 或 Y=jB=jVw?ep 62, (3.3.28) 


表 3.3.2 列 出 了 几 个 低 阶 的 前 几 个 zm 的 值 . 对 于 给 定 的 阶 т, Л. (ба) = 0 的 
根 可 采用 数值 方法 编程 计算 (相应 程序 参见 附录 G). 


R 3.3.2 J, (z) = 0 的 第 MR Tmn 的 値 


n 1 2 3 4 
m 
0 2.404826 5.520078 8.653728 11.79153 
1 3.831706 7.015587 10.17347 13.32369 
2 5.135622 8.417244 11.61984 14.79595 
3 6.380162 9.761023 13.01520 16.22347 
4 7.588342 11.06471 14.37254 17.61597 


(3.3.27) 式 是 Helmholtz 方程 (3.3.20) 满足 圆 形 波导 边界 条 件 (3.3.21) 的 解 . 对 
于 不 同 的 m,n 时 有 不 同 的 场 分 布 , 相应 地 记 为 TMi 波 (或 模 ); 它们 是 圆 波导 中 
可 能 传播 的 具有 H, = 0 的 TM 横 磁 波 . 从 此 式 可 见 , 电磁 场 沿 波导 径 向 p 是 驻 
їй, 沿 z 方向 是 行 波 . 
3.3.2 TEmn 和 TMinn 波 的 截止 波长 、 截 止 频 率 和 波 阻 抗 

对 于 圆 波导 的 TES 和 TMm 波 , 由 于 它们 的 截止 波 数 5 不 同 , 因而 有 不 同 
的 截止 波长 和 截止 频率 . 
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对 于 TEmn W, Ж (3.3.15) 5X d'mn = z", n fa, 代入 (3.1.60) 式 可 得 其 截止 波长 
和 相应 的 截止 频率 ; 由 (3.3.18) 和 (3.1.60) 式 可 得 其 传播 常数 , 它们 分 别 为 


xm = 2% _ m (3.3.29) 


+ 
JIE, = "т nr (3.3.30) 


y=j8; 2= ニ oyEzV1ー (A/AZE.)° (3.3.31) 


对 于 TMmn W, 将 (3.3.25) 3X mn = zmn /а, 代入 (3.1.60) 式 可 得 其 截止 波长 
和 相应 的 截止 频率 ; 由 (3.3.28) 和 (3.1.60) 式 可 得 其 传播 常数 , 它们 分 别 为 


am = 2m _ 2ma (3.3.32) 
bmn Tmn 
0 т 
TM __ mn 一 mn | 
Penn ーー 2л /Eh 21a. EH (3.3 33) 
和 
y=ji8; 8 = оуғпү1 — AAM) (3.3.34) 


# 3.3.3 给 出 了 圆 波 导 中 前 10 个 低 次 波 型 的 "rw 和 cu, 的 值 , 和 按 (3.3.29) 
和 (3.3.31) 式 计算 出 的 截止 波长 . 图 3.3.2 是 圆 波导 前 10 个 波 型 的 截止 波长 分 
布 图 . 


R 3.3.3 ARS TEmn 和 TM. 型 波 中 前 10 个 低 次 波 型 的 截止 波长 


序号 波 型 mn 或 Emn Ac 2л „9л 
a Xn Emn 
1 ТЕ11 1.841184 3.412579 
TMo1 2.404826 2.612741 
3 TE21 3.054237 2.057201 
4,5 'TEo1,TM;1 3.831706 1.639788 
6 TE31 4.201189 1.495573 
7 TM> 5.135622 1.223452 
8 TEa1 5.317553 1.181593 
9 TEi2 5.331442 1.178515 
10 TMo2 5.520078 1.138242 


从 表 3.3.3 可 见 , 圆 波导 中 TE, 模具 有 最 长 的 截止 波长 , 是 圆 波导 中 的 主 模 ， 
其 截止 波长 值 为 AGE = 3.413a; 所 有 其 它 的 波 型 均 为 高 次 模 ; TMo 模 是 圆 波导 的 
第 一 个 高 次 模 , 其 截止 波长 值 为 AM = 2.6130. 而 从 图 3.3.2 可 见 , 为 了 使 波导 中 
仅 可 传播 TE, ER, 则 对 于 给 定 波导 尺寸 a, 工作 波长 А 的 范围 应 满足 条 件 : 
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2.61a < À < 3.41a (3.3.35) 
TM, Tn 
TE, Г 
TE, TMi, ング 
单 模 Z 
TE 工作 区 截止 区 
TM, 
TE 
TE 
ТМ, 
А, 
a 2a 3a 4а 


图 3.3.2. ВВ 10 个 低 次 波 型 的 截止 波长 分 布 


如 果 给 定 工 作 波 长 A, 则 相应 的 波导 半径 a 应 满足 条 件 : 


入 入 


此 外 , 我 们 还 看 到 TEo 与 TMi 模具 有 相同 的 截止 波长 . 事实 上 , Al (x) = Л (2), 
Ha) 5 hla) 有 相同 零点 , MA thn = zin, 故 对 于 TEon 与 TMin E (n = 1,2,…)， 
它们 是 具有 相同 的 截止 波长 的 简 并 模 ， 是 圆 波导 中 除了 具有 ТЕ. 与 TMm Ж 
(m £0) 具有 极 化 简 并 性 质 之 外 的 另类 简 并 情形 . 

波导 的 波 阻 抗 z, 定义 为 其 中 横向 电场 与 横向 磁场 之 比 , BE z = E,/H, = 
-Е,/Н,. H (3.3.17) 和 (3.3.27) 式 可 知 . 对 于 TEmn 和 TMinn 波 , zç 分 别 为 ( 亦 
見 (3.1.68)~(3.1.70) 3X): 

za =e = = = 17 和 s= mu = = P 

此 外 , 已 知 TEmn 和 TMm 波 的 截止 波长 ATE, 和 Ашу, 由 (3.1.62). (3.1.64) 和 
(3.1.65) 式 可 求 得 其 波导 波长 Ag, 相 速 up MER vg. 
3.3.3 TEmn 和 TM, 波 的 传输 功率 P 


现在 , 我 们 来 计算 通过 圆 波导 横 截 面 S 传输 的 平均 功率 P, 它 可 应 用 (3.2.48) 
式 计算 . 采用 圆柱 坐标 系 ， Е = Еа, + Е.а, + E.G, H = Hjà, T Hà, + H;à;, 
TÉ 


(3.3.37) 


P= If 2ке [Ey x НА] 45 = If ¿Re [E,H; — E, H;] dS (3.3.38) 
S 
因 zo = E,/H, = —E,/H,, & (3.3.38) 式 亦 可 表 为 
P= / / 5 Re [zo (Н„Н; + He Hs)}] aS (3.3.39) 
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Р- [f ; pe |= (E,E; + E, eE) ds (3.3.40) 
对 于 TEmn ix, 将 Zg = ZTE — ou/8 代入 (3.3.39) AJA, A 


P= / / 2ке [zre (HoH; + HH;)] ds 
w a 2n 
-3 | n Re[H, Hz + HHz]pdpdo (3.3.41) 
代入 (3.3.17) 式 TEmn 波 的 横向 磁场 H, 和 Ho, 得 
> wA 12 7 cos? (my) 
F-aph- Hof ГА [ л (am の of sin?(my) | 


т? sin? (me) | 
+— J, (8 mn dpd 
б p? m ( »| cos? (mg) | iod 


2x 2л 
Al / cos*(my)dy = / sin?(my)dy = л(т Z 0), 上 式 对 y 积分 后 , EE 
0 0 


一 win а т? 
Р = — нор f k: mnp) + уз Im (л) pdp 


Eom 2, 
1 m=0 
式 中 , Edm = 2 m 4 0 . 
ERRER, 令 z = бр, Д дй шиж Р P 可 写成 
5 wn 12 
P= неа н]? е | zdz (3.3.42) 


Xm, $ mn 为 TEmn He A eae Ban = Ó maa A JA (x) 的 第 n 个 零点 . 
利用 Bessel 函数 递 推 公式 , 不 难 证 明 有 


Jr (0) + = ту (z) = 3 [7 2 a) + J241 (2)] 
于 是 , 我 们 将 (3.3.42) RTLS 


ш л 
Р = DA — Hol [^t J2, i (z) + 2, (z)] zdz (3.3.43) 


引用 Bessel 函数 积分 公式 : / 2 oda = T [J3 (0) ~ Ja) (0), IE 


用 Bessel 函数 递 推 公 e FFA z. 是 JL (х) 的 零点 最 后 可 得 到 圆 波 导 TE, 波 
的 平均 传输 功率 为 


5. wHnGmra4 2 2 2\ 2 1 m=0 
アー ジー っ 4 Ho| (z 2 ат ) JA me) п)" 4o (340) 
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关于 (3.3.44) 是 的 详细 推导 , 可 参见 附录 A. 
对 于 TMinn W, 将 z; = 2тм = P. 由 (3.3.40) 式 后 , 有 


Ez! i i * * 
P=} // Re ES (E,E; + BB) as 


a 2x 
= 26 / / Re[E, E? + E, Hš]ododeo (3.3.45) 
28 Jo Jo 


代入 (3.3.27) 3X, TM。。 波 的 横向 电场 E, Ж ES, 得 


P= sz ur [ ^ preso n] 


m? sin? (my) | 
キラ ーー ブル (bmn dpd 
Orne? ™ © Д cos? (mq) | PCP 


2x 2x 
注意 到 / cos*(my)dy = n sin?(my)dy = n(m Z 0), 上 式 対 y 积分 后 , 便 
0 


= WE DIT 
P= m = |Eo|” / Е bmnp) + 2—5 27" ыг) pdp 


式 中 , lin ! m-0 ・ 
作 変 数 変換 , NM r= "ban, 则 以 上 传输 功率 P 可 写成 


ーー |Eol? nu `(% ' (z) + та (2) Jade (3.3.46) 
式 中 , bmn A ТМ 波 的 截止 波 数 ; mn = бла 为 JA (z) 的 第 n 个 零点 . 

类 似 于 TE 波 情形 , 应 用 Bessel 函数 积分 公式 和 弟 推 公式 , 并 因 tmn = bmna 
是 Ja (z) 的 零点 , 则 最 后 不 难 导 得 圆 波导 TM,。。 波 的 平均 传输 功率 为 


1 m=0 
[Eo J'2(zma) Eom = | 2 m40 (3.3.47) 


шє8ла^ 


Р ーー 
2 
2€0mTZ,n 


关于 (3.3.47) 式 的 推导 亦 见 附录 А. 
3.3.4 TEn 主 型 波 、 TMo, ВЕ ТЕ. 圆 电波 


圆 波导 中 的 TEn, TMo 和 TE: 型 波 是 具有 实际 应 用 的 三 种 波 型 . 因此 ,以 
下 我 们 将 分 析 和 讨论 它们 的 场 结构 ( 场 分 布 ) 及 其 传输 特性 , 诸如 截止 波长 、 波 时 
波长 、 波 导 壁 上 的 电流 分 布 和 衰减 常数 等 , 以 及 它们 的 主要 特点 . 


зз 圆柱 波导 


(1) TE 主 型 波 


. 177. 


TE; 型 波 是 圆 波导 的 TE 和 TM; 波 型 中 截止 波长 最 长 的 波 型 , 它 是 圆 波 
导 的 主 模 . 由 (3.3.17) R, 令 其 中 m = 1,n = 1, 可 得 TE 波 的 电磁 场 表示 式 : 


E, 2 52 Hoh (=) ome ) > 
NT a COS の 


E = WH н, J^ 211 p COS の ejwt-yz 
” あめ a sine 


(3.3.48) 


RP, y = j8,8 = Vw?ep — 62, = w eu 1 一 (А/АТЕ)?; wi, = 6а = 1.841184 


为 J' (z) 的 第 一 个 零点 . 


由 (3.3.29) 和 (3.3.30) 式 和 表 3.3.1, 取 m = 1,п = 0, 可 得 TE。 波 截止 波长 和 


截止 频率 为 
ATE = 3.413a 
тв 1 1.841 
l лп 2na En 
而 TEn 波 的 波 阻 抗 zr 为 
E, E, jun — 7) 


ETE = тү = = 
He В 7 1 — (А/3.413а)? 


RP, л = ү/и/є AZ e. и 媒质 自由 空间 中 TEM 波 的 波 阻 抗 . 


由 场 边 界 条 件 (1.4.11) R, 圆 波导 的 壁面 电流 Js = Ax Н | 


对 于 TEn E, 而 有 


COS А 
Jo = H| p-a = HoJı(z'11) | . P | eea 
sin の 


sin А 
J, = -Нь| = а Hoh (zu) Ў telo に の の ) 
P Ta COS (p 


= —á,x H| 


(3.3.49) 
(3.3.50) 


(3.3.51) 


p=a’ 


(3.3.52) 


(3.3.53) 
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ARẸ TE, 波 的 电磁 场 分 布 的 示意 图 如 图 3.3.3 所 示 . 


TEn Ë "—"——— 


3.33 BRS TE 波 的 电磁 场 分 布 
FARERI TE W Pi 的 同样 方法 , 可 得 单位 长 度 圆 波导 TES 波 平均 
功率 损耗 为 


Rs * Rs an * * 
Pr = == H: - Hidl = — (НН; + H,H:;) ade (3.3.54) 
i 0 


将 (3.3.48) 式 中 的 磁场 Ho AH, RAER, 得 


R 2n 2 sin? cos? 
Pr = = на? f B М + - P J2(x')adp (3.3.55) 
2 o 614 \ cos? g sin“ の 


2x 2x 
因 / cos? と do = / sin? рар = x, EAX y 积分 后 , 可 得 
0 


0 


Rena 2a? 
P, = > | Hol? (= + 1) J2 (x11) (3.3.56) 
11 


式 中 , Rs = ラー 为 波导 壁 的 波 阻抗 的 实 部 . 
另 一 方面 , 由 (3.3.44) È, Ф m = 1,n = 1, 可 得 ТЕ 波 的 平均 传输 功率 P A 


шрВла^ 


Р = 
4х'% 


но (тї _ 1) Л} (211) (3.3.57) 


将 P, Ж PARA (3.2.59) 式 衰减 常数 定义 , 即 得 TE 型 波 的 ae 为 


_ Pr В, fva 
2P  wuBa? gx —1 


(3.3.58) 


Oc 


代入 8 = шун 1 一 AJA = EA — (A/c)? 和 X11 = ó11a = 2да / А, Ext 
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可 化 为 : 
Е v- A (MA). 22 
UE a + 1ー Q/A)* 7s] 
- а - a — + (A/c) i [1 (A/A) jq (3.3.59) 


为 简洁 起 见 , (3.3.59) 式 中 已 将 TES 小 的 截止 波长 ATE 简写 成 X. 对 于 填充 空气 
的 圆 波导 TE, 型 波 , © = go, ん = joVhofeo = 376.70, zii z 1.84118 和 ATE дз 
3.412579g, 代入 这 些 值 于 ae 中 , 最 后 便 得 到 衰减 常数 : 


2B s [rm 2.6544/1 — (A/ ATE) j x107? Np/m (3.3.60) 
MA 

由 于 圆 波 导 几 何 的 轴 对 称 性 和 TE 波 的 场 与 方位 角 o 有关, Bü o 角 的 变化 
一 般 是 cosy 与 sing 的 线性 组 合 , 可 表 为 cos(p + фо), XE, wo 为 初始 相 角 ， 当 
po = 0 ЕЎ, ВП cosy; po = —90° Ff, В] siny. 不同 的 yo 取 值 场 的 极 化 方向 不 同 , 然 
它们 的 传输 特性 完全 相同 , 表明 TE, 波 是 极 化 简 并 的 . 因 波 导 在 制造 过 程 中 难以 
做 到 理想 的 “几何 ” 圆 , 而 存在 一 定 的 椭圆 度 , 且 可 能 随 轴 向 变化 , 致使 TE 波 在 
传输 过 程 中 可 能 产生 极 化 面 的 旋转 , 而 影响 系统 的 正常 工作 . 因此 , 圆 波 导 TES YE 
不 适宜 用 于 微波 信号 的 传输 , 它 主要 应 用 在 某 些 波导 器 件 中 , 如 天 线 收发 开关 、 极 
化 衰减 器 、 法 拉 第 旋转 器 和 矩形 一 圆 形 波导 过 渡 等 . 

(2) TMo: 圆 磁 波 

ТМо 波 是 圆 波导 的 所 有 模式 中 的 第 一 高 次 模 、TM， 波 中 的 最 低 次 模 , 其 截 
上 波长 为 


ATM = 2.612741a (3.3.61) 
H (3.3.27) sk, 令 其 中 m = 0,n = 1, 可 得 TMo 波 的 电磁 场 表 示 式 : 
E, = — 5 Bod’ (=p) ewer 
E, = Eo Jo (=) eiot—yz 
jwe po (3.3.62) 
Hy = w (=o) ele yz 
E, = H, = Н, =0 


式 中 , y = ]8,8 = wep 1 — (А/АТМ)?, тол = боза = 2.404826 为 Jo(z) 的 第 一 个 
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圆 波 导 TMo 波 的 电磁 场 分 布 的 示意 图 如 图 3.3.4 所 示 . 


图 3.3.4 BR TMo 波 的 电磁 场 和 壁 电流 分 布 
TMo: 波 的 波 阻抗 zrm 为 
y 


E 2 
ZTM = Н, = jwe -0yl- (X) (3.3.63) 


由 场 边界 条 件 (1.4.11) 式 可 知 , 圆 波导 的 壁面 电流 为 
Js=ñxH| _,=-à, x à; Hol, 。 


对 于 TMo 型 波 , 由 于 H, = 0, Ж Js RAY z 方向 的 纵向 电流 , IS] Л (z) = —A (z), 
而 有 


jwea 


J, = -Ho, = әла ВОЛ (2.405) elt-82) (3.3.64) 

KHAR TE 3 Pr 的 相同 方法 , 可 得 单位 长 度 圆 波导 TMo 波 平均 功率 损耗 : 
R 。 R 2л 。 

P, = > н, “НЧ! = > | [Нн] ,_, adv (3.3.65) 


将 (3.3.62) 式 中 的 磁场 H, RAER, 得 
Е Rs 2 2л we 
reap imo | 


Renwe%a3 
= ーー ューー | Bol? J'Š (шоу) (3.3.66) 


Toi 


2 


275 (201) адр 


式 中 , Rs = リラ = 为 波导 壁 的 波 阻抗 的 实 部 . 
另 一 方面 , 由 (3.3.47) sÑ, $ m = 0,n = 1, 可 得 TMo 波 的 平均 传输 功率 P 为 


weßnat 


P= Eo oe) (3.3.67) 
将 Pr 和 五 代入 (3.2.59) 式 衰减 常数 定义 , B TMo 波 的 o。 为 
a, = РЬ = Ës wE (3.3.68) 


OP а f 


3.3 柱 波 导 .181 ・ 
E атм = Aiza = үкү ОРАУ", 于 是 (8.8.68) 式 可 化 为 


a= EJ f- QAM Е (3.3.69) 


对 于 填充 空气 的 圆 波导 TMo BR, ү/ до /єо = 376.70 RATY = 2.612740а, 代入 
这 些 值 于 o. 中 , 最 后 便 得 到 TM 波 的 衰减 常数 : 


R An | 
5 —3 
= 2. 1 1 М .3. 
Qe = 2.654 a | (sas) | x 10 p/m (3.3.70) 


TMo 波 的 特点 是 其 磁场 仅 有 沿 o 方向 的 分 量 He, 即 波导 中 磁 感 线 图 形 为 同 
心 圆 , 故而 有 圆 磁 波 之 称 . 由 于 圆 波导 中 的 TM 波 同时 具有 结构 上 的 和 电 特 性 上 
的 对 称 性 , 因而 它 被 应 用 于 雷达 天 线 与 馈线 波导 联接 的 旋转 接头 中 ; 此 外 , 由 于 在 
轴线 上 (о = 0), 有 较 强 的 轴 向 电场 , 因而 可 有 效 地 与 沿 轴 向 运动 的 电子 流 交 换 能 
Ж, 从 而 可 应 用 于 微波 管 和 直线 加 速 器 的 谐振 腔 和 慢 波 系 统 中 . 

(3) TEo: 圆 电波 

圆 波导 中 的 TEo 波 亦 是 一 具有 实际 应 用 的 一 种 波 型 . 它 的 截止 波长 为 


ATE = 1.639788a (3.3.71) 
由 (3.3.17) 3X, SHP m = 0,n = 1, 可 得 TEo」 波 的 电磁 场 表 示 式 : 
Ey = ó'o1 Jon qr po e ov P) eiet—vz 


J'o (22) ejet— yz 
а (3.3.72) 


H, = HoJ e ) jot- 32 
z = HoJo| — P e 


Н,= – 


Pa 


E, = Е, =H, =0 


式 中 , y = 18,8 = хуту – (А/АТЕ)?; z'o = боа = 3.831706 为 J'o(z) 的 第 一 
个 零点 . 

圆 波导 ТЕо 波 的 电磁 场 分 布 示意 图 如 图 3.3.5 所 示 . 

ТЕо 波 的 波 阻 抗 2те 为 


i 
2 


ore =-= -»h — (A JATE) "| (3.3.73) 
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图 3.3.5 [BE TE o Ë 波 的 电磁 场 分 布 


由 场 边界 条 件 (1.411) ATA, 波导 壁面 电流 为 Js = ñ x à; Helga = 一 Gp x 
à, H.|, ,. 对 于 TEoi W, AH, Z 0. Hç = 0, W Js RAW p 方向 的 环形 电流 ， 
Al J'o(z) = —A(z), 而 有 


Je = Нь|„—„ = НоЈо (3.832) の に お の (3.3.74) 
KHAK ТЕ. W P, 的 相同 方法 , 可 得 单位 长 度 圆 波导 TEo 波 功率 损耗 : 
R 2x 
Р, = = [H,- Hi], dl = 5 n [HA] ade (3.3.75) 


将 (3.3.72) 式 中 的 磁场 Н, RAER, 得 
Rs 2 27 2 (4 2 727,08 
P, = 1н, / J? (z!) ado = Raza |Hol? J? (201) (3.3.76) 
[0] 
RP, Rs = ラー 为 波导 壁 的 波 阻抗 的 实 部 . 


另 一 方面 , 由 (3.3.44) R, & m = 0,n = 1, 可 得 TEo 波 的 传输 功率 P X 


шц@ха^ 


Р= LH |? Je (z'o1) (3.3.77) 


72 
21101 


将 Pr 和 ア 代入 (3.2.59) 式 衰减 常数 定义 , 即 得 TEo 波 的 oc 为 


(3.3.78) 


RA w= wa 8 = S (АЈАЗ)? Me’, = #ova = 2ла/АТЕ, JU (3.3.78) s 
可 化 为 


1 
2 


a = TE f oy)" h- oD T (3.3.79) 


3.4 同 #H Ж 183. 


对 于 填充 空气 的 圆 波 导 TEo」 UE, ү/ о/о = 376.72, ATE = 1.639788a, 代入 这 
WEF о, 中 , 最 后 便 得 到 ТЕо 波 的 衰减 常数 : 


1 
Rs/ A WV A ү? А 
= 2.65455. (А 10-3 № 3.3.80 
ос = 2.65477 (сав. [ (сас) x p/m (3.3.80) 


ТЕо 波 的 特点 是 电场 仅 有 沿 v IA E, 其 电场 线 为 同心 圆 , 故 有 回 
电波 之 称 . 沿 波导 壁 TEo」 波 的 磁场 仅 有 H, 因而 其 波导 壁 上 仅 有 沿 o 方向 电流 
而 无 纵向 电流 ; 此 外 , ТЕо 波 的 衰减 系数 具有 随 工作 频率 的 升 高 而 降低 的 特性 , 因 
ПО, CEA Q 微波 谐振 腔 的 设计 中 具有 重要 应 用 .，TEol 波 是 较 高 次 模 , 波导 中 可 
能 存在 有 TE\1,TMoi, ТЕ», 等 低 次 模 , 以 及 与 之 相 简 并 的 TMi, 等 寄生 模 , 它们 的 
存在 会 导致 TEo: 波 的 附加 衰减 和 信号 畸变 . 为 实现 单 模 工作 , 则 必须 泸 除 和 防范 
出 现 这 些 寄生 模 , 对 波导 的 制造 、 加 工 也 提出 有 严格 要 求 . 


3.4 同 轴 线 


同 轴 ( 传 输 ) 线 是 由 两 同 轴 的 圆柱 导体 所 构成 的 导 波 系统 , 其 内 导体 的 外 半径 为 
a, 外 导体 的 内 半径 为 5, 同 轴线 内 外 导体 间 填 充 e、g 介质 , 如 图 3.4.1 所 示 . 


图 3.4.1 同 轴线 


同 轴线 有 硬 同 轴线 和 软 同 轴线 两 种 结构 , 前 者 称 为 同 辅 波 导 , 后 者 称 为 同 轴 电 
W. 硬 同 轴线 内 外 导体 间 填 充 的 介质 一 般 为 空气 , 其 间 每 隔 一 定 距离 放置 有 高 频 环 
形状 介质 支撑 ,以 保证 其 同 轴 和 绝缘 ; 软 同 轴线 内 导体 为 单 根 或 多 股 绞 合 铜 线 , 外 
导体 由 铜 丝 编织 而 成 , 其 间 填 充 的 是 高 频 低 耗 介质 . 

同 轴线 是 一 种 双 导 体 传输 线 , 又 是 一 种 同 轴 圆柱 波导 , 因而 在 同 轴线 中 既 可 以 
传输 无 色散 的 TEM W, 也 可 以 传输 色散 的 TE 和 TM 波 . 由 于 TEM 波 的 截止 波长 
А. = oo, 因此 , 它 是 同 轴线 中 的 主 模 , 而 其 它 所 有 TE 和 TM 波 均 是 高 次 模 ; TEM 
波 的 截止 频率 f. = 0, 表明 它 可 作为 一 种 具有 宽带 特性 的 传输 线 , 其 工作 频率 可 以 
从 直流 一 直到 毫米 波段 , 频率 高 端 主 要 受到 同 轴 线 工作 频率 愈 高 实现 ТЕМ 波 单 模 
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传输 所 要 求 其 尺寸 愈 小 , 从 而 导致 其 传输 损耗 愈 大 , 以 及 过 小 的 尺寸 使 得 加 工 要 求 
过 严 所 限制 . 
以 下 分 别 讨论 同 轴线 中 的 TEM 主 型 波 , 和 TE 与 TM 高 次 模 的 场 结 构 及 其 主 


要 特性 . 
3.4.1 ” 同 轴线 中 的 TEM 波 ( 主 模 ) 
(1) 电磁 场 结构 
采用 圆柱 坐标 系 (o, v, 2), 同 轴线 中 沿 其 轴 向 z 传播 的 电磁 场 为 
Е = Eo(p, pj“ 和 H = Ho(p, o)e ^*^ (3.4.1) 


对 于 TEM W, 场 纵 向 分 量 E, = H, = 0, FH, 由 (3.1.51) 和 (3.1.52) 式 可 知 
场 的 横向 分 量 Er 和 Hr 满足 Laplace 方程 : 


У%Ет(р, ç) = 0 (3.4.2) 
VEHT(p, 9) = 0 (3.4.3) 
这 表明 同 轴线 TEM 波 的 电场 Ex 和 磁场 Hr 的 横向 分 布 与 静电 场 和 稳 恒 磁 场 分 


布 相同 . 事实 上 , 直接 由 Maxwell 场 方程 V x E = —jeuH, 因 E, = Н, = 0 Ж 
Š = _y 我 们 可 得 


Oz 
18E, OE . . 
5 ov — Al. = —јииН, ә YE, = —jwuH, (3.4.4) 
дЕ OE, . . 
10(pE,) 10E, ; O(pEy) OE, 
一 —— — — ——- = Ya H. 一 —— — — = 0 3.4.6 
p Op p Op тән др де ) 
而 由 Maxwell 场 方程 V x H = jee E, 我 们 可 得 
10H, ӘН, . А 
5 8o — Az = jwe E, — YH; = jweE, (3.4.7) 
OH, OH, . . 
E 一 Dp —jwEE,  —Y1H,-—jwuE, (3.4.8) 
10(pH,) 10H, . O(pH,) ӘН, 
二 _ — wek, > — 二 0 3.4.9 
p Op р де? до де (849) 


同 轴线 的 边界 条 件 为 El,_。。= 0 R Н, о, = 0, 因 对 任意 的 a、b 值 它 均 
应 成 立 , 故 由 (3.4.4) RA: 


E,(p,y)=0 和 H,(p,y) =0 (3.4.10) 
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于 是 , H (3.4.6) RA ps = 0, 故 可 知 有 E, = Е„(р), 5 v ЖЖ. 因此 , (3.4.4). (3.4.9) 
式 六 个 方程 减少 成 三 个 : 


YE, = jonH, (3.4.11) 
Hy = jweE, (3.4.12) 
5; (он) =0 (3.4.13) 
由 (3.4.11) 和 (3.4.12) 式 , 可 得 
V= wep 或 y=jwVen (3.4.14) 
而 
8? = ү? ep = 0 (3.4.15) 


如 3.1 节 中 讨论 波 型 分 类 时 就 曾 指出 的 , 对 于 TEM 波 , 有 截止 波 数 5 = 0. 
对 (3.4.13) 式 进行 积分 , 可 得 pH, = Ho, VARA ele, 即 有 


Hy, = Hozir (3.4.16) 
式 中 , Ho 为 积分 常数 . 而 将 它 代入 (3.4.11) 式 , 便 可 得 
E, = Pn, = naf eae (3.4.17) 
积分 常数 Но 可 应 用 安培 环流 定律 或 场 的 边界 条 件 确定 . 由 安培 环流 定律 , 有 
$ 万 。pde = І, (3.4.18) 
l 


式 中 , Г, = Lamat 为 通过 同 轴线 内 导体 的 电流 . 将 (3.4.16) 式 代入 上 式 积分 后 可 
得 Hy = Pr; 而 按 同 轴线 内 导体 磁场 边界 条 件 Js = à, x Ge = à, Hol 


2x 
可 知 Js, = Jeme = (Ho/a) ei*t7?*, 而 Lem = 2raJsn， 故 由 此 亦 可 确定 出 
Ho = ん ぁ 。/2x, 于 是 , (3.4.16) 和 (3.4.17) 式 可 表示 为 


ーー Im jwt—yz 
Н, = zd (3.4.19) 


Im jwt—yz 
Е, = (pute (3.4.20) 
同 轴线 中 的 TEM 波 电场 只 有 径 向 分 量 E,. 磁场 只 有 周 向 分 量 Ho, 它们 与 p 
成 反比 , 在 内 导体 p = a 处 场 强 最 大 ; 其 场 结构 具有 轴 对 称 , 电场 线 是 经 向 线 , 磁 感 
线 为 同心 圆 , 如 图 3.4.2 所 示 . E, 与 H, 之 比 等 于 电磁 波 在 <,/ 无 限 媒质 中 的 波 阻 


Pi n= Jule. 


p=a’ 
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eoe 


こ 
Z K 


SNS て 


一 一 > 电力 线 
图 3.4.2 同 轴线 中 TEM 波 的 场 分 布 


(2) 传输 特性 

以 下 讨论 同 轴线 中 的 TEM 波 的 截止 频率 、 截 止 波长 、 相 位 常数 、 波 导 波 长 、 
传输 线 特性 阻抗 、 传 输 功 率 、 功 率 容量 和 衰减 常数 等 传输 特性 . 

H (3.1.59)~(3.1.62) R, 可 得 截止 频率 た 、 截止 波长 。、 相 位 常数 8 和 波导 波 
É X A 


ó 2л 
fe = = 0, A。 = — = OO 
2луєр ô (3.4.21) 
8- 2 _ x 2n _ 
= Y = WwW /EM, c= 5 = OO 


而 由 (3.1.64). (3.1.65) 和 (3.1.68) 式 可 得 相 速 vp. 群 速 u, 和 波 阻 抗 zrem 分 别 为 


BE 
Up B Veli Uc; Ug 48 VE р; TEM = H. = ү —1) (3.4.22) 
H (3.4.20) 式 , 我 们 可 求 出 同 轴线 的 内 外 导体 之 间 所 存在 的 电位 差 Us 


b b 
Lm [B sot Lm JH, b jwt- 
= E dp = /eo dp= デー リー 1а -e7 .4.2 
0 / РСР f = P= Эл Ve a (3.4.23) 


传输 线 上 的 行 波 电压 与 行 波 电流 之 比 是 一 个 非常 重要 的 量 , 具有 阻抗 量 纲 , 其 
值 只 与 传输 线 的 几何 尺寸 和 物理 特性 参数 有 关 . 对 于 同 轴线 , 由 (3.4.23) R, 有 


ど _ 1 [eye 
-L xV In ~ (3.4.24) 
2. 称 为 传输 线 的 特性 阻抗 . 对 于 填充 介质 为 非 磁 性 介质 и = uo, (3.4.24) RA BH 
60 b 138 b 
Z. = JE = VAT 

这 表明 Z. 与 比值 b/a 的 对 数 成 正比 . 例如 , E z, = 1, 当 b/a = 2.3 Bf, Ze = 500; 
m b/a = 3.5 В, Ze œ 750. 

现在 , 我 们 来 计算 同 轴线 中 的 TEM 波 的 传输 功率 五 、 功 率 容 量 和 导体 的 衰减 
常数 ac. 


(3.4.25) 
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对 于 同 轴线 中 TEM 波 , 通过 横 截 面 5 传输 的 平均 功率 P 可 应 用 (3.3.40) 式 
计算 , 而 有 
P= || 5ке = (E,E* + Е.Е 2] ds (3.4.26) 


(3.4.20) 式 代 入 后 , 可 得 
= РЧ 一 5 = — Lam ーd 
/ / 2° E pape = qx Mam! J р 


P= 1. nn (3.4.27) 
4л a 


当 同 轴线 中 的 最 大 场 强 等 于 介质 的 击 穿 场 强 , BY Ena = Ева ET, 它 所 相应 的 
传输 功率 则 称 为 功率 容量 或 击 穿 功 率 P sa. WH (3.4.20) 3X, 可 得 


即 有 


7 
Ева = Emax = әла |.| (3.4.28) 
于 是 , 由 (3.4.27) 式 可 得 功率 容量 为 
Pga = = pb, m (3.4.29) 
每 单位 长 度 同 轴线 所 消耗 在 其 内 、 外 导体 上 的 平均 功率 可 亦 可 应 用 (3.3.39) 式 
计算 , 即 


Rs 


Р, = 5 


2л Rs 2x 
[B Hz], ., adio + = n [H, H7) bdp (3.4.30) 


将 (3.4.19) 式 代 入 后 , 可 得 


Pr = fs eml? Є + 5) (3.4.31) 
故 同 轴线 的 衰减 常数 ae 为 
_ Pr Ез 1 (1,1 m 
ва в ор (а 6) (3.4.32) 


式 中 , Rs = оос 为 同 轴线 导体 的 波 阻抗 
当 同 轴线 中 的 介质 o Z 0, 而 存在 介质 损耗 时 , 对 于 TEM 波 , 则 有 
y = je Ven = }ш\/ (€ -jo/w) и = aa +j8 (3.4.33) 
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通常 , 因 介 质 损耗 很 低 , 而 有 = < 1072, 此 时 , 我 们 便 可 直接 应 用 (2.2.6) RER, 
求 得 介质 衰减 常数 aa: 


1 
ad = 20 Е = 5° ven tan бе (3.4.34) 


RP, tan ó, = 一 为 损耗 角 正 切 , 通常 , и = no, (3.4.34) 式 亦 可 写 为 
Qd = tan 6。 Np/m = этзУ= tan ôe dB/m (3.4.35) 
0 


AP, А 为 在 co, po 无 界 媒质 中 电波 的 波长 ; 1Np = 8.686dB 或 1dB = 0.1151 
Np. 

从 (3.4.32) 式 可 见 , 同 轴线 的 导体 衰减 ae 与 Rs 成 正比 , 即 与 уо 成 正比 , й 
它 随 工作 频率 / 的 增高 而 增 大 , 因而 限制 了 它 的 使 用 范围 ; 当 比 值 5/a 一 定时 , b( 或 
a) 越 小 , o. BK, 且 内 导体 的 半径 a 起 主要 作用 ; 利用 求 函 数 极 值 的 方法 ,不 难 求 
得 当 6( 或 a) 一 定时 , о. BB b/a 的 变化 于 b/a = 3.59 处 呈现 有 一 最 小 值 , 此 时 , 相应 
的 同 轴线 特性 阻抗 Ze = 77//eQ, 对 于 空气 同 轴 线 , Ze = 772. 

从 (3.4.34) 式 可 见 , 同 轴线 的 介质 衰减 au 与 其 尺寸 无 关 , 而 仅 决定 于 填充 介 
质 的 特性 . 若 填充 的 介质 为 空气 , 则 其 损耗 可 忽略 不 计 . 
3.4.2 同軸 銭 中 的 TE 和 TM 高 次 波 


对 于 同 轴 线 , 如 上 所 述 波动 方程 (3.1.9) 和 (3.1.10) 可 存在 有 截止 波 数 5 = 0 情 
形 的 解 , 亦 即 在 同 轴线 中 可 以 传输 TEM W. 此 外 , 同 轴 线 中 可 以 传输 6 AO 的 TE 
和 TM 高 次 波 . 

采用 纵向 场 法 , 我 们 可 求 得 同 轴线 中 的 TE 和 TM 波 的 场 表示 式 . 

(1) 对 于 OTEnn(Hmn) JE, E, = 0, 而 


H.(p,q,z,t) = H,(p,q)el"t—* (3.4.36) 


H, 满足 如 下 波动 方程 : 


PH, 10H. 10H, 
02 р др р? OY? 


应 用 分 离 变量 法 , 采用 与 圆 波导 相同 步骤 , 我 们 可 求 得 其 解 为 


+ó2H,=0 (3.4.37) 


H.(p, 9) = [AJm(6p) «xn | M (3.4.38) 


AF, 4 和 B 为 待定 积分 常数 ; 本 征 值 ó 则 可 由 边界 条 件 确定 . 
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对 于 同 轴线 , H, 应 满足 的 边界 条 件 是 


ƏH, ӘН, 
= 0 = 0 A, 
Әр | jaa 和 др |, (3.4.39) 
由 此 可 得 
AJ! (õa) + BY, (ба) 20 Ж AJ; (ób)-- BY; (ób) = 0 
wea 


J (éa) _ (99) 
Yn(5a) Ym (5b) 


S т = ба Ж c= bfa, WJ (3.4.40) 式 可 写成 
J (rh (er) 一 Jt, (cz) Y; (z) = 0 (3.4.41) 
表明 z 应 是 以 上 具有 参数 с 的 超越 方程 (3.4.41) 的 根 . 记 它 的 第 n MEA than 而 
记 相 应 的 截止 波 数 为 = 9.。, BA 
Sinn = п/а 和 Linn = Onnd (3.4.42) 
将 (3.4.38) 3X H, 和 E, = 0 RA (3.3.1) Ñ, 计 入 波 因子 det- 后 就 可 得 同 
轴线 中 沿 +z 方向 传播 的 TE。。 波 的 电磁 场 表示 式 为 


或 J'(óa)Y/ (6b) — JL, (6b)Y7, (ба) = 0 (3.4.40) 


E, = + [Adm (6 ma p) + BY n(5'mnP)| { sin(my) jor 
таб cos(mç) 
в, = EE m Anne) + BYA mnp) | SME) ox 
™ sin(my) 
E, =0 
Н, = — A 9 nap) + ВУ; (9 ap) { сов(ту) | jt (3.4.43) 
mn sin(my) 
Н, = + T [AJm (0 map) + BY (6 млр) | sin(me) |с 


9 o cos(my) 


H, = [AJm (ó! лр) + BY (6 map)] | cos(me) je 
sin(my) 
式 中 , y = 18,8 = weh 1— (AA): nn = の mn /ai 92, = y? + wep. 对 给 定 
参数 c 和 阶 m, mn = z' Га 是 超越 方程 (3.4.41) 的 根 , 可 采用 数值 方法 编程 精确 计 
算 ( 详 见 附录 B). 
表 3.4.1 列 出 了 参数 c — 2.3 与 c= 3.5 В, 函数 Л (2) (ca) — J! (ex)Y,, (z) 
几 个 低 阶 前 三 个 零点 tmn 和 (c — 1)z'mn WE. 
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表 3.4.1 Ji,(m)Y/ (сх) — Ji, (сае) (m) 的 零点 m'as 和 (cc 一 1)z'mn(c = b/a) 


r man (c — l)z'mn X mn (c T 1)z'mn 
min 
(с = 2.3) (с = 3.5) 
0—1 2.4765538 3.2195199 1.3219774 3.3049436 
0—2 4.8658058 6.3255474 2.5522076 6.3805191 
0-3 7.2719615 9.4535496 3.7970962 9.4927404 
1-1 0.6186323 0.8042219 0.4571151 1.1427878 
1-2 2.5760991 3.3489287 1.4544652 3.5361630 
1-3 4.9126383 6.3864296 2.6152158 6.5380396 
2—1 1.2123909 І 1.5761081 0.8519437 2.1298592 
2—2 2.8604892 3.7186358 1.7968440 4.4921100 
2-3 5.0516895 6.5671961 2.8038316 7.0095790 
3—1 1.7671828 2.2973375 1.1957324 2.9893309 
3—2 3.2919407 4.2795228 2.2185052 5.5462630 
3—3 5.2791470 6.8628908 3.1127537 7.7818843 
(2) 对 于 TMmn (Emn) 波 , H, = 0, 而 
Bz(p, v, z, t) = E, (p, jel” (3.4.44) 
类 似 地 , 可 知 E, 满足 如 下 波动 方程 : 
Е, 19E 1 02E 
24-44 —--24 §°*E, =0 3.4.45 
Op др pg ( ) 
应 用 分 离 变 量 法 , 采用 与 圆 波导 相同 步骤 , 我 们 可 求 得 其 解 为 
cos(mop 
Е.(р, р) = [Adm(5p) + BY (5p) | os(me) (3.4.46) 
sin(my) 
AP, A 和 B 为 待定 积分 常数 ; 本 征 值 5 则 可 由 边界 条 件 确定 . 
对 于 同 轴线 , E, 应 满足 的 边界 条 件 是 
Elpa 50 和 Ezp = 0 (3.4.47) 
由 此 可 得 
AJ, (ба) + BYm(6a) =0 和 AJA(ób)+ BY,,(6b) = 0 
WA 
Ja (58) Ym (5b) — J, (6b)Y;,(óa) = 0 (3.4.48) 


$ = = ба Ж c= b/a, Ж (3.4.48) 式 可 写成 


JIm(£)Y¥m (cz) — J.A (cz)Y,, (z) = 0 


(3.4.49) 
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表明 z 为 超越 方程 (3.4.49) 的 根 , 记 其 第 n MRA muss 相应 的 截止 波 数 = mn, 
故 有 
bmn = Tmn/a 和 Imn = Omna (3.4.50) 


将 (3.4.46) R E, 和 H, = 0 代入 (3.3.1) R, 计 入 波 因子 е7 后 就 得 到 同 
轴线 中 沿 +z 方向 传播 的 TM 波 的 电磁 场 为 


E, = ——Eo [47 (Smnp) + BY, (Gmnp)] | cos(me) je 
sin(mq) 


Eg = +27" Еу [AJm(Ómnp) + BYm (bmnp)] sin(my) elot—9z 
bmnp cos(my) 


E, = Eo [AJn(5mnP) + BY m(5mnP)] | cos(my) | "ma 


sin(mq) (3.4.51) 


jwem 
ба 


Th 


H, == Eo [АЈ (mnp) 4 BYn (6mnp))] | sin(me) | ejwt 一 7z 


cos(my) 


IE КОГА! (Ómnp) + ВУ! (êmnp)] cos(me) | j= 
bmn sin(my) 


0 


lI 


Hy 
H, 


RP, у = }8,8 = oen /1 — (A/A) i bmn = Fn / 0; 62,4, = P+ wen. 对 给 定 参 
数 c 和 阶 m, zmn 是 超越 方程 (3.4.49) 的 根 , 可 应 用 数值 方法 计算 ( 详 见 附录 H). 

X 3.4.2 所 列 为 参数 c = 2.3 与 c = 3.5 时 , 函数 (x) Y (ex) — Jm(cx)¥m(x) 
几 个 低 阶 前 三 个 零点 tn 和 (с — Damn 的 值 . 


表 3.4.2 Ja (x)Yas (em) — Jo (cr) Yn (2) HEA сз (c — l)m;.= (c = b/a) 


m-n Emn (c— 1)zmn Zmn (c — 1)tmn 
(c — 2.3) (c — 3.5) 
0—1 2.3962548 3.1151312 1.2338749 3.0846873 
0—2 4.8223123 6.2690057 2.5001650 6.2504125 
0-3 7.2424394 9.4151709 3.7608159 9.4020397 
1-1 2.4765538 3.2195199 1.3219774 3.3049436 
1—2 4.8658058 6.3255474 2.5522076 6.3805191 
1—3 7.2719615 9.4535496 3.7970962 9.4927404 
2—1 2.7014764 3.5119192 1.5489774 3.8724435 
2—2 4.9941713 6.4924224 2.7022729 6.7556824 
2—3 7.3599252 9.5679024 3.9043424 9.7608559 
3-1 3.0346975 3.9451066 1.8485610 4.6214024 
3-2 5.2014995 6.7619491 2.9338303 7.3345758 
3—3 7.5045849 9.7559601 4.0778897 10.1947243 
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以上 表 3.4.1 和 表 3.4.2 已 给 出 了 同 轴 波导 TE 波 的 超越 方程 (3.4.41) 的 解 
a! mn 和 TM 波 的 超越 方程 (3.4.49) 的 解 conn, 故 由 (3.4.42) 和 (3.4.50) 式 我 们 可 求 
得 TE, 和 ТМ,„„ 波 的 截止 波 数 dmn 和 bmn. 于 是 可 知 TEmn 和 TMinn 波 的 截 
止 波长 分 别 是 


2x 27a 
TE _ = 3.4.52 
Acmn Ó mn т! mn ( ) 
# 
2x 2ла 
emm bmn Tmn ( ) 


以下 表 3.4.3 给 出 的 是 当 c= 2.3 和 c= 3.5 时 “ 同 轴线 的 高 次 模 截止 波长 按 大 
小 顺序 排列 的 前 11 个 模 的 ATE, /a 或 АТМ, Га 精确 值 . 


表 3.4.3 ” 同 轴 线 中 的 高 次 波 截 止 波长 ATT, /a 或 Ашуы /а 按 大 小 顺序 的 分 布 


ms 波 型 Ата p Хат. 波 型 Аёта. pp Asma 

2ла 2ла 2ла 2ла 
(с= 2.3) (с = 3.5) 
1 TE 1-1 1.6164692 TE 1-1 2.1876328 
2 TE 2-4 0.8248165 TE 2-1 1.1737865 
3 TE 3-1 0.5658724 TE 3-1 0.8363076 
4 TE 4-1 0.4375800 TM 0-1 0.8104549 
5 TM 0-1 0.4173179 TM 1-1, TE 0-1 0.7564426 
6 TM 1-1, TE 0-1 0.4087869 TE 1-2 0.6875379 
7 TE 1-2 0.3881838 ТЕ 4-1 0.6585924 
8 TM 2-1 0.3701680 TM 2-1 0.6455872 
9 TE 5-1 0.3599231 TE 2—2 0.5565313 
10 TE 2-2 0.3495906 TE 5—1 0.5455945 


MR 3.4.1~3.4.3 可 见 , 在 同 轴线 的 所 有 高 次 模 中 ，TEil 是 它 的 最 低 高 次 模 ; 
TEo, 5 TM, 模式 筒井 的 . 此外, 对 于 不 同 的 c = b/a 值 , 其 截止 波长 Acmn 
接 大 小 順序 的 分 布 略 有 不 同 . 表 中 的 数据 是 应 用 数值 方法 求解 超越 方程 (3.4.41) 和 
(3.4.49) 所 得 的 较 精确 的 数值 结果 ; 另 一 方面 , 车 超越 方程 中 的 Besse 函数 用 其 近 
似 式 代替 则 可 使 方程 很 大 简化 , 从 而 解 得 rmn 和 zmn 的 简单 解析 表示 式 , URS 
出 截止 波长 的 简单 的 计算 公式 . 计算 公式 的 适用 范围 则 可 由 rmn 和 zn 的 精确 
数值 解 结果 与 所 要 求 的 精度 判定 . 

可 以 指出 (参见 附录 B), 对 于 前 几 个 高 次 模 , 其 截止 波长 АДЕ, 和 АТМ, 可 用 
如 下 简单 近似 式 表示 

АЕ, = 2na ~ n(a +b) (m = 1,2,3;m = 1) (3.4.54) 


Z! mn m 
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АР = 2ra = 20-а) (n = 1,2,3; т = 0) (3.4.55) 
2 mn т, 
АТМ = 2ла 204) (n = 1,2,3; m = 0) (3.4.56) 
Жол, n 
同 轴线 中 的 工作 波 型 是 TEM 波 , 当 同 轴线 的 工作 波长 À KF TEn 模 的 截止 
波长 ATE mb, 则 所 有 高 次 模 均 不 能 传输 . 因此 , 为 了 保证 同 轴线 只 有 TEM 模 传输 ， 
而 所 有 其 它 高 次 模 均 受 到 抑制 , 则 同 轴线 的 最 低 工 作 波 长 Amin 应 大 于 TES 模 的 


截止 波长 ; 此 时 , 我 们 有 ATE ~ x(a + b), 故 同 轴线 单 模 传输 条 件 是 


Amin > л(а + b) (3.4.57) 
在 实际 应 用 中 , 通常 从 保守 考虑 取 最 低 工 作 波长 Amin 为 
Amin > 1.12t(a + b) (3.4.58) 
车 给 定 工作 波长 Nmin, 则 同 轴线 的 尺寸 应 满足 
a+b < D Аша = 0.29 Amin (3.4.59) 


1.17 
由 此 可 知 , 随 着 工作 波长 减 小 , 为 了 确保 TEM 单 模 传输 , 不 得 不 缩小 同 轴线 
的 横向 尺 寸 , 这 将 导致 最 大 传输 功率 的 下 降 , 此 外 , 尺寸 减 小 , 还 将 导致 导体 损耗 增 
加 , 从 而 限制 了 同 轴线 应 用 的 频率 上 限 . 同 轴线 一 般 是 应 用 于 分 米 波 或 更 长 的 波段 ; 
在 线 长 度 很 短 的 情况 下 , 在 厘米 波段 亦 有 应 用 . 同 轴线 的 突出 优点 是 其 TEM 工作 
波 型 的 截止 波长 Xe = оо, 即 没有 频率 下 限 ; 因而 , 从 直流 到 厘米 波段 均 可 应 用 , 是 
一 种 宽带 传输 线 . 


3.5 光纤 波导 站 


本 节 中 我 们 首先 对 光纤 波导 作 一 简要 介绍 , 随后 主要 分 析 和 讨论 圆 截面 阶梯 光 
纤 问题 的 电磁 场 严格 解 , 给 出 了 其 中 传输 模 的 电磁 场 表 示 式 ; 并 对 色散 方程 进行 了 
分 析 , 给 出 了 光纤 中 的 НЕ, ERA TEo。, TMo HEmn 和 ЕН, 前 11 个 高 次 模 
的 截止 波长 和 色散 特性 . 

关于 光纤 的 理论 和 通信 应 用 涉及 内 容 十 分 广泛 , 有 兴趣 读者 可 参阅 文献 [7]. 

光纤 波导 是 光 通 信 的 传输 线 , 它 是 一 种 称 为 光 导 纤维 (简称 光纤 ) 的 非 磁性 介 
质 波导 . 光纤 的 结构 如 图 3.5.1 所 示 , 主要 由 纤 芯 和 包 层 两 部 分 组 成 . 设 光 纤纤 世 
的 半径 为 а, 介 电 常数 为 єт, 磁 导 率 为 po, 折射 率 为 m = Vsiy/so = Yen; 外 包 层 
的 半径 为 b, 介 电 常数 为 gs, 磁 导 率 为 uo, 折射 率 为 na = yen. 光纤 的 纤 世 和 包 层 
的 主体 材料 均 为 石英 玻璃 , 但 两 区 域 中 的 掺 杂 情 况 不 同 , 因而 它们 的 折射 率 不 同 . 
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图 3.5.1 加 截 面 光 纤 的 结构 


光纤 波导 可 按 不 同方 法 进行 分 类 . 例如 , CD 按 传播 的 模式 数 来 分 , 有 单 模 (SM, 
Single Mode) 光纤 和 多 模 (MM, Multi-mode) 光纤 ; 单 模 光 纤 的 纤 芯 很 细 , 直径 2a = 
4 ~ l0um, 多 模 光 纤 的 纤 芯 直径 典型 值 为 2a = 50um; 包 层 直径 典型 值 为 25 = 
125um; 两 者 在 结构 上 的 重要 差别 是 它们 纤 芯 的 粗细 不 同 . @ 按 其 横 截 面 上 的 折射 
率 分 布 来 分 , 有 用 于 单 模 传输 的 阶 跃 或 阶梯 (BH SI, Step Index 型 ) 光纤 , 和 用 于 多 
模 传输 的 渐变 折射 率 (HH GI, Graded Index 型 ) 光纤 . 前 者 是 纤 芯 与 包 层 中 的 折射 
率 均匀 、 而 在 交界 处 作 突变 的 光纤 , 后 者 则 是 纤 芯 具有 渐变 折射 率 , 在 中 心 大 , 往外 
逐渐 减 小 (如 常用 有 平方 律 分 布 ); 渐变 折射 率 的 作用 是 用 以 减 小 多 模 传 输 时 存在 
的 模式 色散 . © 按 光纤 的 横 截 面 形状 来 分 有 圆 截面 光纤 和 椭圆 截面 光纤 , 后 者 由 
于 没有 轴 对 称 性 , 偏振 方向 稳定 , 故 亦 有 保 偏 光纤 之 称 . 

光纤 中 激光 的 传输 损耗 随 工 作 的 光 频 而 异 . 对 于 石英 系 光纤 , 有 三 个 典型 的 工 
作 波 长 窗口 分 别 位 于 0.85um, 1.3um 和 1.55um 附近 ; 位 于 这 些 窗口 , 光 传 输 损 耗 较 
低 , 且 有 产生 它们 的 激光 器 和 激光 器 件 可 供应 用 . 1.55pm 窗口 损耗 最 低 , 是 光纤 的 
主流 应 用 工作 波段 . 

光纤 具有 损耗 低 , 频带 宽 、 信 息 容 量 大 、 重 量 轻 、 线 径 细 、 可 挠 性 好 、 节 省 资 
їй, 和 可 抗 电磁 干扰 与 抗 腐蚀 等 优点 , 是 可 满足 实现 高 质量 图 像 、 高 速 传真 、 高 速 
数据 传送 这 些 高 速 、 宽带 远程 通信 业务 需求 最 为 有 效 的 传输 载体 ; 并 可 由 多 根 光纤 
组 合成 的 光缆 便于 工程 应 用 . 光纤 不 仅 用 于 激光 通信 , 还 可 以 构成 各 种 光纤 传感器 
用 于 检测 等 . 


3.5.1 ”电磁 场 方程 的 严格 解 


圆 截 面 光 纤 波 导 是 一 种 规则 介质 波导 , 其 波 传播 问题 类 似 于 圆 波 导 亦 可 应 用 纵 
向 场 法 在 圆柱 坐标 系 (p, р, z) 下 进行 求解 . 

我 们 将 从 波动 方程 出 发 , 应 用 纵向 场 法 给 出 阶梯 光纤 在 区 域 (1) 纤 芯 和 区 域 (2) 
包 层 中 的 电磁 场 表示 式 , 再 应 用 电磁 场 边界 条 件 得 出 特征 方程 或 色散 方程 , 从 而 求 
解 出 光纤 中 传输 模 的 特征 值 ， 而 确定 出 它们 的 截止 波长 .已 知 某 传输 模 的 特征 值 ， 
则 相应 该 模 的 传播 常数 , 即 可 求 得 , 进而 对 区 域 (1) 和 区 域 (2) 的 电磁 场 的 各 分 量 
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所 建立 的 齐 次 方程 组 求解 便 可 得 知 光纤 中 的 电磁 场 的 分 布 . 

光纤 中 传输 的 是 表面 波 , 根据 表面 波 的 特性 , 当 包 层 厚 度 足 够 大 后 时 , 在 它 的 
外 表面 处 的 场 已 衰减 到 可 忽略 不 计 , 而 可 假定 包 层 厚度 为 无 限 . 因此 , 以 下 进行 理 
论 分 析 时 , 我 们 将 光纤 问题 作为 一 个 具有 ei, po 的 介质 圆柱 置 于 єз, uo 的 无 界 媒质 
中 的 场 边 值 问题 来 处 理 . 这 里 , gi,/o 和 ez uo 分 别 就 是 纤 蕊 和 包 层 的 介 电 常 数 与 
REG: 纤 芯 折射 率 nj = Ven 比 包 层 折射 率 по = yen 略 大 . 

假定 电磁 场 是 沿 z 方向 传播 的 波 , AN, 在 纤 芯 与 包 层 中 的 场 将 具有 波 因 子 
ei(wt-62)， 其 试探 解 可 写 为 : E = Elp, pète 和 H = H(p, pitte) 的 形式 . 
其 中 , 8 是 待定 的 相位 常数 . 应 用 纵向 场 法 , 由 (3.1.7) 和 (3.1.8) 式 可 得 , 在 区 域 (1) 和 
区 域 (2) 中 的 电场 的 纵向 分 量 分 别 满足 Helmholtz 方 程 : 


VA EA + (w eruo — 8?)Е„у = 0 (3.5.1) 
VA.E,2 + (w ezo — 02)E;o = 0 (3.5.2) 
д? 
Xm, V4 = V? 一 эз 4 
82 = vi(u?^eiuo — В?) (3.5.3) 
以 及 对 于 纤 芯 , i = 1, vi = 1; 对 于 包 层 , i = 2, vz = 一 1. THA 
VARE, + Eza = (3.5.4) 


VE — 6322 = 0 


(3.5.4) 和 (3.5.5) 式 可 采用 分 离 变量 法 进行 求解 . 

对 于 纤 蕊 区 域 (1), 52 = werno — 02; 24 6? > 0, BH werno > 8? BF, б, 为 实 
数 . 由 (3.5.4) 式 应 用 分 离 变 量 法 , 有 关 变 量 p 的 方程 是 Bessel 方程 , 其 一 般 解 为 特 
解 J%(51p) 与 Yml) 的 线性 组 合 , RA p 一 OM, Ул(бур)| 0 — —оо, 为 满足 
解 在 区 域 (1) 应 有 限 , MRAR Yml); 有 关 变 量 o 的 方程 是 谐振 动 方程 , 其 一 
般 解 为 特 解 cos mw 与 sinmy 的 线性 组 合 , 对 于 线性 极 化 情形 , 其 解 为 cos mg 或 
віп т. W Е. 的 一 般 解 可 表 为 


COS 77, ; 
Ea | oem? аыр (3.5.6) 
sin mq 


对 于 包 层 区 域 (2), 63 = 8? — wero, 4 62 > 0, 即 weap < 82 ВУ, ó> 为 实数 . 
由 (3.5.5) 式 应 用 分 离 变量 法 , 有 关 变 量 p 的 方程 是 变型 Bessel 方程 , 其 一 般 解 为 
Im(52p) 与 Km(dop) 的 线性 组 合 (I, (2) 和 Kos (x) 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 m Br 
变型 Bessel 函数 ), RE p 一 oo 时 ,Im(62p)|，,wo 一 оо, 为 满足 解 在 区 域 (2) 应 有 限 ， 
ARAM In (бор); BREE y 的 方程 是 谐振 动 方程 , 其 一 般 解 为 特 解 cosmo 与 
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sin mo 的 线性 组 合 , 对 于 线性 极 化 情形 , 其 解 为 cos mo 或 віп тр. 因而 , Ez 的 一 
般 解 可 表 为 : 
E; = a?) K, (55 2 con Tue foe (3.5.7) 
sin my 
GE: WRG 63 = wepo — 82, 则 当 weap < 8? 时 , 8。 为 纯 虚 数 , ARE o 的 方 
程 是 虚 宗 量 的 Bessel 方程 , 这 时 将 涉及 虚 宗 量 的 Besse 函数 计算 . ) 
对 于 纵向 磁场 Ha 和 Н.о, 我 们 亦 有 类 似 的 Helmholtz 方程 和 分 离 变量 解 . 设 
对 所 考虑 的 线性 极 化 , Ha 和 Hu, 中 谐振 动 方程 的 解 (相应 E: 和 Бш) НХ sin my 
或 cosmy, 即 


На = 0) Jn (619) { NM аы (3.5.8) 
COS MY 

На =Ë) Kin eo1 ан (3.5.9) 
cos MY 


这 样 , 按 纵向 场 法 , OF E, 和 Н,, 应 用 (3.3.1) 式 可 得 纤 芯 和 包 层 中 的 横向 电磁 场 
为 


1 OE, , оно OH; 
Epi = Te (0 о до ) (3.5.10) 
_ 1 18 Е, : ӘН 
Ei "T (E др jo Әр ) (3.5.11) 
1 Je の Ez OE, А =) 
Ay = —— | 一 一 一 + 3.5.12 
^ h ( р де ` Әр ( ) 


Ны = — Ta c == + з (3.5.18) 
TÆ, 由 (3.5.6)<(3.5.9) 式 以 及 将 它们 代入 (3.5.10)~(3.5.13) RE, 我 们 可 得 在 区 
5% (1) 和 (2) 中 的 电磁 场 的 表示 式 ( 省 写 波 因子 71702. 后 ) 为 
区 域 (1): ZF 0 < o < ale, no) 


Ед = a) Jo (Bp) | nm (3.5.14) 
En = СТА (6о)а@) + BET g, (6 ок) | (3.5.15) 
sin my 
| 1 jm sinm 
Ел = 一 元 Ge (dipai, — jwpod1 Ji, ою) | ” (3.5.16) 
1 p cosme 
Ha =) (р) | name (35.17) 
5 
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1 in 
На = 5 (вет m (Opa) +3887, cn) { SAMP (3.5.18) 


б cos тър 
cos m. 
Ho = l з (ела, (6 р)аб) iP, (ODM | . P (3519) 
(9 sin m 
区 域 (2): 包 层 a < p < co(e2 、 Mo) 
Еш = а Ko (62 »| NM (3.5.20) 
sin mq 
[29] т, cos т 
Еа = л z (180 (anat + јенот кањона) | SMP (3.5.21) 
p Sin mip 


1 sinm 
Ep2 = a (FS IME к (бр)а@), — зорово К+, ann) | P (8.5.22) 
cos т 


Hea = b) Kin (з 21 эштир (3.5.23) 
COS р 

1 іп 

На == (етк, (620)al?) коња) Í SAMP (3.5.24) 
5 p cos тр 
1 cos m 

Hea = = (re な es (62p)a o PP, (52 og) OSP (3.5.25) 
2 Sin mp 


以上 式 中 , a 0,000 和 02) 均 为 待定 系数 ,系数 的 上 标 (1) 表 示 与 区 域 (1) 相 关 
联 的 函数 是 第 一 类 Bessel 函数 (ж), 而 上 标 (2) 表 示 与 区 域 (2) 相 关联 的 函数 是 第 
二 类 变型 Bessel 函数 Kou (z); 这 些 系 数 可 应 用 场 的 边界 条 件 予 确定 . 而 由 (3.5.3) 
式 可 知 

= Vues — 02) = koy nln — B) (i=1,2) (3.5.26) 


其 中 , B = B/ko, ko = w/eopo 为 自由 空间 波 数 ; 9 为 传播 常数 ; FEE = 1 fl 2 2 
别 对 应 纤 芯 区 域 (1) 和 外 包 层 区 域 (2); e; = ei/eo = n2, eri 和 m, 分 别 是 第 i 区 域 的 
相对 介 电 常数 和 折射 率 . 


3.5.2 ”特征 方程 (色散 方程 ) 的 推导 

阶梯 光纤 的 特征 方程 (色散 方程 ) 可 由 区 域 (1) 与 区 域 (2) 中 电磁 场 在 p = а 分 
界面 上 所 应 满足 的 边界 条 件 求 得 . 它们 是 在 区 域 (1) 与 区 域 (2) 两 侧 的 电磁 场 的 切 向 
分 量 必须 连续 ， 亦 即 应 有 Ez1|p=a = 22| =a: Hals = 22lp—a 和 Epis = 
gs Hai = 万. 由 (3.5.14) 5j (3.5.20), (3.5.17) 5 (3.5.23), (3.5.16) 与 
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(3.5.22), (3.5.19) 与 (3.5.25) 式 , 分 别 有 


2, (Gaal = K. (62a)a 2) (3.5.27) 
Im(61a)00} = К, (8за)Ь) (3.5.28) 

一 зя (En CDS A) 
-3 (EK naag (2) 2 — јшноб2Ќ, e) (3.5.29) 
= z (аад ко, (620)a + ZE mE y 5" (3.5.30) 


为 书写 简洁 , $ u = ба, ш = бза, M 8 = fis 其 中 ko = суор. 并 注意 
到 : No = \/ шо / £0 = who / ko, 以 及 有 we; f ko = grs/70, 其 中 Eri = ez/go = n? (i = 
1,2), 则 (3.5.29) 和 (3.5.30) 式 可 分 别 写成 


8 Bm 
+ P Je (uya) + Pat uy] = =” K (ya) — 10 (uj) (35.3) 


ml ^ 
2 
AO qm Jo (ш)в = 
由 (3.5.27). RA т 的 (3.5.28). (3.5.31) 和 乗 以 n9(3.5.32) 式 , 则 可 得 关于 待 
求 系 数 a}. nob). а) 和 nob?) 的 齐 次 方程 组 为 


2 
ves K! (w)a реша (w)b?) (3.5.39) 
0 


Im (ua) — Km (ш)аб?) = =0 (3.5.33) 
Jo (ut) лов) — Kim (w)nob2), = 0 (3.5.34) 

Bm m 
Eua m)as af?) 1 十 一 了 7 (unob +— Km(w)a®) 十 一 iKi 7 (wob, = =0 (3.5.35) 


2 
ー J (ujak) + Em (u)nob + dye onda P, (wmob =0 (3.5.36) 


若 此 齐 次 方程 组 (3.5.33) (3.5.36) 有 解 则 其 系数 行列 式 必须 等 于 零 即 应 有 


_ 0 Ja (u) _ 0 Km(w) 
Om Jalu) IA 7 (и) OM (ш) =k! 1 (ш) 


=0 (3.5.37) 


ni , Bm ng Bm 
= (u) ru Jm(u) PSI E Km(w) 
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AP, и = dia Ж ш = бза; бу = koy n? -F 和 65 = ko 8° — n2. 

此 4x4 阶 系数 行列 式 应 等 于 零 的 方程 就 是 确定 两 层 圆 截面 光纤 传输 HE( 或 
EH) 混合 模 的 特征 方程 , 它 是 一 超越 方程 . 对 于 给 定 纤 芯 和 包 层 的 折射 率 n, 和 no, 
以 及 纤 芯 半径 а 与 工作 波长 , 由 它 的 解 便 可 确定 出 HE( 或 EH) 混合 模 的 传播 常数 
8; 由 于 (3.5.37) УРЕ т п М 0, „(т = 0,1,2, im = 1,2....). 一旦 
RAT Amn 值 , 代 回 至 齐 次 方程 组 (3.5.33)~(3.5.36) =, 取 待定 系数 之 等 于 1( 例 
如 at) = 1), 解 之 后 即 可 得 出 相应 的 HE (或 EHL。。) 模 的 场 分 布 的 相对 值 . 

为 了 便于 模式 分 析 , 我 们 将 行列 式 形式 的 特征 方程 的 阶 由 4 x 4 降 为 2 x 2, 而 
表 为 简洁 的 解析 形式 . 为 此 , 将 (3.5.33) 和 (3.5.34) 代入 (3.5.35) 与 (3.5.36) 式 , 消 
+ 0 和 8 后 , 得 


1 JA. 

Om gc, (uja) + 12 (em EK (wah + LK, umb = 0 

BY 
+ 1 + 1l Bm a + 1 Jm Qu) + 1 Khu) p) 0 (3.5 38) 
u? w? m2 u Jmlu)  w KA (u) "Jom = 7 
和 
2 2 PR, 

ni Jn (u) (2) , nj (2) , 8m (2) 

u Jelu Km(w)a@) + on Km (ш)тоб о + v Km(w)am2 Exam Ke (ш) поба = 0 
或 


nPJL()  nELGOY QoQ(1, 1Yu の 
(22 (u) ^w 209) а m2 + (z + =) Bmnobinz = 0 (3.5.39) 


(3.5.38) 和 (3.5.39) 式 是 关于 系数 aC) 和 nob?) 的 齐 次 方程 组 , 其 有 解 条 件 是 
它 的 2x 2 阶 系数 行列 式 等 于 零 , BI 


(ава Ao 


ui 205 u Jmlu) ш Ka (u) 


п? Jalu) | n2 Kt, (u) 1 133 
ъ (иу wR) + (3 + a) Bm 


这 是 阶梯 光纤 的 特征 方程 ( 即 色散 方程 ) 的 行列 式 形式 . 展开 后 亦 可 表 为 
1J4,(u) 1 K5Qw)] [n2 Ko 2/1 1y 
Е (uy * a Е Ja(u) 「 rad =т°й (3 * =] (3.5.41) 
为 书写 简洁 起 见 , > 


_ 1) _ 1 K (u) 
u Jg (u) 7 v Km(w) 


(3.5.40) 


(3.5.42) 
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这 里 ， 
u = буа = kga n? 一 В 和 w= koa / B. — n2 (3.5.43) 


? 25,42 2,,2 
由 (3.543) st, 2. = = -由 此 可 解 得 及 一 "Ге T na ogg 
E 


= u? + ш? 
が l.l _ mw? + ngu? At 2n ni 
u? w? и? + w? u? w? u? w? 


于 是 , (3.5.41) 式 可 写成 


2 2 2 /ni n2 1 1 
(p +4) (nip+n2g) = т? (+3) Uu t zz (3.5.44) 


将 此 式 两 边 同 除 n2, 乘 开 后 便 可 得 


2 2 2 
2 To 2 1 ng 1 1 1 79 2 
1 = — — 一 二 一 一 一 一 一 一 — = 0 
p +( Zr m (+25) (5*2 + 229 


这 是 一 个 关于 р 的 二 次 代数 方程 , 故 它 的 两 个 解 为 


1 nà 1 n3\? 1 nl1 1 1 
=—-|[|1+— )qta4/ (1-4) 4 + 4т2 2 3.5.45 
P 5 ( +5) 2 ( n? q tem wt nu? "me ( ) 


(3.5.45) 式 是 一 个 联系 ko = 2n/2o, a, n1, 72,8, BR Ј.(и) 和 Km(w) 的 超越 方 
Ж; 式 中 取 “ 十 ”号 与 取 “ 一 ”号 时 特征 方程 是 不 同 的 , 为 便于 区 分 它们 的 解 , 我 们 
将 (3.5.45) 式 中 取 “ 一 ”号 记 作 是 HE, 模 的 特征 方程 ; 而 将 取 “ 十 ”号 时 记 作 是 
ЕН». 模 的 特征 方程 . 


3.5.3 ”截止 条 件 和 模式 分 析 


在 光纤 包 层 内 电磁 场 沿 矢 径 。 方向 按 指 数 规律 衰减 , 但 在 轴 向 呈 传 输 状 态 , 此 
为 光纤 的 传输 模 ; 反之 , 若 在 包 层 内 电磁 场 沿 矢 径 p 方向 没有 衰减 , 即 呈 辐射 状态 ， 
则 此 时 光纤 中 里 仍 有 轴 向 传播 的 波 , 然 由 于 电磁 能 不 断 沿 o 方向 辐射 , 沿 轴 向 传播 
的 电磁 场 将 越 来 越 小 , 此 时 称 为 光纤 的 截止 模 . 

由 于 光纤 包 层 中 的 场 是 第 二 类 变型 Bessel 函数 Km(62p)(62 = w/a) 表示 . 当 
v? > 0, BY B2 > weeps 时 , Km(62p) 将 随 р 增加 而 按 指数 规律 衰减 , 此 时 包 层 中 
的 场 为 传输 状态 ; 而 当 ш? < 0, w 为 虚数 时 ,Km(jzp) 将 随 着 о 增加 作 振 荡 式 缓慢 
地 衰减 , 包 层 中 的 场 呈 辐射 状态 ; ш = 0 是 两 种 状态 的 临界 点 . 因此 , ш = 0 可 定义 
为 传输 模 的 截止 条 件 . 此 时 , (3.5.40) 与 (3.5.41) ARENS u 的 超越 方程 , 一 旦 解 
得 , 便 可 由 (3.5.43) 式 确 定 出 相应 的 截止 波长 . 
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以 下 分 别 讨论 m = 0, m > 1 和 m = 1 情形 的 特征 方程 和 w= 0 时 и 应 满足 
的 截止 条 件 . 
(1) m = 0 情形 ,TEon 和 TMon Ж 
由 (3.5.41) Ñ, 当 m = 0 时 , 可 得 


1 (и), 1 Kolw)] [ni (и), n Ko(w)] _ 
oir le FAO (3.546) 
Hm Jolu) Ko(w) 
lJ0(u) | 1 KW | 
vA) + ш Кш) > ° (3.5.47) 
或 | 
n? Jalu) , n$ Ко(ш) _ 
u EOS PESO Е (3.5.48) 
注意 到 , 24 m = 0 时 , (3.5.33)~(3.5.36) 式 可 简化 为 
Jo(u)aQ) 一 Ко(ш)а2) = 0 (3.5.49) 
Јо(и)Ьб) — Ko(w)b = 0 (3.5.50) 
(шщ + = кош) = 0 (3.5.51) 
wold + куа =0 (3.5.52) 


以 上 四 个 方程 中 , (3.5.50) 和 (3.5.51) 式 是 一 组 关于 60) 和 Ы) 的 方程 组 , 对 应 于 
a) = o® = 0( 亦 即 纵向 电场 Ej, = Е, = 0) 情形 , 而 (3.5.47) 式 可 由 (3.5.51) 
与 (3.5.50) 式 相 除 得 出 , 因此 , 它 所 对 应 的 是 TEo。 模 的 特征 方程 又 (3.5.49) 和 
(3.5.52) 式 是 一 组 关于 al) 和 aD 的 方程 组 , 对 应 于 of) = of = 0( 亦 即 纵向 磁场 
Ha = H, = 0) 情形 , (3.5.48) 式 可 由 (3.5.52) 与 (3.5.49) 式 相 除 得 出 , 因此 , 它 所 
对 应 的 是 TM。。 模 的 特征 方程 . 

由 变型 Bessel 函数 性 质 可 知 , 24 x 一 0 时 ， lim Ko(x) = —Inz ЖП Ко (а) дш -i 
MUR 


. Кобш) |. 1 as QUY h 2N 
lim IKu) = lim (onis) = Jin, noy = lim. (3) — —oo (3.5.53) 
故 当 w = 0 波 传播 截止 时 , 由 (3.5.47) 式 可 得 截止 条 件 为 


Jalu) _ uJo(u) _ 
uu) 7 或 Jg? 


(3.5.54) 
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由 于 hm 00) = —2 z 0, # u = 0 并 非 (3.5.54) 式 的 解 , 故 对 于 т = 0 情形 
TEo, 模 的 截止 条 件 为 
Jo(u) = 0 (3.5.55) 
类 似 地 , 当 w = 0 波 传播 截 止 时 , 由 (3.5.48) 式 可 得 截止 条 件 为 
2 1 J(u) у vlu) 
ui S PENC у = = 或 Ju) ^ (3.5.56) 


故 由 此 可 知 对 于 m = 0 情形 TMo, 模 的 截止 条 件 亦 为 
Jo(u) = 0 (3.5.57) 


TEon 和 TMo。 模 的 特征 方程 不 同 , 但 它们 的 截止 条 件 相同 , 因而 当 波 传播 接 
近 截 止 时 其 u 值 相同 , 即 此 时 这 两 种 模式 是 简 并 的 ; 但 高 于 截止 Go > 0) Bf, Ж и 
值 分 别 由 各 自 的 特征 方程 (3.5.47) 与 (3.5.48) 式 确定 , 因而 两 者 的 и 值 和 传播 常数 
Воп 值 是 不 同 的 ; 亦 即 TEon 与 TMon 模 的 色散 传输 特性 曲线 它们 的 起 始点 相同 ， 
之 后 将 彼此 分 开 (参见 图 3.5.2). 

(2) m > 0 情形 , HE 模 

对 于 HEQ Ж, 由 特征 方程 (3.5.45) 式 , 取 “- ”号 , 有 


1 n3\ 1 n3\? 1 nml1 1 1 
= テー= (14+ 2)q-=)/(1-) g2x4m?[— 22 — 35. 
p ;( Jr M n2 42 + Ат "RET 1 uà (3.5.58) 


AP, p= m z 和 д = 2 Kalo) Fe} (д, (3.5.42) Ñ). 
通常 , 对 于 光纤 有 п, ~ no, 作为 零 级 近似 , 可 假定 n2/n2 = 1, WJ (3.5.58) 式 可 
简化 为 
p= —q — т (2 + =) (3.5.59) 
即 ( 
1 J/,(u 1 K. 1 1 
已 知 Bessel 函数 和 变型 Bessel MANA B EO ZR. 
(0) = (в) + nz) 和 Ка) = — Kun) — Kina (n) 
* 1 Jin (u) 1 Љ-1(и) 
= а) ーー ラナ トー (иу (3.5.61) 
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和 
1 Kaw) т 1 Kn-i(w) 
qK aI) w w Krm(w) (3.5.62) 
将 (3.5.61) 和 (3.5.62) 代入 (3.5.60) 式 后 , Ш HE, 模 的 特征 方程 可 化 为 
lm) _ 1 Кыш) (3.5.63) 


Jm(u) w Ky(w) 


当 = 0 截止 时 , 因 lim Kn(w) ~ en D (i). 而 有 lim E ~ 


1 1-и) 1 
(и)  2(т 1) 
(3.5.64) 式 用 到 了 Bessel 函数 递 推 公式 Xm = 1) “Dy Jm-i(2) — JA (z) = Jn_2(7), 
ERE m > 0 时 在 n2/n2 = 1 零 级 近似 下 确定 HE mn 模 截 止 时 u 值 所 满足 的 超越 
方程 . 
FK (3.5.62) 代入 (3.5.58) 3X, 作为 一 级 近似 略 去 (n2 — n2) /n? 的 二 阶 小 量 
则 可 以 证 明代 替 (3.5.64) 式 的 HEmn 模 截 止 条 件 (参见 附录 C) 是 
lJm-ilu) _ 1 пз 
ш Ja(u) m — 1n2 + n2 
对 零 级 近似 , n2 /n3 = 1, (3.5.65) 退化 为 (3.5.64) 3X; # m = 1, 由 (3.5.64) 和 (3.5.65) 
式 亦 有 


或 Jm_—2(u) = 0 (3.5.64) 


(m > 0) (3.5.65) 


1 Jo(u) Zo% B ud; (и) _ 
u J. (u) Jo(u) 
Al Jo(u)|, о Z 0, E. Al о = 0, BA u = 0 JÆ (3.5.66) 式 的 解 , 故 确定 HE, 
模 截止 时 u 值 的 超越 方程 为 


(3.5.66) 


J(u) =0 ( 含 g=0) (3.5.67) 


(3) m > 0 情形 , EH, Ж 
对 于 EBQ HG 由 特征 方程 (3.5.45) R, 取 “ 十 ” 号, 有 


1 n2 1 n2\? 1 nèl 1 
=-={14+2 <4/{1—~-—2) 42+4т? + ラー (5*3 3.5.68 
p=-3 (1+7) у d) vim CIE (3.5.68) 


类 似 地 , 取 ni = ma 零 级 近似 , (3.5.68) 式 可 简化 为 


1 1 
p=-qtm (3 + 十) (3.5.69) 
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Bp 


1J50) каби) (11 
A CBEPTACE (a+ =) (3.5.70) 
己 知 Bessel 函数 和 变型 Bessel 函数 有 递 推 关 系 式 : 
Jale) = (в) – (в) 和 KG) = 二 Km(z) — Kmrilz) 
故 
|. 1J (u) m lJm 1(u) 
p= и 2„(и) u u NO (3.5.71) 
和 
1 K; (u) m _ 1 Km+i(w) (3.5.72) 


4 一 шКы(ш w ш Km(w) 
FE, 在 (3.5.70) 式 中 代入 (3.5.71) 和 (3.5.72) 式 后 , EH,。。 模 的 特征 方程 可 表 为 


d ls). _ 1 Къ+(ш) (3.5.73) 
mal 5. 
(m 


) w Km(w) 
z (2) tim |= ee) tim, S 


Јан) _„ qp an _ 
Cw.) TO 8 Tant 
此 式 就 是 m > 0 时 在 n2/n2 = 1 零 级 近似 下 确定 EH,,, 模 截 止 时 u 值 所 满足 的 超 
越 方 程 . 
由 于 ote Z 0, u = 0 不 是 (3.5.75) 式 的 解 ; 故 (3.5.74) 式 亦 可 表 为 


Jm+i(u) u=0 


4 w — 0 截止 时 , Bl lim Km(w) ~ 
一 oo, HA 


(3.5.74) 


Jm(u) =0 (Жи = 0) (3.5.75) 


此 式 就 是 当 m > 0 时 确定 EH, 模 截 止 时 u 值 所 满足 的 超越 方程 . 
E m = 1, 我 们 亦 有 (3.5.76) R, 故 确 定 EH, 模 截 止 时 u 值 的 超越 方程 为 : 


J(u) =0 ( 不 含 g=0) (3.5.76) 


综 上 所 述 , (3.5.45) 式 是 确定 阶梯 光纤 各 种 模式 色散 特性 的 特征 方程 , 式 中 取 
“一 ”号 时 对 应 于 HEmn, 而 取 “ 十 ”号 时 对 应 于 EHmn Ж. 确定 HE。。 和 ЕН,„„ Ж 
截止 时 u 值 (由 此 值 可 确定 出 截止 波长 ) 的 超越 方程 分 别 为 : 

1) m = 0, TEon 模 和 TMon Ж: Jo(u) = 

2) > 0 , HE Ж: J(u) = 0 (£ u = 0) 


HE, E: Im- m = ーー (1 + " ) (m > 1) 


3.5 光纤 波导 - 205 - 


3) m > 0, ЕН, 模 : Ji(u) = 0 (FE u=0) 
EHmnth: Jm(u)=0 (Au = 0) 
这 些 特征 方程 均 需 采用 数值 方法 编程 求解 . 对 于 Jmlu) = 0( = 0,1,2,---) 的 根 , 
可 得 
Jo(u) 的 零点 依次 为 : 2.4048256, 5.5200781, 8.6537279, --- ; 
万 ( 四 的 零点 依次 为 : 0, 3.831706, 7.0155867, 10.1734681, --- ; 
Jo(u) MIE ARYA: 0, 5.1356223, 8.4172441, 11.6198412,--- ; 
Ja(u) 的 零点 依次 为 : 0, 6.3801619, 9.7610231, 13.0152007, --- ; 等 . 
精确 求解 HE nn 模 截 止 时 的 u 值 的 超越 方程 , 需要 知道 ni 和 по 的 值 . 作为 


数值 例子 , 对 于 ny = 1.53 和 ng = 1.51 情形 , m = 2 ~ 5 时 , 它 的 前 两 个 解 如 下 表 
3.5.1 所 列 : 


表 3.51 1€ (3.5.65) 式 几 个 低 次 HEmn 模 截止 时 相应 的 u f& (n: = 1.53, n2 = 1.51) 


m шне, „1 нє» 

2 2.4158377 5.5249024 
3 3.8454989 7.0231678 
4 5.1510353 8.4267104 
5 6.3966845 9.7718954 


由 (3.5.43) 式 , 我 们 可 知 有 
и? + ш? 
a?(nj — т) 
对 于 HEmn 和 EH; Ж (m = 1,2,---;n=1,2,---), 34 ш = 0 В, 相应 的 工作 
波长 称 为 该 HEw 和 EH, 模 的 截止 波长 AL. 此 时 , 由 (3.5.77) 式 , 可 得 


u? +w? = kda?(n2 —n2) 或 ke = (3.5.77) 


2 2x 
Ne = 元 = 2 (n? — n2) (3.5.78) 
0 lw=0 u 


例如 , 对 于 HE 模 , 有 ~ = ulus, = 0, FÆ, 可 知 HE 模 的 截止 波长 为 


2ла 
Ае\тв = ите (ni ー nj) = 00 (3.5.79) 
11 


这 表明 HE, 模具 有 最 长 的 截止 波长 , 它 是 光纤 波导 中 的 主 模 ; 而 此 外 所 有 其 它 模 
则 统称 为 高 次 模 . TEo1, TMo 模 是 最 低 的 一 个 高 次 模 , 它们 的 截止 波长 为 


2ла 2 2 
Xe|+EoiorPMo: = iw or TM, (n? m nj) (3.5.80) 
1107 01 
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所 谓 单 模 光 纤 即 是 指 光 纤 中 仅 有 主 模 在 传播 , 这 时 工作 波长 和 应 满足 条 件 : 


271a 
A> Ате, отмо = 2.0405 (ni ーー n2) (3.5.81) 


综 上 所 述 , 确定 HE, 和 EH, 模 截止 时 值得 方程 均 为 1(w) = 0, 但 前 者 含 
u = 0 根 , 而 后 者 不 含 v = 0 的 根 . 因而 , HEna 模 与 EHn Ж (п = 1,2,---) 截止 
时 有 相同 的 x 值 (或 者 说 有 相同 的 截止 波长 ), 因此 , HE „от RS EHn 模 的 截止 
u 值 是 简 并 的 ; 此 外 , 比较 (3.5.75) 与 (3.5.64) 式 可 知 在 n2/n2 z 1 近似 下 , HEmn 
模 将 与 EH, 24 模 (m > 1) 的 截止 时 x 值 是 简 并 的 , 34 m = 2 时 , 还 与 TEo。 模 
和 TMo 模 简 并 .w 值 简 并 的 模 表现 在 它们 的 色散 传输 特性 曲线 上 有 相同 的 起 始点 
(参见 图 3.5.2). 表 3.5.2 给 出 了 光纤 中 按 顺 序 排 列 的 前 12 个 低 次 模 截 止 时 相应 的 
и А. 


5k 3.5.2 ”光纤 中 前 12 个 低 次 模 截止 时 的 u (а 


序号 模式 波 截止 时 相应 的 < 值 
1 HE (EX) 0.0000000 
2,3 TEo1,TMo1 2.4048256 
4 HE21 >- 2.415837 
5,6 EHi11, HE12 3.8317060 
HEs1 3.8454989 
8 EH21 5.1356223 
9 HE41 5.1510353 
10,11 TEo2, TMo2 5.5200781 
12 HE22 5.5249024 


如 上 所 述 , 确定 HE, 和 EHn 模 截 止 时 u 值 的 方程 均 为 Л (и) = 0, 但 前 者 含 
и = 0 Ж, 而 后 者 不 含 v = 0 的 根 . EHE ny 模 与 EHn Ж (п = 1,2,---) Buk 
时 有 相同 的 (A (截止 波长 ). 因此 ,HE 。」 模 与 EHn 模 的 截止 u 值 是 简 并 的 ; 此 
外 , 比较 (3.5.75) 与 (3.5.64) 式 可 知 在 n2/n2 = 1 近似 下 , HE, 05 EH, 25 
模 (m > 2) 的 截止 时 u 值 是 简 并 的 , 当 m = 2 时 , 还 与 TEo。 模 和 TMon 模 人 筒井 .w 
值 简 并 的 模 表现 在 它们 的 色散 特性 曲线 上 有 相同 的 起 始点 (参见 图 3.5.2). 表 3.5.2 
列 出 了 光纤 中 按 顺序 排列 的 前 12 个 低 次 模 截 止 时 相应 的 u 值 . 


3.5.4 阶梯 光纤 的 色散 特性 


HRS SBS ARS, 其 中 传播 的 波 的 相 速 与 工作 频率 有 关 , JF 
是 一 种 色散 媒质 . 由 于 传输 的 信号 , 如 一 个 脉冲 信和 号 , 可 表 为 许多 不 同 频率 和 不 同 
模式 的 波 的 组 合 , 因而 当 这 些 波 从 输入 端 进入 波导 、 经 过 一 段 距离 传输 后 在 输出 端 
它们 合成 的 脉冲 信号 将 发 生 时 间 展 宽 , 导致 信号 的 畸变 , 这 一 物理 现象 就 称 为 光纤 


35 光纤 波导 . 207 - 


的 色散 . 光纤 色散 的 特性 就 是 指 光 纤 中 的 传输 模 的 传播 常数 6 与 工作 频率 (RI 
作 波 长 > ) 的 关系 . 
光纤 的 色散 一 般 有 三 类 ; 波导 色散 、 模 式 色 散 和 材料 色散 . 
波导 色散 是 指 光纤 中 的 TEon, TMon, HEmn 和 EH 这 些 模 本 身 的 传播 常数 
B 与 工作 频率 f 有 关 所 引起 的 色散 ; 模式 色散 是 指 存 在 多 个 传输 模 的 多 模 光纤 , Al 
不 同 传输 模 有 不 同 的 传播 常数 8 而 引起 的 色散 , 故 单 模 光纤 没有 模式 色散 ; 材料 色 
散 是 指 光纤 石英 材料 的 折射 率 对 不 同 的 工作 频率 亦 有 不 同 的 值 而 引起 的 色散 . 
光纤 的 色散 可 使 传输 的 脉冲 信号 展 宽 , 当 传输 编码 脉冲 信号 时 , 将 会 导致 误 码 
率 增加 , 使 通信 质量 下 降 ; 为 保证 通信 质量 必须 增加 码 间 距离, 这 就 限制 了 通信 容 
量 . 显然 , 传输 距离 越 长 , 脉冲 信号 展 宽 越 严重 , 因而 色散 也 限制 了 光纤 无 中 继 传输 
距离 , 因此 , 了 解 光纤 的 色散 特性 是 十 分 重要 的 . 以 下 将 限于 讨论 光纤 的 波导 色散 
由 (3.5.40) 式 可 知 , 确定 阶梯 光纤 色散 特性 的 特征 方程 为 
1 1 \— 1 (u 1 K} (w 
tata) Ит яс 
F=| ，， - =0 (3.5.82) 
ni JA (u)  n$ Km(w) " ( 1 + =) Bm 
u J (u) ш Km(w) ue w? 


而 由 (3.5.45) 式 给 出 的 是 易于 区 分 HE 和 EH,,, 模 的 色散 方程 的 形式 : 
1 2 1 2\2 1 nel 1 1 
Fus = +5 (142) a+ 5 (Е) ат (e EIS) (2+ 52) =0 
.5.8 
和 


1 п2 1 / п2\? 1 nl 1 1 
Fey = pt+=(1+—2)q—<=1/(1-2) @2+4m2[ — +2—)(5+—)- 
ЕН p+3( Zr 2 ( =) q тат ыр иЗ ui 0 


(3.5.84) 
特别 地 , WT m = 0 有 
Етв = p+ q = 0 (3.5.85) 
Етм = p+ т. = 0 (3.5.86) 
2 


LER, p= „тө 和 TEC (3.5.42) 式 ) 


B — PB/ko 称 为 规 一 化 传播 常数 ， ko = wvEopo = 2m/Ào 
и = KoaV n2 一 g Al w= koa 2? —n2 (見 (3.5.43) 式 ) 
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记 
v = Vu? + ш? = koay/n? — n2. 称 作 广义 化 (或 正规 化 ) 频率 (3.5.87) 
注意 到 , 由 (3.5.77) R, 可 得 koa = v/ /n2 — n2, WA 


у / n2—n2 ЯП w= ry BP = 08 f fr nd (3.5.88) 


(3.5.82) BR (3.5.83) 和 (3.5.84) 式 是 联系 ko = 21/29, ni, na, В. WR (и) 和 
Km(w) 的 色散 超越 方程 . 对 于 传输 模 , MA u> 0 和 u > 0, 故 可 知 6 的 取 值 区 间 
为 万 = [na ~ т]. 实质 上 , 色散 方程 是 对 于 光纤 的 传输 模 , v 与 8 所 必须 满足 的 、 
以 m. ni 和 na 为 参数 , 联系 广义 化 频率 与 规 一 化 传播 常数 的 超越 方程 . 

代替 通常 使用 的 6 — f 色散 曲线 , 以 下 将 给 出 具有 一 定 通 用 性 的 5 一 v 色散 曲 
线 ; 这 里 , 3 为 规 一 化 传播 常数 , v 为 广义 化 频率 . 求解 光纤 的 8 — v 色散 曲线 可 以 
有 两 种 算法 . 

算法 A: 给 定 阶 m 与 某 一 广义 化 频率 v, 应 用 求解 超越 方程 根 的 “二 分 法 ”来 
确定 此 v 值 所 相应 的 5， 为 此 , 首先 给 出 的 初値 Bo 按 一 定 步 长 在 8 的 取 值 
范围 内 搜索 ,， 当 寻求 到 根 的 存在 区 间 后 再 应 用 二 分 法 使 根 精确 化 ; 求 得 第 一 个 根 
а, 继续 搜索 ， 当 寻求 到 第 二 个 根 的 存在 区 间 后 再 应 用 二 分 法 使 根 精确 化 ; 如 此 进 
行 下 去 , 便 可 求 出 相应 于 m, v 值 , CAR 8 = [по ~ ni] 区 间 内 超越 方程 的 全 部 
№ Bini (VY); Bz(v),…， 按 此 方法 , 给 定 广义 化 频率 v( 依 次 减 小 ) 的 一 系列 vi(i = 
1,2,…) 值 ,8 在 其 取 值 范围 8 = [ ヵ ~ "al( 亦 依次 减 小 ) 内 搜索 , 便 可 求 得 相应 的 
B ai = 1,2,.…),Bm2(i = 1,2,…),…, 而 由 所 建立 数据 Omi v) (9,2,0), (i = 
1,2,---) 即 可 作出 色散 曲线 б, — v 和 B, 一 上 v,… ; 它们 分 别 对 应 不 同 模 式 的 色 
散曲 线 . 例如 , 对 于 m>1 情形 , 若 满足 的 是 色散 方程 (3.5.83), 则 所 求 得 的 б と 
和 Вә 一 v，… 分 别 是 对 应 于 HEm 和 HE 传输 模 ; 而 车 满足 的 是 色散 方 
FE (3.5.84), 则 所 求 得 的 是 分 别 对 应 于 EH 和 EHa,… 传输 模 . 另 一 方面 , Жж Ж 
5-v 色 散曲 线 时 采用 的 是 特征 方程 (3.5.82), 因 无 法 区 分 HE, 与 EH, 模 , 则 一 
律 记 作 是 HE mn 模 , 故 求 得 的 bmn 一 v 就 是 HE, (n = 1,2,…) 模 的 色散 曲线 . 

算法 B: 此 法 基于 给 定 阶 m 和 规 一 化 传播 常数 5( 从 по 一 ni 依次 增 大 ) 的 一 
系列 BG = 1,2,…) A, 应 用 “二 分 法 ”通过 对 v 在 其 取 值 范围 (如 > = [0.0,7.2]) 
内 的 搜索 和 精确 化 过 程 求解 出 相应 于 一 系列 B^ 值 在 此 区 间 内 满足 色散 方程 的 全 部 
Ж vj (и), ub o (v), ---, 从 而 得 出 色散 曲线 vmn — B(n = 1,2,---), 视 求解 时 所 满足 
的 是 哪 类 模式 的 (TEow,、TMon、HEwm 或 EH А) 色散 方程 , 它们 就 隶属 于 相应 
的 传输 模 . 最 后 通过 交换 wnn — 8 曲线 的 v 与 8 轴 便 可 得 出 GC, — v 色散 曲线 . 

按 算法 A( 或 算法 B ) 得 出 的 阶梯 光纤 ny = 1.53 和 ng = 1.51 时 的 НЕ, X 
RE, 以 及 TEo;, TMo;, HE21, EH11, HE12, HE31, EH2i, HE41, TEo2, TMo2 和 HE。。 等 
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前 11 NE В — и 的 色散 曲线 如 图 3.5.2 所 示 . 这 样 的 色散 曲线 对 于 纤 芯 半 
£ a 和 工作 波长 А 具有 通用 性 . 对 于 算法 A 和 算法 也 生成 光纤 B v 5 v — B 色 散 
特性 所 需 数据 的 计算 程序 , 分 别 可 参见 附录 K 中 给 出 的 Fortran 程序 OPFIBERA 
和 OPFIBERB. 

1.530 


1.525 


1.520 


Bf ky 


1.515 


1.510 
0 2 4 6 8 


v= 2E a fni - n; 
图 3.5.2 阶梯 光纤 的 5 — v 色散 特性 


3.6 “谐振 腔 的 一 般 概念 


在 低频 时 , 传输 电磁 能 和 信和 号 的 传输 线 采 用 双 线 , 随 着 工作 频率 从 低频 一 > 微 
波 , 为 了 降低 线路 传输 损耗 , 经 历 由 平行 双 线 一 同 轴 电 缆 ( 软 同 轴线 ), 而 被 同 轴 
波导 、“ 单 导线 ”的 矩形 波导 和 圆 形 波导 等 代替 ; 同样 , 在 低频 时 , 具有 储 能 和 选 频 
特性 的 调谐 回路 采用 由 和 集中 参数 元 件 电感 L 和 电容 C 组 成 的 LC 谐振 回路 , 随 着 
工作 频率 从 低频 — 微波 , 为 了 克服 和 降低 回路 的 辐射 损耗 、 导 体 损耗 和 介质 损 
FE, 亦 相 应 经 历 了 由 一 段 短路 的 平行 双 线 传输 线 (谐振 线 ), 而 被 短路 的 同 轴 波导 、 
和 矩形 波导 等 谐振 腔 所 代替 . 

一 般 说 来 , 谐振 腔 ( 亦 称 为 空 腔 谐振 器 ) 是 一 个 具有 淮 意 形状 的 导电 壁 (或 导 磁 
BE) 所 包围 的 、 能 在 其 中 形成 电磁 振荡 的 室 腔 区 域 . 实际 应 用 中 所 过 到 的 谐振 腔 的 
结构 与 形式 是 多 样 的 ; 大 体 可 分 为 两 类 ; 一 类 就 是 我 们 将 讨论 的 最 常见 的 传输 线 型 
谐振 腔 , 它 就 是 由 一 段 两 端 短路 的 微波 传输 线段 , 如 同 轴 腔 、 ЯЛЕ ЕЛЕЕ ЛЕ, 或 
者 它们 的 变型 ; 如 在 可 调谐 的 波长 计 中 , 所 采用 的 谐振 腔 大 都 是 这 类 型 式 . 理论 上 ， 
这 类 波导 型 谐振 腔 的 分 析 昌 可 作为 一 个 新 的 电磁 场 边 值 问题 进行 处 理 , 但 是 , 这 样 
做 常常 是 不 必要 的 , 事实 上 , 我 们 可 引用 波导 理论 得 到 的 结果 , 再 使 它 满足 腔 的 两 
个 端 壁 上 的 边界 条 件 , 就 可 直接 导 得 谐振 腔 问 题 的 解 . 

另 一 类 是 非 传输 线 型 谐振 腔 , 它们 常见 于 一 些微 波 器 件 中 特别 是 在 微波 电子 管 
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中 还 采用 了 许多 具有 特殊 形状 的 谐振 腔 . 例如 , 在 灯塔 管 、 金 属 陶瓷 管 和 速 调 管 中 ， 
采用 环形 、 同 轴 形 和 径 向 线形 的 谐振 腔 , 在 磁 控 管 中 采 用 多 办 式 谐振 腔 等 . 这 类 谐 
振 腔 由 于 其 几何 形状 复杂 而 很 难 作 为 边 值 问题 用 场 论 方法 进行 分 析 , 故 通常 则 是 采 
用 工程 计算 方法 进行 分 析 , 即将 腔 中 场 较 集中 区 域 用 等 效 的 集中 参数 元 件 代 蔡 , 其 
它 部 分 结合 传输 线 与 电磁 场 方法 处 理 . 然后 应 用 低频 电路 和 传输 线 的 计算 方法 求 
出 腔 的 基本 参数 . 

对 于 低频 电路 中 的 LC 调谐 电路 , 其 基本 参量 为 电感 L 申 容 C 和 电导 G( 或 
电阻 R), 因为 它们 可 以 很 简单 而 方便 地 进行 测量 ; 而 回路 的 其 它 参量 , 如 谐振 频率 
wo. mA @o、 谐 振 导 纳 了 (或 谐振 阻抗 Z) 则 作为 导出 量 , 由 基本 参量 L. C 
和 G(R R) 来 表 示 , 另 一 方面 , 对 于 工作 于 微波 频率 的 谐振 腔 , 它 相当 于 低频 电路 
中 的 LC 振荡 回路 , 亦 具 有 储存 电磁 能 量 和 选择 一 定 频率 信号 的 特性 ,由 于 谐振 腔 
中 的 电磁 场 是 分 布 在 整个 腔 中 的 , 此 时 表示 集中 存储 磁 能 的 电感 L 和 表示 集中 存 
储 电 能 的 电容 ご 不 复 存 在 、 集 总 参数 电路 的 概念 已 失去 意义 ; 因此 , 谐振 腔 是 选用 
谐振 频率 wo( 或 fo) 和 谐振 腔 的 Qo 值 , 以 及 电导 G 作为 其 基本 参量 . 等 效 电导 G 
用 以 表征 谐振 腔 的 有 功 损耗 , 它 虽 属于 电路 概念 的 范畴 , 但 对 于 分 析 涉 及 谐振 腔 的 
微波 器 件 、 微 波 测量 问题 时 引入 等 效 电路 的 概念 有 时 仍 是 有 益 的 . 这 三 个 基本 参量 
可 通过 测量 求 得 . 

以 下 我 们 将 对 谐振 腔 的 基本 参量 谐振 频率 fp、 品质 因数 Qo、 等 效 电导 с, 以 
及 谐振 腔 的 有 载 Qu 值 等 作 一 般 性 简要 介绍 ; 有 关 具 体 的 谐振 腔 , 如 矩形 腔 、 圆 柱 
Ws. TARAS. 球形 腔 的 电磁 场 结构 、 储 能 、 损耗 功率 和 Qo 值 的 分 析 和 计算 , 以 及 谐 
振 腔 的 微 扰 等 问题 将 随后 分 节令 述 . 


3.6.1 ”谐振 频率 fmnp、 谐振 波长 Amnp 


对 于 波导 型 谐振 腔 , 腔 内 的 场 必须 在 三 维 方向 上 满足 电磁 场 的 边界 条 件 , 因此 ， 
它们 随时 空 的 变化 必然 具有 驻 波 的 形式 , 其 特点 是 : 电场 与 磁场 具有 n/2 的 相位 
35, 故 电场 为 最 大 时 , 磁场 为 零 ; 反之 磁场 为 最 大 时 , 电场 为 零 . 而 在 空间 上 , 电场 
与 磁场 亦 具 有 л/2 的 相位 差 , 因而 在 电场 为 最 大 处 , 磁场 为 零 ; 反之 磁场 为 最 大 处 ， 
电场 为 零 . 在 腔 壁 处 , 电场 的 切 向 分 量 和 磁场 的 法 向 分 量 等 于 零 , 它们 是 驻 波 的 节 
点 . 另 一 方面 , 对 于 规则 柱 波导 , 如 在 求解 矩形 波导 和 圆 波 导 时 所 看 到 的 , 沿 波 传播 
方向 z 场 为 行 波 , 因 场 需 满足 波导 壁 上 的 边界 条 件 , 场 在 与 波 传播 方向 相 垂直 的 横 
平面 内 则 是 驻 波 ; 应 用 边界 条 件 可 导 得 波 的 截止 波长 Xe{( 或 截止 频率 fe) 和 波导 波 
长 Xs( 即 波导 中 的 行 波 波长 ). 波导 型 谐振 腔 与 规则 波导 相 比 , 由 于 波导 中 的 行 波 在 
腔 的 两 个 端 壁 来 回 反 射 , 谐振 腔 中 沿 z 方向 的 场 亦 是 驻 波 场 , 因此 , 我 们 只 需 根据 
波导 中 的 场 在 z 方向 为 驻 波 的 条 件 , 便 可 求 确定 出 谐振 腔 的 谐振 频率 . 为 了 满足 腔 
两 端的 导电 壁 处 为 驻 波 节点 的 波 条 件 , 谐振 腔 的 长 度 1 应 等 于 波导 某 一 模式 的 半 波 
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导 波 长 Xe/2 的 整数 倍 , Вр 
1=р№/2 (p=1,2,:::) (3.6.1) 


作为 可 采用 “路 ”与 “ 场 ” 的 观点 分 析 的 例子 , 我 们 考虑 一 段 工作 于 TEM 模 的 
两 端 短 路 的 同 轴线 . 由 传输 线 理论 可 知 , 当 同 轴线 的 长 度 为 半 个 波长 (p = 1 情形 ) 
时 , 其 中 可 形成 驻 波 . 在 同 轴线 的 两 端 , 电压 为 零 , 而 电流 最 大 ; 在 同 轴 线 中 点 , 电压 
最 大 、 电流 为 零 . 电压 与 电流 具有 n/2 的 相位 差 . 这 时 , 同 轴 线 发 生 谐振 (相应 的 频 
率 称 为 同 轴线 的 固有 谐振 频率 ), 其 上 形成 驻 波 ; 线 上 的 电能 转换 成 磁 能 , 磁 能 又 转 
换 成 电能 , 而 其 总 能 量 为 一 常数 . 由 于 间 轴 线 的 外 导体 使 它 与 外 界 完全 隔离 , 故 须 
在 同 轴线 的 终端 署 一 耦合 环 , 或 同 轴线 的 中 心 置 一 探 针 使 此 两 端 短 路 的 同 轴线 受到 
激发 ; 假如 外 界 信 号 源 的 频率 等 于 同 轴线 的 谐振 频率 , 那么 振荡 将 达到 最 大 值 . 在 
稳定 的 情况 下 , 外 界 电源 只 须 供给 很 小 的 能 量 , 以 补偿 同 轴线 的 损耗 , 同 轴线 内 部 
便 可 产生 稳定 的 振荡 ; 电能 和 磁 能 来 回 地 转换 , 而 平均 电能 等 于 平均 磁 能 ; 假如 外 
界 频率 不 等 于 同 轴线 的 谐振 频率 时 , 平均 的 电能 就 不 再 等 于 平均 磁 能 , 这 时 , 激发 
源 除 了 供给 同 轴线 的 损耗 外 , 则 在 一 个 半 周 内 电源 必须 供给 无 功能 量 , 而 在 男 一 半 
周 内 又 将 这 部 分 能 量 回 馈 至 电源 . 因此 , 这 段 同 轴线 可 看 成 是 一 个 具有 电抗 性 的 负 
载 , 显然 , 这 段 同 轴线 与 普通 的 低频 调谐 回路 具有 相似 的 性 质 . 

一 般 地 , 对 于 规则 波导 , 由 (3.1.62) 式 可 知 , 其 中 传播 的 波 的 波导 波长 Xe 为 


y= = (3.6.2) 


1ー (A/2c)” 
或 写成 
м = — — (3.6.3) 
УЕ] С]? 
RP, A =1///єн 为 工作 波长 ; 为 工作 频率 ; e、j 分 別 赴 腔 内 媒 原 的 介 申 常 数 和 
磁 导 率 ; X 和 た 分 别 为 波导 截止 波长 和 相应 的 截止 频率 . 
由 (3.6.1) 和 (3.6.3) 式 , 谐振 腔 的 谐振 条 件 可 表 为 


1 (py 
アニ だ +ー (5) (3.6.4) 
由 此 可 得 波导 型 谐振 腔 的 谐振 频率 : 
_ 1 1 pN? 
/= a X: t (2) (3.6.5) 


例如 , 对 于 相应 同 轴 波 导 的 ТЕМ 模 同 轴 腔 ,Xe = оо, 其 谐振 频率 为 


fo 即 [= 02 (Ag = А) (3.6.6) 


__P 
ENT 


‚212. 第 3 章 ”规则 波导 和 谐振 腔 


РРР, А, = Aena, 由 (3.2.26) 和 (3.6.5) 式 可 得 其 TEmnp 或 TMinnp RENE 
振 频 率 和 相应 的 谐振 波长 为 


тар = UE (2) + (5) + (5) 
2 (3.6.7) 


(«ey « y 


对 于 圆柱 腔 , 由 (3.3.29) RATE, = 2na/2' mn 和 (3.3.32) 式 АТМ, = 2ra/zmn, 应 用 
(3.6.5) RAH TEmnp 或 TMmnp 模 的 谐振 频率 和 相应 的 谐振 波长 为 


TE NEN (Zæ) py? АТЕ 2 3.6.8 
frmnp JEL 2ла + (2) ; ттр [CEDE + (px/1)? ( ) 


Лар = 


IM = l Emn 2 Р ?. ТМ = -一 一 LN (3.6.9) 
[3 


2ла 21 mnp Гаја)? + (pn /Ü° 
X 3.3.2. 
谐振 腔 中 指数 m. n. p 可 取 0,1,2,--- 不 同 整数 值 , 因而 谐振 腔 中 存在 一 系列 
离散 的 谐振 频率 或 谐振 波长 ; 谐振 频率 最 高 或 谐振 波长 最 长 的 模 称 为 谐振 腔 主 模 ， 
因此 , 主 模 具有 最 小 可 存在 指数 m. n. p 值 . 对 于 矩形 腔 (c > a,a z 2b), ERA 
TBoi Ж; 对 于 圆柱 腔 , 主 模 可 为 TE 模 或 TMoio Ж, 这 取决 于 l/a 的 比值 . Al 


ATE x 21a 而 ATM x 21a 
(1.841)? + (ла/1)? 2.405 


故 当 TE; 模 为 主 模 时 应 有 : (1.841)? + (ла/1)? < (2.405)2， 由 此 可 解 得 a/ < 
0.4926, 即 当 7 > 2.03a Rt, 圆柱 腔 主 模 为 TEn 模 : 反之 为 TMoio А. 

以 上 波导 型 谐振 腔 的 谐振 频率 和 谐振 波长 是 采用 驻 波 法 求 出 的 , 它们 与 将 在 
3.7~3.9 节 中 采用 场 分 析 法 讨论 和 矩形、 圆柱 形 和 同 轴 型 谐振 腔 时 所 得 的 结果 是 一 致 
的 . 


3.6.2 ”品质 因数 Qo 


以 上 分 析 已 指出 谐振 腔 具 有 离散 的 谐振 频率 , 而 且 每 一 谐振 频率 相应 一 种 振荡 
模式 及 其 电磁 场 分 布 . 如 果 我 们 采用 某 种 耦合 方法 在 谐振 腔 中 激发 一 种 特定 的 振荡 
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模式 , 就 得 使 激发 的 频率 正好 等 于 所 选择 的 谐振 频率 , 否则 将 不 能 在 腔 内 建立 起 该 
振荡 模式 的 场 . 实际 上 , 由 于 谐振 腔 存 在 有 损耗 , 并 不 存在 像 ó 函数 那样 的 一 个 激 
发 频率 奇 点 ; 而 是 在 此 谐振 频率 左右 一 个 狭窄 频带 , 腔 内 可 产生 能 观察 到 的 激发 场 . 
谐振 腔 的 Qo 值 就 是 度量 它 对 外 界 激发 的 频率 响应 的 尖锐 程度 , 即 评价 谐振 腔 频 率 
选择 性 优 劣 (与 能 量 损 耗 ) 的 一 个 物理 量 , 其 定义 是 


Us 
= ーー 3.6.10 
Qo = wo Р, ( ) 


AP, wo 是 假定 腔 在 没有 能 量 损耗 时 的 谐振 频率 ; Uy 为 总 储 能 量 ; Pi 为 腔 损 耗 在 
一 个 周期 内 的 平均 值 . 
因 wo = 2n/T, 工 为 振荡 周期 , Pr = UL/T, Ж Qo 定义 亦 可 表 为 总 储 能 Us 与 
一 个 周期 中 腔 的 损耗 能 量 U, 之 比 的 2л fir, Вр 
Us 
Qo = AU. 
谐振 腔 中 总 的 电磁 储 能 Us 和 损耗 功率 P, 可 计算 如 下 : 
在 谐振 腔 中 ， 电场 与 磁场 随时 间作 简 谐 变化 , 旦 呈 驻 波状 态 , 因此 , 腔 中 的 电 
场 、 电 场 储 能 和 磁场 、 磁 场 储 能 随时 间 交 替 变 化 . 在 电场 储 能 为 最 大 某 一 瞬时 , 磁 
场 储 能 为 零 ; RZ, 在 磁场 储 能 为 最 大 某 一 瞬时 ,电场 储 能 为 零 ; 且 在 电场 (和 电场 
储 能 密度 ) 为 最 大 处 , 磁场 (和 磁场 储 能 密度 ) 等 于 零 ; 反之 , 在 电场 (和 电场 储 能 密 
BE) 为 最 大 处 , 磁场 (和 磁场 储 能 密度 ) 等 于 零 . 对 于 任 一 瞬时 , 腔 体积 V 内 的 总 储 
能 则 是 电场 储 能 与 磁场 储 能 之 和 , 它 为 一 常量 , 并 等 于 最 大 电场 储 能 U. 或 最 大 磁 
场 储 Un. 事实 上 , 如 果 我 们 对 谐振 腔 的 内 壁 的 封闭 曲面 S 所 包围 的 体积 V, 应 用 
Poynting 定理 , 则 由 (1.5.14) 式 , 假定 腔 内 媒质 是 无 耗 的 (с = 0), 以 及 Poynting Ж 


#Р- ;E хн“, 我 们 有 


(3.6.11) 


-fs (E x H*) -hdS = j2w "| (wm — we)do (3.6.12) 
у 
式 中 , wm = ÉH.H* 和 we = ТЕСЕ" 分 别 为 平均 磁场 储 能 密度 和 平均 电场 储 能 密 


度 : e. и 分 别 是 腔 内 填充 媒质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 . 
因 在 腔 壁 上 场 应 满足 边界 条 件 : (E x Н). Alo = Н. (ñ x E)|s = 0, Ж 
(3.6.12) 式 左 边 积分 等 于 零 , 于 是 便 有 


Ih (Wm — we)du = 0 或 "i の mdo = Jl, Шей (3.6.18) 


故 可 知 腔 中 总 的 储 能 为 : 


Us = [f| os mio =2 fff sm =2 fff se (3.6.14) 
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即 有 


= f| H*dv = Um; = 5 fJ ев: E*dv = U. (3.6.15) 


AH, V 是 谐振 腔 的 体积 ; U, 和 Um 分 别 是 最 大 电场 储 能 和 最 大 磁场 储 能 . 就 证 明 
了 腔 的 总 储 能 Us = Um = Ue. 

当 腔 内 填充 的 媒质 是 无 耗 时 , 能 量 的 损耗 仅 与 腔 壁 的 焦 尔 损耗 有 关 (实际 的 腔 
总 是 由 非 理 想 导体 制 成 的 ). 类 似 于 波导 损耗 的 计算 , 我 们 有 


R 
P, = > He H* fas = | |H,|? as (3.6.16) 


AH, S 是 谐振 腔 的 内 表面 面积 ; Rs = 2 其 中 oi 和 jp 分 别 是 腔 壁 的 导电 率 


和 磁 导 率 , 通常 对 非 磁 性 媒质 , 有 ил == p == ро. 
将 (3.6.15) 和 (3.6.16) 代入 (3.6.10) R, 并 因 via / Rs = 2/ A, 谐振 腔 的 Qo E 


可 表 为 
a me Nem 


"Rs fm -Hag АХ f] m. nias 
S 


式 中 ,4= ィ /ー - 为 腔 壁 导体 的 趋 肤 厚度 ， 


X, 根据 能 最 守恒 原理 可 知 , 耗 散在 腔 壁 上 欧姆 损耗 功率 等 于 腔 的 储 能 Uz 的 
时 间 变 化 率 的 负 值 , 故 由 (3.6.10) 式 有 


(3.6.17) 


_ dU» _ wo qs | wop _ 
ニーーー О, Us 或 一 +o U = 0 (3.6.18) 
易 知 , (3.6.18) 式 的 解 为 
Us(t) = Usoe-eot/ Qo (3.6.19) 


表明 储 能 Us, 按 指数 规律 衰减 , 衰减 常数 与 Qo 成 反比 ; 其 中 Uso 是 上 = 0 时 储 能 

Us 初 值 , 由 此 可 知 腔 中 的 场 随时 间 的 变化 为 阻尼 振荡 , 考虑 到 频 移 Aw 后 , 其 电场 
WHA 

E(t) = Eye” 385 eilco+Aw)t (3.6.20) 

(3.6.20) 式 阻尼 振荡 是 时 间 的 非 周期 函数 , 它 是 在 w = wo + Aw 附近 许多 频率 


的 養 加 . 对 E(t) fE Fourier 积分 变换 (第 1 章 附 录 D), 则 可 得 其 Fourier REM 
(积分 ) 表示 式 为 
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E(t) = x | 如 E(w)e ?*tdt (3.6.21) 
而 Fourier 变换 ( 即 频谱 E(w) 的 表示 式 ) 为 
а= [е E(t)e tdt = た Буе (99116 —90—40)) tay (E(D|,<o = 0) (3.6.22) 


这 是 一 个 初等 指数 函数 的 积分 , 对 它 积分 后 便 得 到 
2 1 
3.6.23 
[E(w)| ex (u us A + (wo 200)" ( ) 
(3.6.23) 式 给 出 了 谐振 腔 中 能 量 的 频率 分 布 ， 它 具有 谐振 曲线 的 形状 ， 如 图 3.6.1 
Bim. 


-IE 


co/ Q| = Au 


nl Aw 
图 3.6.1 “谐振 腕 谐振 曲线 的 一 般 形状 
在 谐振 曲线 半 功 率 点 处 , 有 


w- w- Аш = +295 或 w = о + Аш зор (3.6.24) 
参见 图 3.6.1, 可 知 谐振 曲线 的 全 带宽 为 Aw = 2 (wo/2Qo) = wo/Qo. THA 
wo 
Qo = Aw (3.6.25) 


因此 , 谐振 腔 的 Qo 值 亦 可 通过 实验 测量 谐振 频率 wo 和 半 功 率 带宽 Aw Ж (3.6.25) 
式 计算 . 


3.6.3 ”等 效 电 导 G 


上 述 讨论 曾 指出 谐振 腔 相当 于 一 低频 调谐 回路 , 但 它 具 有 多 个 离散 的 谐振 频 
率 , 不 同 的 谐振 频率 将 有 不 同 的 场 结构 , 对 应 于 一 种 振荡 模式 . 因而 , 我 们 可 对 某 一 
振荡 模式 用 一 个 集 总 参数 表示 的 谐振 回路 进行 等 效 ， 考虑 到 谐振 腔 应 用 于 微波 电 
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真空 器 件 中 , 电子 束 的 作用 可 视 为 一 并 联 的 电子 导 纳 , 为 便于 它 与 腔 导 纳 的 简单 相 
An, 故 通 常 采 用 图 3.6.2 所 示 并 联 形式 的 等 效 电路 . 


图 3.6.2 ”谐振 腔 的 并 联 等 效 电路 


应 用 等 效 电 路 ( 即 电 路 理论 ) 的 方法 研究 谐振 腔 外 部 特性 , 特别 是 研究 含有 谐 
振 腔 的 微波 系统 的 特性 是 十 分 方便 的 . 在 谐振 腔 的 等 效 电路 中 , 电感 L 和 电容 C 
通常 满足 关系 式 : wo = 1/VZC, wo 是 所 等 效 的 振荡 模式 的 谐振 频率 ; G 就 是 等 效 
HS, 它 表 征 谐振 腔 的 有 功 损耗 . -EW L С. С 的 等 效 电路 只 适用 于 所 等 效 振荡 
模式 的 谐振 频率 及 其 附近 的 一 个 很 小 范围 ; 超过 此 频率 范围 , 谐振 腔 还 可 能 谐振 于 
另 一 振荡 模式 , 这 时 则 必须 采用 另 一 等 效 电路 与 之 相应 . 

W Vin 为 并 联 电路 两 端的 电压 幅 值 , 则 消耗 在 等 效 电 导 G 上 的 功率 为 


Pr = 3GV2 (3.6.26) 
故 
G = 21 (3.6.27) 
式 中 的 P, 可 由 (3.6.16) XX: 
Р; = 54. [Hi ds (3.6.28) 


计算 ; 按 电压 的 定义 Vn 是 电场 E 从 所 等 效 的 端口 点 4 到 点 В 的 线 积分 , BU 
站 
Vn = / Е.а (3.6.29) 
将 P, ЖҮ. 代入 (3.6.27) R, 便 得 到 


Rsd) |H. ds 
G= 一 二 > 一 一 (3.6.30) 


EE 
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等 效 电 导 G 的 概念 在 微波 电 真空 器 件 中 具有 重 
要 应 用 , 例如 , 图 3.6.3 所 示 速 调 管 的 环形 腔 ， 这 时 
涉及 的 V. 可 选取 电子 束 越过 腔 内 机 网 电极 的 路 径 计 
ж. 然而 , G 的 计算 要 求知 道 腔 内 的 电磁 场 分 布 , 这 对 
于 共有 复杂 形状 的 腔 是 困难 的 , 而 且 由 于 积分 (3.6.29) 
的 值 不 仅 取决 于 所 选择 的 电压 计算 点 4 和 B 在 腔 中 
的 位 置 , 还 与 选择 的 积分 路 径 有 关 , 致使 G 值 具有 不 
确定 性 ; 即使 可 计算 出 G 的 理论 值 也 与 实际 值 相差 较 
大 ; 因此 , 通常 它 由 实验 确定 . 

另 一 方面 , 若 采 用 电路 理论 分 析 方 法 , 参见 图 3.6.2 谐振 腔 等 效 电 路 , 可 知 端 电 
FRAN Vm 时 腔 的 储 能 为 


图 3.6.3” 速 调 管 中 的 环形 腔 


Us = ;CVÀ (3.6.31) 

U C 

ー wu E — 407 
Qo = Wo Pr G (3.6.32) 


为 消去 上 式 中 的 C, 现在 来 研究 在 谐振 频率 wo 附近 , 谐振 回路 的 电 纳 随 频率 
w 的 变化 . 谐振 回路 的 导 纳 等 于 : 


V=G+jB= G+) (oO 2) (3.6.33) 
wL 


其 电 纳 部 分 为 B = oC (1- 210). 因 8 = ps 故 有 
В = С (ш — wo) (w + wo) /w (3.6.34) 
如 果 强 迫 振荡 的 频率 w 与 wo 相差 其 小 , 则 w + шо ле 2wo, 于 是 得 


B=2C(w—wo) 而 有 C= 3163 (3.6.35) 


在 微波 波段 , 测量 腔 的 电 纳 是 方便 的 , 故 可 通过 测 出 В — 曲线 在 w ~ wo НА 
率 而 求 得 ($5) 的 值 , 亦 即 C 的 值 , 将 它 代入 (3.6.32) 式 , 就 得 到 


__ wo dB 
Qo = 25 (Z) (3.6.36) 


通常 wo 和 G 亦 可 由 实验 测 知 , 故 (3.6.36) 式 便 提供 了 测量 谐振 腔 Q 值 的 一 种 方 
法 ; 而 若 wo 和 Qo 已 由 实验 测 知 , (3.6.36) 式 则 是 提供 了 测量 谐振 腔 等 效 电导 G 值 
的 一 种 方法 . 
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3.6.4 腔 与 外 界 的 達 接 、 有 載 品 原因 数 Qr 


谐振 腔 本 身 是 无 源 器 件 . 在 实际 应 用 中 , 谐振 腔 要 通过 耦合 结构 与 传输 系统 连 
$e, 以 使 信号 源 输入 到 腔 中 激励 起 振荡 ; CRA AE БЕЕК ЕЕН B5] c 8o 5 46] 
负载 上 . 如 果 使 用 一 个 耦合 结构 兼作 输入 和 输出 , 则 谐振 腔 (反应 型 谐振 腔 ) 就 相当 
于 一 个 负载 , 为 一 两 端 (单口 ) 网 络 ; 如 果 谐振 腔 中 有 输入 和 输出 两 个 耦合 结构 , 则 谐 
振 腔 (传输 型 谐振 腔 ) 便 形成 一 四 端 ( 双 口 ) 网 络 ， 因 此 , 谐振 腔 与 外 界 有 耦合 就 使 得 
腔 内 振荡 的 能 量 不 仅 消耗 在 腔 本 身 , 还 消耗 在 负载 中 . BS Ра 表示 损耗 在 负载 
中 的 功率 ; Pi 为 非 理 想 导电 腔 壁 的 损耗 功率 , 则 此 时 腔 损 耗 功率 可 表 为 


Рур = Pr + Роза (3.6.37) 
相应 的 Q 值 则 称 为 有 载 品质 因数 . WA Qu, 因而 有 


QL = (3.6.38) 


Us; > 
"BEL ~ 0 Pr + PLoaa 
或 写成 

a 01, 1 

Qr Q の roaa 
AP, Qroaa = wWoUs/Proaa 称 为 负载 (或 外 界 ) 品质 因数 . 腔 的 固有 品质 因数 Qo 
仅 与 腔 的 工作 模式 , 几何 形状 和 尺寸 、 腔 壁 材料 和 腔 内 媒质 特性 有 关 , 如 果 腔 内 媒 
MEA REN, Д) P, 中 还 应 计 入 介质 损耗 ; 腔 有 载 品 质 因 数 Q 随 其 耦合 方式 、 耦 
合 强度 的 不 同 变化 较 大 . 

AA, 若 采 用 电路 理论 分 析 方 法 , 当 谐 振 腔 与 外 电路 的 相连 接 时 ,对 腔 的 

某 一 谐振 模式 , 在 其 谐振 频率 附近 可 用 一 等 效 谐振 回路 表示 ; 而 与 之 连接 的 外 电路 
可 表 为 一 段 终端 接 有 负载 阻抗 的 传输 线 . 若 传 输 线 连接 的 负载 等 于 线 的 特性 阻抗 
Zo( 相 应 特性 导 纳 Yo), 则 在 与 腔 连 接 的 、 传 输 线 输入 端的 输入 导 纳 就 等 于 Yo, 故 整 
个 系统 的 等 效 电路 可 用 图 3.6.4 表示 . 


(3.6.39) 


图 3.6.4 含 负载 的 谐振 腔 等 效 电路 


当 谐 振 腔 的 终端 AA’ 开路 时 , 由 (3.6.32) 式 , 系统 的 固有 Q 值 为 


C 
Qo = E (3.6.40) 
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当 谐 振 腔 的 终端 接 有 负载 Yo 时 , 系统 的 Q ETRA 
Q wol 1 1 1 
L 


= сү 或 写成 元 = 而 十 Quas (3.6.41) 


AP, wo = 1/ VLC; Qroaa = WoC /Yo 为 外 界 品质 因数 , 而 Qo 为 固有 (RER) 品 
质 因数 . 
(3.6.41) 式 , 我 们 可 得 


Qo = Qr (: + 3) = Qr (1+ 8) (3.6.42) 
这 里 , 8 = Yo /G 称 为 看 合 系数 ; 8 愈 越 大 表示 耦合 您 强 , QL ЖИК. 


3.7 SEES 


ЖЛЕ ДЕЛЕ uj HPR Ж ЕЧ ЖЕЛЕ S ЖЗ PA ВЕЕ SR. 设 其 宽度 为 a, 高 
度 为 而 长 度 为 4 如 图 3.7.1 所 示 . 


る 


3.71 ЖИЫ 


RITHE BOR GEAEUE E PPS BU USERS ТЕН ERTE EE P S nn ER] 
电磁 场 . 
3.71 TEmnp 和 TMmmnp( 振 荡 ) 模 


(1) TEmnp Ж 
BEB SA — TESQ WE +z 方向 传播 , 由 (3.2.13) 式 可 知 其 电磁 场 表 示 


式 : 
五 + 一 sey н cos бет sin ĝyye t777 
Ej = Р» Ho sin ó;z cos 8, ej2t— 7? 
ET = (3.7.1) 
Hj = Te Hg sin 0。 cos 8, elet—vz 


ô . 
H} = TH Ho cos óxz sin ó,yel** 1” 
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Hj = Ho cos 9。z cos буе! ^ 


式 中 ， 
== 和 6, = T E = 02 602 = Y! + wep (3.7.2) 


当 沿 + 方向 传播 的 TEmn 波 抵达 z = | 端 腔 壁 (理想 导电 平面 ) 时 被 反射 而 
产生 沿 —z 方向 传播 的 反射 波 , 当 此 反射 波 抵达 z=0 端 腔 壁 时 , 又 被 反射 向 +z 方 
向 传播 , 如 此 TE, 波 在 腔 中 来 回 反射 , 在 腔 中 同时 存在 有 +z 和 > 方向 传播 的 
波 , 而 形成 驻 波 . 腔 中 的 场 是 “入 射 波 ” 与 “反射 波 ” 的 登 加 , 它 必 须 满 场 的 边界 条 
件 . 由 于 其 合成 场 已 满足 腔 侧 壁 的 边界 条 件 , 故 它 仅 需 满足 在 z = 0 端 和 z = 1 йо 
腔 壁 内 表面 上 电场 的 切 向 分 量 和 磁场 的 法 向 必须 为 零 的 边界 条 件 . 

为 了 使 合成 场 满足 z = 0 端 腔 壁 上 场 的 边界 条 件 要 求 , 对 于 反射 波 , 除 波 因子 
为 ee は 3z 外 , 反射 波 电场 Ez. Ес 和 磁场 Н; 与 入 射 波 的 EI. Ey 和 H; 应 相 
差 一 负 号 , 即 它们 之 间 具 有 180° 相位 差 ; 而 HS. Нс. Еу 与 HY. Н}. E 间 没 
有 相差 . 这 样 , 我 们 可 直接 写 出 反射 波 的 电磁 场 表示 式 为 


jw 1. | 
Er =— ーー У Ho cos бух sin ó,yel"**?? 
E, = Tre Ho sin 9。 cos ó,ye) tt YY 
E; =0 
; (3.7.3) 
H; = JS Ho sin óxz cos бууеј“ +75 
H; = 19 Ho cos 0。 sin ó, yel" +72 
Ну = —Hocosó,z cos ó,yel"** Y? 
ЛН RARBG E-E'-E NSIH-H'-H X 
jw pd А 
E, = ーー > Ho cos b,x sin бу (e77 — e z) eit 
Ey = sibs Ho sin бет cos буу (e77 — e777) elot 
Е, = 0 
(3.7.4) 


бт . | 
H, = T Ho sin ó,z cos буу (e77 + e777) eit 


_ Уу 
v §2 


X 


Ho cos ó,2 sin буу (e77 + e777) e^t 


Н, = —Ho cos óxz cos буу (е7 — e Yz) еі 
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假定 谐振 腔 为 理想 导体 制 成 , 且 腔 内 介质 是 无 耗 的 ; 此 时 , 传播 常数 y 为 一 虚 
数 , 即 


y=j8 (3.7.5) 
于 是 , (3.7.4) 式 可 写成 
2wpnó. ; 

E, = P Y Ho cos бъх sin буу sin Bzel"t 
E, = es Ho sin 6,2 cos буу sin 8zejet 
Е, = 0 

| (3.7.6) 
Н, = A Ho sin 6,2 cos буу cos f zeit 
H, = 71069 po cos бт sin буу cos Bzelet 


ó 
H, = —2jHo cos б=т cos дуу sin бгеі“* 


AF 8 值 可 由 2 = 1 RE LIAR E, = 0 8 E], ,—0. Hela = 0 
之 一 确定 , 即 
ѕіп 82|. = зіп 61=0 由 此 得 ”Bl = px 


或 


p=" (p = 1,2,3,---) (3.7.7) 


故 当 8 = рл/1 时 , (3.7.6) 式 就 是 矩形 谐振 腔 中 的 电磁 场 表 示 式 . 从 (3.7.6) 式 可 见 ， 
谐振 腔 中 的 电磁 场 具有 驻 波 性 质 , 亦 即 场 分 布 随 时 间作 简 谐 变化 , 但 在 三 个 方向 上 
场 分 量 各 按 半 个 周期 的 整数 倍 变化 , 而 其 最 大 点 和 最 小 点 的 位 置 并 不 随时 间 改 变 . 
对 于 波导 , 则 仅 是 在 横 截面 上 电磁 场 是 驻 波 分 布 . 

不同 的 m, n 和 p( 称 为 波 型 指数 ) 取 值 , 矩形 谐振 腔 具 有 不 同 的 场 分 布 , 相应 地 
BA TE 模 的 一 种 振荡 模式 ; (3.7.6) 式 就 相应 于 TEmnp Ж. 

(2) TMinnp Ж 

设 有 一 TMinn 型 波 沿 +z 方向 传播 , 由 (3.2.25) 式 可 知 其 电磁 场 表示 式 为 


ó. . 
Et = 一 TES cos б=т sin ó, yelt—* 


0 . 
Et = 16% Eo sin óxz cos ó,yel^t 7? 


у 32 
Ef = Eosinó,zsinóyyel^t?* (3.7.8) 
‘wed | 
н} = VEY к sin бл cos óyyel^t—7* 


62 
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Hy = E Eo cos óxz sin бууе イタ 


H+ =0 
当 入 射 TM。。 波 在 矩形 谐振 腔 中 传播 时 , 由 于 z = ! BEAN BON, MAER 
射 波 场 E- 和 戸 -, “入射 波 ”与 “反射 波 ” 在 腔 的 两 端 壁 间 的 来 回 反 射 便 形 成 了 驻 


波形 式 的 场 . 采用 相同 于 TE。。。 模 情形 的 分 析 , 注意 到 y = 18, 不 难 求 得 矩形 谐振 
腔 中 TMinnp 模 的 电磁 场 为 


E, = 280 Epcos ó; sin by sin Bz" 
286 . 
E, = — 2 У Ep sin ó, cos 9。 sin 82е“ 
E, = 2E sin ó; sin ó, cos Згеј“* 
-— (3.7.9) 
H, = A Eo sin ó; cos ôy cos Bzelet 
2 . 
H, = te p, cos 9。 sin dy cos の ze“? 
Н, =0 
式 中 
ーー ルー の ジー8+ す 8 ニア +ePeg 和 p= (3.7.10) 


m. т = 0,1,2,.… (不 同时 为 0); p-0,L,2, 


对 于 TEmnp BE, 由 (3.7.2). (3.7.5). (3.7.7) R; PLA TMmnp 模 , 由 (3.7.10) 
式 , 我 们 可 知 它们 的 角 频 率 。 満足 相同 的 共 系 式 : 


= EB = = 62 + 62 + 82 (3.7.11) 
RE, ds = 77,6, 7 R 8 = PF. 


b 
(3.7.11) pos の 仅 与 谐振 爱 的 尺寸 a. b. l 以 及 波 型 指数 m. n. p AR, A 
而 它 称 为 谐振 腔 的 固有 频率 , 常 记 为 wnp( 或 简写 成 wo). 亦 即 , 我 们 有 


2 + (y 


(m. п = 0,1,2,.…( 不 同时 为 0))， p= 1,2,:…) 


" (Ey = wnnp (Ewo) (3.7.12) 


«7 Jm) 


3.7 FRB m" 
而 谐振 频率 fronp 和 它 对 应 在 e~ u 媒质 中 的 谐振 波长 Amp 分 别 为 
的 
1 
Amnp = тару Н (т/а)? + (n/6)? + (ру)? 


这 里 , 求 得 的 た np, Amnp 就 是 曾 采 用 驻 波 条 件 法 所 求 得 结果 (3.6.7) 式 . 

对 于 不 同 的 т. n 和 p 的 取 值 , 矩形 谐振 腔 TE。。。 RS TMm 模具 有 不 同 
的 场 分 布 、 但 它们 具有 相同 的 谐振 频率 和 谐振 波长 . 对 于 a = 2b, TEiol 模具 有 最 
长 的 谐振 波长 或 最 低 的 谐振 频率 , 它 是 矩形 谐振 腔 的 主 振荡 模式 . 


3.7.2 TEoi = (振荡 ) 模 


(1) TE;oi 模 电 磁场 
由 (3.7.4) 式 , $ m = 1,n = 0,р = 1, 这 时 , 6, = ó = л/а, б, = 0, 8 = x/l, W 
可 得 TE;o; 模 的 驻 波 电 磁场 分 布 为 


(3.7.13) 


2 А 

ÉE, = — она Hosin T sin T get 
л a l 
2] . 

万 。 = 2)Ва н, sin ニッ cos zelet (3.7.14) 

л а l 
H, = —2j Ho cos Trisin “де! 

а 


E, = E, = H, = 0 


按 (3.7.14) A, BANA AER TE 0, 模 的 电磁 场 分 布 示意 图 如 图 3.7.2 所 示 . 


上 EEE 


+ 
b 


EE=:::=== 习 


y Hy H, E, H, 
2 b y 0 T 
H, 


图 3.7.2 矩形 谐振 腔 TE 主 模 的 场 分 布 
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由 (3.7.13) 式 可 知 , FBGA TE 模 的 谐振 频率 fio. 和 谐振 波长 


Aoi 为 
әла = 2л уа? +12. n _ 2a — 
шо = 101 = VER dal 101 = HT 


2 1 N 
4 Ey = HE н, wH = wo = "E T Ho = Jv 714) 式 亦 可 表 为 
л E 入 101 4a H 


(3.7.15) 


л 
E, = Eosin 一 75m T ] Treut 


Е sin — "cos Tz zelvt 
В (3.7.16) 


EX m., 
2 =), /一 Tq Бо сов = sin 720 


E, = Е, = Hy =0 


(2) 谐振 腔 的 电磁 储 能 
应 用 (3.7.14) 式 , 可 知 逢 形 谐振 腔 TEo」 模 电场 的 最 大 储 能 量 为 


a b i 
- š f / / |E|? dadydz 
2Jo Jo Jo 
a b l 
= 588 | sin? Tade | ay f sin? Tzdz 
2 0 a 0 0 l 


= Ê E2abl (3.7.17) 


8 
而 磁场 的 最 大 储 能 量 为 


の a b pl 
= / / / (Н? + H2) dzdydz 
2 Јо Jo Jo 
a b pl 
и € 1 sx x 
= s/ / / ior Ej gj; sin” z cos? 72920742 
aL hi E2_ L cos? Sa sin? атана 
ー ー 一 cos“ —z sin“ —zdzdydz 
2 0 0 0 101 0 1a 2 a l y 


€ 1 
= 5 0А РЕ iB aj abl (3.7.18) 
将 (3.7.15) RAER, 则 Un WHA 
2 
-Ep (2a! L pl аы = Š E2abl = 
Un = g Eo (zm) Ë + ma abl = z Eoabl =U, (3.7.19) 


(3.7.19) 5 (3.7.17) 比较 可 见 , Um = Ue, 即 腔 谐 振 时 其 磁场 储 能 最 大 值 等 于 电场 储 
能 最 大 值 . 
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(3) 谐振 腔 壁 的 损耗 功率 

当 谐 振 腔 壁 并 非 理 想 导 体 时 , 将 产生 焦 尔 热 损耗 . 按 (3.6.16) 和 (3.7.16) 式 , 可 
求 得 腔 壁 的 损耗 功率 P, 的 近似 值 , 它 是 腔 左 、 右 两 侧 壁 损耗 功率 Р, 。, 腔 底 壁 和 
顶 壁 的 损耗 功率 P34 与 腔 前 、 后 两 端 壁 损耗 功率 Ps,e 之 和 , 即 


Pr = Py2 + Ps. + P56 (3.7.20) 


其 中 


є А? NP: 
Pa = 2's | | [H, H7), ТЕГИ n п даз Fo sin” T zdydz 


= 22 = — №012 (3.7.21) 


R в i 
Рза = 22! fi [Hp H} H.H7], оь drdz 


є № E? 
= Rs | [ 101 T cos2 таъ 0 っ cos? Tos? T? dzdz 
wa dis a l a 


_ Rse a d 
= 163 (1 +t) Xo Е? (3.7.22) 


Rs f° р? А a є М л 
Pci n [H+ Hz]. a zdy = Rs | [E т quz Po Sin” —zdzdt 


_ Rs と ab 
= в 78 — Ао EZ (3.7.23) 


将 以 上 (3.7.21)~(3.7.23) 式 求 得 的 Pro. Рза 和 Pse 代入 (3.7.20) XX, 得 
As £ 


bi 1 
Pr = 7010 (3 + = Tor =) (3:7.24) 
(4) TEio: 模 的 @ 值 
将 (3.7.19) 和 (3.7.24) 式 代入 谐振 腔 品质 因数 Q 的 定义 (3.6.10) R, 可 得 
二 五 ab 
Qui = wo pE cag ы Tab 
xs ( 2*5 tat 3 
因 有 wo = ike " = 和 №о = ===. (3.7.15) x), 上 式 经 整理 、 化 简 后 ， 


我 们 最 后 便 得 到 矩形 谐振 腔 TE 模 的 Q 值 表示 式 为 
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3 
2 ,2)2 
p (Pe) (3.7.25) 


Qioi = 
4Rs © оз 3+ (a2 +2) 


式 中 , Rs = 一 = г, о) 和 ш 分 别 为 腔 壁 的 电导 率 和 磁 导 率 ; 4 为 腔 壁 的 趋 


с nA 
肤 厚 度 . 
对 于 立方 形 谐振 腔 , a = b = 1, (3.7.25) 式 可 简化 为 


von, ја 1 fu 
= ニーー ィ ルー + 0.74—,/- 3.7.26 
Qin 6Rs V€ 0 Rg Ve ( ) 


如果 腔 中 充 的 是 空気 , jp/e e 4 ро /єо © 3770. 对 于 铜 , 在 频率 为 1010Hz 时 ， 
с = 5.8 x 107/Q.m, Rs = 0.02612, ДІ 9101 = 10700, 由 此 可 以 看 出 , 谐振 腔 的 品质 
因数 Q 比 一 般 低 频 集 总 参数 谐振 回路 的 Q të ( 约 几 十 至 几 百 ) 要 大 得 很 多 . 


3.8 ”圆柱 谐振 腔 


圆柱 形 谐 振 腔 可 由 两 端 用 理想 导体 封闭 的 一 段 圆柱 波导 构成 ， 设 圆柱 腔 的 半 
径 为 а, 而 长 度 为 1, 如 图 3.8.1 所 示 . 


图 3.8.1 BARE 


我 们 将 在 已 求 得 圆柱 波导 中 传播 的 波 的 场 分 布 基础 上 来 分 析 贺 柱 腔 中 的 电 
磁场 . 


3.8.1 TEmnp 和 TMmnp( 振 荡 ) 模 


(1) TEmnp Ж 
设 有 一 圆 波导 TES, WA +2 方向 传播 . 由 (3.3.17) 式 可 知 其 电磁 场 表 示 式 : 


jeum : jwt— yz 
EX = Pnt HoJm (5 mnp) sin теі? 
Et = - wh ra Ji, (5'mnp) cos треї“ yz 


? 元 
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E = 0 
Hy = – E Ho Jl, (0 mnp) cos тре? —7° 
Н} = s yz 5 tom (0 млр) sin теі (3.8.1)! 


H+ = HoJm (0 mnp) cos треї“? 
式 中 , 
б а = (zn fa) =P Каеш x nsa (z) = 0 的 第 "个 根 (3.8.2) 
(m, n 二 0,1,2,…( 不 同时 为 0); p= 1,2,…) 


当 沿 +z 方向 传播 的 TM。。。 波 抵达 z = 1 端 腔 壁 (理想 导电 平面) 时 被 反射 而 
产生 沿 > 方向 传播 的 反射 波 ; 当 此 反射 波 抵达 2 = 0 端 腔 壁 时 ,又 被 反射 向 + 
方向 传播 , 如 此 TE, 波 在 腔 中 来 回 反射, 在 腔 中 同时 存在 有 +z 的 入 射 波 和 > 
方向 的 反射 波 , 而 形成 驻 波 . 为 了 使 合成 场 满足 z = 0 端 腔 壁 上 场 的 边界 条 件 要 求 ， 
对 于 反射 波 , 除 波 因子 为 ettr 外 , 反射 波 电场 EL. E; 和 磁场 H; 与 入 射 波 的 
EF. ЕЎ 和 НУ 应 相差 一 负 号 , 即 它们 之 间 具 有 180° 相位 差 ; ШОНУ. НС. E; 与 
HF. H£. El 间 没有 相差. 这 样 , 我 们 可 直接 写 出 反射 波 的 电磁 场 表示 式 为 ] 


E, = BN HoJm (mnp) sin mpe“ +yz 
E; = - HoJ!, (0 mnp) cos теі 
Ej; = 0 
(3.8.3) 
H; = -a – НоЈ, (6 mp) cos тоеі~72 
H; = ГИР ——HoJo (ó! map) sin mpelott 2 


H7 = —HoJm (0 mnp) cos теі 


类 同 于 和 矩形 谐振 腔 情 形 , 圆柱 谐振 腔 中 的 TE np 模 的 电磁 场 是 圆 波导 中 ТЕ 
Se 5 “反射 波 ” He, 即 其 E — ET +E, H = HT + H, WS ws E tH 
理想 导体 制 成 , 且 腔 内 媒质 为 无 耗 的 , 而 有 y = j8, 于 是 , 我 们 便 可 得 圆柱 腔 TEnnp 
模 的 电磁 场 表示 式 为 

+ 为 简洁 起 见 , (3.8.1) 式 中 仅 取 (3.3.17) 式 中 的 上 一 项 , 由 于 圆 波 导 的 轴 对 称 性 , 并 不 失 一 般 性 . 
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2 А 
Ep = сз Holm (6 р) sin my sin Bzelt 
mn 
2 
Ey = a Ho Ji, (mnp) cos my sin Bz“? 
E, = 0 
3.8.4 
po . (3.8.4) 
H, = -j 57 HJ? (Š! an p) cos my cos Bel? 
; 28m wt 
Hy =12 っ HoJm (8' mnp) sin my cos Bel 


H, = —j2HoJm (Š! mnp) cos my sin Bzejet 
ВТА БШ Eola = Б.и ОЯ Hl, = 0, 可 得 sin Beli = 
sin Gl = 0, WE 
pa (р = 1,2,3,---) (3.8.5) 


当 B = px/【 时 , (3.8.4) 式 就 是 圆柱 谐振 腔 中 的 电磁 场 表 示 式 , 它 满足 腔 壁 上 场 的 
边界 条 件 . 

(2) TMmnp 模 见 TMmnp Ж 

由 (3.3.27) 式 可 知 圆 波 导 中 沿 +z 方向 传播 的 TM。。。 模 电 磁场 表示 式 为 


ET = LIA (6mnp) cos melt 
m . | 
Е = 52.5 Eod (mnp) sin mqoel"t* 
ET = Eodm (bmnp) cos ape リツ イー イタ 
jwem (3.8.6) 
H} = K Eo Jm (mnp) sin mqel*t-* 


Hi =0 
采用 与 上 述 处 理 TE。。。 模 波 相 同方 法 , SUTTRK f LEES TMinnp 模 的 
电磁 场 为 
28 1 : jwt 
E, = – —— ЕоЈ,, (mnp) cos my sin Все!“ 


bmn 


280m | | 7 
一 82, 5 Pom (mnp) sin my sin B zel^* 
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E, = 2EoJm (mnp) cos me cos геі“? 


2) . j 
H,-- rasa (6mnp) sin me cos Bzel* (3.8.7) 
H; = m Eo Ji, (6mnp) cos тр cos f zel^* 
Н, = 0 


式 中 , 
Sn = (tmn/a)? = 72 +02; EmA Jml) = 0 的 第 "个 根 ，8= (3.8.8) 
(m. т 二 0,1,2,… (不 同时 为 0); p=0,1,2,.…) 

对 于 不 同 的 (m. n. p) 值 , TE 和 TM 模具 有 不 同 的 电磁 场 分 布 结构 ,相应 地 
称 为 TEmnp 和 TM。。。 振荡 模式 , 它们 的 固有 谐振 频率 与 固有 谐振 波长 可 计算 如 
F: 

(3.8.2) 和 (3.8.8) 式 分 别 给 出 了 圆柱 腔 的 固有 谐振 频率 w= wo( 或 wmnp) 与 腔 
尺寸 和 小型 指数 (m. n. p) 所 满足 的 关系 式 , 由 它们 可 得 : 

ТЕЙ: wen = 2, +82 = (za fa). + (pz /t)” 


1 z! 2 z! (2) 
ТЕ — mn p TE __ 2m) 一 3.8.9 
“map veh ( a ) +(Т) l “Link = VE Aw (sz) (2) К 8.9) 
ATE 2x (3.8.10) 


mnp 一 HEGSC en la) + (рту) (z NK + (px/1)? 


TMmnp 模 : wep = 2, + 89 = (Emn /а)? + (рл/1)° 


_ (===) (=) d Emn \? р 2 
“ТМ, EU ТМ = = (22) + (£) (3.8.11) 
АТМ 一 (3.8.12) 
" T EN = + (pnl)? 


DA EXE, ж'м 是 J), (z) = 0 的 第 п 个 根 ; хт» 是 Л. (х) = 0 的 第 ”个 根 . 由 于 
76(z) = -J (z), 因此 , TEonp BS TM," 模具 有 相同 的 谐振 频率 , 它们 是 频率 简 
ЖАЯ. 一 般 , 不同 的 (m. n. p) E, TEmnp 与 TM; nap 模具 有 不 同 的 谐振 频率 和 谐振 
波长 . GE: 对 于 从 上 下 文 的 叙述 不 致 引起 混淆 的 情形 , 有 时 为 使 符号 简洁 起 见 , 而 
省 写 了 固有 谐振 频率 和 谐振 波长 的 上 标 “TE” 和 “TM”, 或 同时 省 写 它 们 的 上 、 下 
标 ， 而 用 wo 和 Ao 表示 .) 
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在 圆柱 波导 中 TE. TMo 和 ТЕо 模 是 三 个 具有 广泛 应 用 的 重要 传播 模式 . 
相应 地 , 对 于 由 圆柱 波导 构成 谐振 腔 , TEn ТМо 和 TEo 模 亦 是 具有 实际 应 
用 的 三 个 重要 谐振 模式 ; 24 1 < 2а 时 ( 即 短 圆柱 腔 ), TMoio 模式 主 模 , 而 当 1 2a 
时 ( 即 长 圆柱 腔 ), TE 模式 主 模 . 

以 下 分 别 对 圆柱 腔 的 上 述 三 种 振荡 模式 进行 分 析 和 讨论 . 


3.8.2 TMoio & 


(1) TMoo 模 电磁 场 

对 于 TMoio Ж, m = 0,n = 1,р = 0. 这 时 ,zol = 2.4048---, y = }8 = 0, 
бо = wen. 由 (3.8.7) R, 注意 到 Л(2) = —Ji(z), we/8o1 = e/g 并 将 常数 
2Eo — Eo, 则 可 得 TMoio 模 的 电磁 场 表 示 式 为 


Е, = Eodo (5019) eic 

. € А 
Hy = jJ E (501p) е“? (3.8.13) 
H, = E, = Е, = H, = Н, =0 


式 中 , бо = 2.405/a. 而 由 (3.8.11) 和 (3.8.12) 式 可 知 其 谐振 频率 和 谐振 波长 为 


шо = LN 和 АТМ = = == 2.613a (3.8.14) 
按 (3.8.13) 式 , 可 得 圆柱 谐振 腔 TMoio 模 的 电磁 场 分 布 如 图 3.8.2 所 示 . 
E, 


图 3.8.2 MEE TMoio 模 的 场 分 布 


腔 壁 上 的 电流 分 布 可 由 J = ñ x H|, 给 出 . 对 于 TMoio АЯ, 在 腔 的 两 端 辟 上 
ñ = +а,, Js|,29) = £à; x Gy Ho, 9, = Fâ, Н, | о (ЕЕЕ Б ЛИН рУ 
分 量 ), 在 腔 的 周 壁 上 A = às, Js|,=, = -an x Gy Ho], = -6z Ho, EAE 
壁 上 电流 仅 有 轴 向 分 量 ). 

(2) 谐振 腔 的 电磁 储 能 
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”谐振 腔 电 磁 储 能 Us = Um = Um, 故 Us 可 在 磁场 最 大 、 电 场 为 零 或 电场 最 大 、 
磁场 为 零 的 瞬间 来 计算 . 按 (3.6.15) A, 圆柱 腔 TM。o 模 电场 的 最 大 储 能 量 可 表 为 


£ a pr l 
U, = J / / E, Е? pdpdpdz 
0 一 Tv0 


a л 1 
€ 
- Sr | な Ga の ed | ae / dz 
0 —x 0 


= enl E? / Jè (601) pdp (3.8.15) 
0 
EUER AT Дт : 


/ 99)pdp = 5- [J8(62) + ЈЕ (ба)] ( 见 附录 D) (3.8.16) 
0 


a 2 
而 боза 是 Jola) 的 零点 , 即 有 Јо (бола) = 0, BOR / Je(601p)pdp = 5 Ji na), + 
是 得 
U, = zuo? LES (бла) (3.8.17) 


按 (3.6.15) 3X, TMoio 模 磁场 的 最 大 储 能 量 为 


u a л i zU 
Um = 5 | / / H,H¿pdpdodz 
0 —л 40 . 
€ о a 2 x 1 
= sef Ji Gp)pdp / do | dz 
0 —л 0 
= enl E? / J2(Óoip)odp (3.8.18) 
0 


因 有 积分 公式 : 


/ J? (Sp) pdp = 2 [72 (8а) — Jo(óa)Jo(6a)| (AMEK D) (3.8.19) 
0 


a а? 
而 (9oig) = 0, 故 可 得 / J? (601p)pdp = > Jt (бота), 于 是 有 


Um = za? LEG J? (Soa) =U. (見 (3.8.17) È) (3.8.20) 
这 表明 谐振 腔 在 谐振 时 磁场 储 能 的 最 大 值 等 于 电场 储 能 的 最 大 值 . 
(3) 谐振 腔 壁 的 损耗 功率 
当 谐 振 腔 壁 并 非 理 想 导体 时 , 将 产生 焦 尔 热 损耗 . 由 (3.6.16) 和 (3.8.13) AT 
求 得 腔 壁 的 损耗 功率 P, 的 近似 值 , CER z = 0 REA z = D 顶 壁 的 损耗 功率 
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Pi 与 腔 p = а 圆柱 周 壁 损耗 功率 P 之 和 , Bl 
Pr = Pi + Рз (3.8.21) 
其 中 
ha=2h = 22 f f. [Hy н; ] zo edede 
= mE J? Gu рар / ee 
引用 积分 公式 (3.8.19), 上 式 P, 。 WHA 


Pi,2 = Ез па? Ej Ji (x91) (3.8.22) 


x i 
-5f fi [H4 H7] 1-а adedz 
Rs と 
= > 7880 (роза) f. а f dz 


= Rs mal E0 J (x91) (3.8.23) 
将 Pio 和 P, 代入 (3.8.21) 5X, 便 有 
Pr = Reina? (: + 3 E2J2 (хоу) (3.8.24) 


(4) TMoio 模 的 Qoio 值 
按 (3.6.10) 式 Q 值 定义 , 将 (3.8.14). (3.8.20) 和 (3.8.24) 式 代 入 后 , 可 得 TMoio 
模 Q 值 为 


Uy п “ol 


в L 200 (Us = U, = U, 8.2 
P, 2Rsl+a/l (Uz = Us = Um) (3.8.25) 


Ошо = wo 
RP, n= ү 为 媒质 波 阻抗 Rs = [SE оу 和 n 分 别 为 腔 壁 导体 的 电导 率 和 


磁 导 率 . 
对 于 圆柱 谐振 腔 , 1 = 2a 情形 , (3.8.25) 式 可 简化 为 


IM — = зе = ~ 0. sz Vs (3.8.26) 
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3.8.3 TEou 模 


(1) TEo: 模 电 磁场 
H (3.8.4) X, $ m = 0, n = p = 1, 可 得 TEoll 模 的 电磁 场 表 示 式 : 


E, = 2H Но. (бор) sin 7 зе 
ó'91 l 
28 To. 
H, = —j—— Ho J4 (ó cos 一 Zejct 
“7 人 op)cos т (3.8.27) 


H, = —j2HoJo (ó'91p) sin T zeint 
E, = Е, = H,=0 
式 中 
óh = wep— 8; би = mofa B = nl (3.8.28) 
这 里 , z'o = 3.8317--- JE 及 (zx) = 0 的 第 一 个 根 . 


由 (3.8.9) 和 (3.8.10) R, 令 其 中 m = 0, n = p = 1, 可 得 圆柱 腔 TEn: BA 
有 谐振 角 频 率 wo 和 谐振 波长 和 ATE. 分 别 为 


1 9 1 2 na? 
=Š 2 = , ーー 3.8.29 
wo VO +8 PW 20 + 2 ( ) 

和 
2 

^o = = = = = 2.3 (3.8.30) 

0 7 2 wa 

ó 01 + 8 "n + 2 


2 ó' уз 
01 

写成 
Ey = Eo (d'op) sin 19" 
H, = コン Po (8'о10) cos Feot 

y А (3.8.31) 

H, = j— Eo (8'01p) sin 7 zeit 

wp i 


Ep = E; = Н, =0 


腔 壁 上 的 电流 分 布 可 由 J = ñ x H|; 给 出 . 对 于 TE EL, 在 腔 的 两 端 壁 上 
ñ = +42, Js|, o, = +0, x (Ньй„ + H.à;)|, o, = tà, Н, | s (ERRA ALA at 
量 ), 在 腔 的 周壁 上 ñ= -âp Js|,—, = —à, x (Нд, + Н„й„)|„ = 9。 Helpa (tB 
流 仅 有 轴 向 分 量 ). 
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按 (3.8.31) 式 绘 得 的 圆柱 谐振 腔 TEoi 模 的 电磁 场 分 布 示意 图 (图 3.8.3). 


H,+ H,, 


E, H, 
| , ^ | И Ko 
O d P 


图 3.8.3. АНЕ TEoi 模 的 场 分 布 


(2) iE di ES ВО Ha k ВЕ 
当 采 用 在 电场 为 最 大 , 磁场 为 零 时 刻 来 计算 腔 中 的 储 能 U. 时 , 则 有 


£ 2 £ a pn l 
Ue = 5 I |E|* dv = Ji / / EE pdpdpdz 
V 0 —n 40 
€ a л i x 
= 588 | J? (ó'o1p) pap / а f sin? = zdz 
2 0 —x 0 l 


€ a 
= ЕЛЕ | J2 (5'о1 р) pdp (3.8.32) 


引用 Bessel 函数 递 推 公式 : Jo(x) = 2A (z) — Jo(z), 于 是 , 积分 (3.8.19) 式 可 
化 为 

2 

2/51 


这 里 ， Z/01 = Foa 是 Jo(z) 的 零点 ， 而 有 J.(z'o1) = = (201) = 0, 故 


a a2 
/ TH (Sorp)pdp = 可 Жо) + (ror) 一 
0 


Jo(z'o1) Ji (z'o1) 


a 2 
/ J? (5'o1p)pdp = T J (ao) (3.8.33) 
将 此 积分 结果 代入 (3.8.32) 3X, 就 得 到 
0, = TIES J3(2'01) (3.8.34) 


ERAN RK, 电场 为 零 时 刻 来 计算 腔 中 的 总 电磁 储 能 , 则 


a л i 
Un -5 [ff ITP dv = 5 f / / (H,Hš + H,H7) pdpdydz 
2 v 2 0 — 40 Р 
1 Eg uu „ 7 ! л 
二 一 一 一 — が 2 て 
maul j^ の ze [ de [ cos 1797 


a л { 
es | Ј2 (6'01p) pap / ay | sin? vue] 
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对 e 和 z 积分 后 , 可 化 为 


лі E2 (m? f° в 
Un = Fe Us / メ ea の ze 6. | R (Pop) pdp} (3.8.35) 
0 0 


将 (3.8.33) 和 (3.8.16) 代入 后 , 并 注意 到 万 (z6」) = 0, (3.8.35) 式 便 可 写成 


лі Eg (= 


Um = 4 oa \ B +z а) Jà(z'o1) (3.8.36) 


Bl w = wo 一 Z= Vh + may PR (3.8.29) R), 上 式 可 化 为 


Um = ama? LES Ji (a oi) =U. (見 (3.8.34) XX) (3.8.37) 
这 表明 谐振 腔 在 谐振 时 磁场 储 能 的 最 大 值 等 于 电场 储 能 的 最 大 值 . 
(3) 谐振 腔 壁 的 损耗 功率 


对 于 非 理 想 导体 谐振 腔 壁 , 按 (3.6.16) 和 (3.8.27) 式 , 可 求 得 腔 壁 的 焦 尔 热 损 
耗 功率 Pr 的 近似 值 , 它 是 腔 z = 0 底 壁 和 z = D 顶 壁 损耗 功率 Pio 与 腔 p= a 
柱 周 壁 损耗 功率 P, 之 和 : 


Pr = Рэ + Рз (3.8.38) 
其 中 


Pig =?Р = 258 /| [H,H;| ] _。pdpde 


= Rs 3 va |, Ji (8 ns の dp Í` de 


= Re xo? E2 J2 (z'o1) (3.8.39) 
Rs ү" г! 
= = / [H,H;7) lo=a adydz 
= Ës? aT gg (o1) af а f sin? Tzdz 
_ Rs #' Signa Para a 2 а) (3.8.40) 


2 
将 P, 和 P, 代入 (3.8.38) M 便 有 


Eo ln are 3 


WL ц? a2 
(4) TEou 模 的 Q fH 
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+ (3.6.10) 式 Q 值 定义 , 将 (3.8.29). (3.8.36) 和 (3.8.41) 式 代 入 后 , 可 得 TEoi 
BS Q 值 为 


n (i + ep 
2Rs x + 2л2а3 /13 


Qiu = (3.8.42) 


RP, n= үе 为 媒质 波 阻抗 ; Rs = [SE 和 ш 分 别 为 腔 辟 导体 的 电导 率 和 
磁 导 £ Ж. 
3.8.4 TE, ё 

(1) TEn 模 电 磁场 

由 (3.8.4) X, $ m == = p = 1, 可 得 TE 模 的 电磁 场 表 示 式 : 


x 
= И НЫЛ (8' уур) sin sin yee 


‚л. 
E, = SE Hol (0410) cos p sin 129" 


Е, = 0 
28 л (3.8.43) 
H, = —j— Fu Ho Ji (011p) cos g cos ria 
Н =] 28 の : д iat 
е = j— НоЛ (5'110) sin p cos ~ze 
31p l 
H, = —j2HoJı (611p) cos の sin T golet 
式 中 
| x 
б, = wep — 8; pa 2106-7 (3.8.44) 


这 里 , z^ = 1.8411... 是 Л, (x) = 0 的 第 一 个 根 
H (3.8.9) 和 (3.8. i 式 , る m=n=p=1 可 得 圆柱 谐振 腔 TE. 模 的 谐振 
角 频 率 和 谐振 波长 wih 和 ATE, 为 简 吉 起 见 dd wo = wih, 它们 可 表 为 


4/52, + 82 = z (3.8.45) 
和 
2л 2л . x 
Aii —— = ———=— = (这 里 ,8 = =) (3.8.46) 
GIT 82, + 82 z! 2, + OT l 
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2 8/2 
5 52. Ho = Eo È Hy = Za Бо, (3.8.43) 式 亦 可 写成 
11 


Ep = 2 (ó'11p) sin e sin Freut 

E, = 6'11Е0.Л (6/119) cos p sin теі 

Е, = 0 

Н, = “18 Bod, (011p) cos pcos T zeit (3.8.47) 


Hy = iE Bosh (д' уур) sin q cos Tze 


‚2 
H, = _ gu, (д' уур) cos sin T sot 
Wh l 


按 (3.8.47) A, 可 得 圆柱 谐振 腔 TE 模 的 电磁 场 分 布 如 图 3.8.4 所 示 . 


图 3.8.4 [HERE TE. 模 的 场 分 布 


(2) 谐振 腔 的 电磁 储 能 
谐振 腔 电磁 储 能 Ur = Um = Uc, 故 可 在 磁场 最 大 、 电 场 为 零 或 电场 最 大 、 磁 
场 为 零 的 瞬间 计算 , 当 采 用 在 电场 为 最 大 , 磁场 为 零 时 刻 来 计算 腔 中 的 储 能 U, 时 ， 


则 有 
U. = АШ |E|? dv = JH f. / (18,7 + IE?) pdpdqdz (3.8.48) 


将 (3.8.47) 式 中 的 电场 E 代入 上 式 , 得 


а 72 үк! л i 
Ue | / EC uP) ap f sin? ede [ sin? Л dz 
2 0 p –л 0 l 
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et [ Ut rio? pap / co ede [ sn Fede) Quas) 
因 积 分 [ sn? eae = / cos? ydy = z 和 [ sin? T dz 1 => KERN Ф 2 Я 
分 后 得 : 
a 72 が a 
v= Sg C Cunas, sh utar ар} (3.8.50) 
已 知 有 积分 公式 (参见 附录 D): 
2(5! a 
/ ag nq ee, / [Ji (9 9) рар = (ehe 1) J? (2'11) (3.8.51) 
0 p 0 


# (3.8.50) 式 可 表 为 


enl 
Ue = Ед (z'n — 1) JE) (3.8.52) 


若 在 磁场 为 最 大 , 电场 为 零 时 刻 来 计算 腔 中 的 总 电磁 储 能 , 则 有 


a л i 
= 1111 IH а = F / / (1,2 + [Hol 18.2) pdpdgdz (3.8.53) 
2 v 2 0 — J 0 


将 (3.8.47) 式 中 的 磁场 H RAER, 得 


т l 
a Ae JE 人 1 Л EL pap | cos? ede / cos? Tzdz 
—T 0 
(А 
d ua, / sin ар f cos? エッ dz 
0 p a | 
I? .4 a, А . 
+n f J2 (^9) pap | cos? pay / sin? Fede} 
i ° =m 0 l 
对 p 和 z 积分 后 , 可 化 为 
А Hid (is H н, a 
Um —5 し | |? u= ( ol + | el^ + | 2) pdpdedz 
== (2) sal fs 8, | [Л ( (5' 110)] "pp. | 20) ay 
0 


+ Sot, / JP (ур) odo} (3.8.54) 
参见 附录 D 我 们 有 积分 : 


/ AP) ee) dp + 8? n [Ji (бр)] pdp = — J£ (ба) + ーー [Jr (ôa) 6(99)| (3.8.55) 


зв ЗИВ 239. 
因 х. 是 (х) 的 零点 , Jt (a^) = 0 和 z'oiJo(z'o1) = Ato), СЕН (3.8.55) RA 
а 72/59 а 
/ А (бпр) qo + st f [Ji (6110) pdp = ; (2-1) (21) — (38456) 
0 p 0 


引用 积分 (3.8.19), RARA: Jola) = LA (z) + J(e), Ja) = ÈA (2) - JG). 
而 有 Jo(x)Jo(x) = a) — Je (z), FÆRA 


a 2 
J ROue = S len) -Ween 
0 

1 
21 


2 
= = Me) + Ji(z'u) 一 f^.) 
1 12 27 
= spe (Wn Milen) (3.8.57) 
11 


将 (3.8.56) 和 (3.8.57) 代入 至 (3.8.54) 5X, 我 们 便 得 到 


2 2 
i 
Um — 5 (£) т (si Е 1) ( + 20%) J? (211) 
2 3 2,2 
uf B 2 l 2 л^а 
~8 (£) Ep (si 一 1) aui (ss += ) J2(æ'11) (3.8.58) 


另 一 方面 , 由 (3.8.45) 5& (w = wo = GIB), 可 得 


2 2 2,2 1 | 
(ш) "ITS Ок z7 【这 里 8 = 了) 
wh Lj +8 H 2 79 

ntm 


将 此 代入 (3.8.58) 3X, 我 们 就 得 到 


Um = = E (z'1—1) J2(z/11) = U, (見 (3.8.52) 式 ) (3.8.59) 
这 表明 谐振 腔 在 谐振 时 磁场 储 能 的 最 大 值 等 于 电场 储 能 的 最 大 值 ， 
(3) 谐振 腔 壁 的 损耗 功率 
当 谐 振 腔 壁 并 非 理想 导体 时 , 将 产生 焦 尔 热 损耗 , 按 (3.6.16) 和 (3.8.47) 式 , 可 
求 得 腔 壁 的 损耗 功率 P, 的 近似 值 , CER z = 0 底 壁 和 z = 7 顶 壁 的 损耗 功率 
Pi, SEB p = а 圆柱 腔 周 壁 损耗 功率 P, 之 和 , B 


Pr = Рә + Ps (3.8.60) 
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其 中 om 
Rs * H: dpd 
Рі2=2Р = 2-7 o Ja [HoH; + Hy 2],-o P pdo 
B ` ° 2 2 п 
=n (E) к PR ner? ap f 008? vay 
wh 0 —x 
a 72 7 л 
+/ = una, f sin2 ee 
Ü p —x 
将 (3.8.56) 代入 上 式 , 则 可 得 


R в ° 2 
Ро = > (£) Betz — 1)Jt(z 11) (3.8.61) 


面 腔 周壁 損耗 功 率 : 
Rs F [l'rg p" . 
p, = fis / | / [H ,H; + Н.Н; _, adpdz 


R 8 2 1 a l 
(E ERJ? Gh) ж f sin? ede | cos? Bzdz 


$a a l 
+— / cos? od の / sin2 Bade} 
В? Јо 0 


故 
2 3 2 2 
Pro ЖР, 代入 (3.8.60) 式 , 便 得 到 腔 壁 总 损耗 功率 为 


2 3 2。2 4 224 
Pr = Ts (£) E? (ола, — 1) + I (= +) } Ji (2 11) (3.8.63) 
(4) TE, 模 的 Q 值 
. $8 (3.6.10) R Q 值 定义 , 将 (3.8.45). (3.8.59) 和 (3.8.63) 式 代 入 后 , 可 得 TE, 
É Q 值 为 


3 
ven (rh c1) (ае а). 
1H 2Rs (a!2, 一 1)2л2а3 /13 + (z + 12a? /12) 


3.9 [diy 


同 轴 谐振 腔 可 由 两 端 用 理想 导体 封闭 的 一 段 同 轴 波 导 构 成 , 同 轴 腔 的 内 导体 的 
外 半径 为 a, 外 导体 的 内 半径 为 b, 长 度 为 1; 其 中 填充 c~ u 介质 , 如 图 3.9.1 Эт. 


(3.8.64) 


39 ” 同 轴 谐振 腔 .241. 


设 同 轴 波 导 的 尺寸 a、5 满足 (3.4.57) EX (3.4.58) 3X, WE T AE T. TEM 模 . 因此 , 由 
它 构 成 的 同 轴 上 腔 具有 工作 频带 宽 、 振 荡 模 式 简 单 和 工作 可 靠 等 优点 . 


A 


Pn a 一 == A ш == же эр шр шу же rr юк эт. 


图 3.9.1 同 轴 谐振 腔 
和 = 21 是 同 轴 腔 中 最 长 的 振荡 波长 , 它 是 同 轴 腔 的 主 模 , 故 工作 于 主 模 的 同 轴 
腔 常 称 为 /2 同 轴 腔 . 以 下 我 们 采用 相同 于 分 析 和 矩形 腔 与 圆柱 腔 的 方法 , 来 分 析 此 
主 模 的 电磁 场 及 其 振荡 特性 . 
(1) A/2 同 轴 腔 的 电磁 场 
由 (3.4.17) 和 (3.4.16) 式 可 知 在 同 轴线 中 沿 +z 方向 传播 的 TEM 模 的 电场 仅 
有 径 向 分 量 , 磁场 仅 有 周 向 分 量 , 其 表示 式 为 


E+ = Ho Bloc 
p V € p 
(3.9.1) 


H+ = Ho ljut- 
И р 


式 中 , Но 为 常数 . 而 由 (3.4.15) 式 , 对 于 传播 常数 y 有 关系 式 : 


+? +u7eu = 0 (3.9.2) 
沿 —z 方向 传播 的 TEM 模 的 电磁 场 可 表 为 
E; = —Ho Bl iwttys 
ү (3.9.3) 


H- = Hol aeta 
? p 


Ж RETE ЛЕ ШЕЕ Н Ж, 由 于 同 轴 腔 的 两 个 端 壁 的 反射 作用 , 在 同 轴 腔 中 
同时 存在 有 沿 +2 和 —z 方向 传播 的 TEM 波 , 腔 中 的 场 为 它们 的 又 加 , 故 有 
1 . 
Ho = Hj + H; = нуз (е72 + e Yz) lve 


设 谐振 腔 为 理想 导体 制 成 , 且 腔 内 介质 是 无 耗 的 ; 此 时 , 传播 常数 y 为 虚数 , BD 
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y —i8 (3.9.5) 
FE, (3.9.4) 式 可 写成 : 
E, = —j2Ho ү sin B zeit 
EP (3.9.6) 
Hy = 2н cos Bzeivt 


此 式 满足 Ep = 0 腔 底 壁 的 电场 边界 条 件 ; 其 中 的 8 值 可 由 | , ニ 0 S 
项 壁 的 电场 边界 条 件 确定 . 于 是 有 sin 9z|。-, = sin Gl = 0, 故 由 此 可 得 


8-T* (p-12,...) (3.9.7) 


按 (3.9.7) 式 给 出 的 同 轴 腔 主 模 的 电磁 场 分 布 示意 图 如 图 3.9.2 式 所 示 . 


z 


Е, 
Е,„Н, 
Oa b p 


图 3.9.2 2/2 同 轴 谐振 腔 的 电磁 场 分 布 


对 于 同 轴 腔 主 模 , р = 1, 并 记 常 数 Bo = 一 j2HoWp/e, 则 其 电磁 场 分 布 (3.9.6) 式 可 
写成 : | 


1 、 1 | 
E, = Eos sin Tae, Hy, =jEo үг» cos + ze (3.9.8) 


由 (3.9.2). (3.9.5) 和 (3.9.7) st, 可 得 同 轴 腔 主 模 的 谐振 角 频 率 为 


B 2л _ 1 m 


而 相应 的 谐振 波长 为 
A=21 或 【= 和 /2 (3.9.10) 
”由 此 可 知 , 同 轴 谐 振 腔 工 作 于 主 模 时 , 其 长 度 等 于 和 /2, 因而 常 称 为 \/2 同 轴 腔 . 


3.9” 同 轴 谐 振 腔 
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(2) 主 模 的 电磁 储 能 
由 (3.6.15) 和 (3.9.8) 式 , 可 得 
us - |f| sie Pa 
_є „э [ар f" PE. 
= z Zol / I ay f sin2 7202 
=> bg (3.9.11) 


(3) 腔 壁 的 损耗 功率 


由 (3.6.16) Ñ, 可 知 在 同 轴 腔 的 功率 损耗 P, = Pio Pia. 这 里 , Plo 为 腔 底 
壁 和 顶 壁 的 功率 损耗 ; Pa 为 腔 内 、 外 周 壁 的 损耗 功率 . 它们 分 别 为 


Rs р? f” 2nR b 
已 3 - 2 | / |H, pdpdp = 2 [? In — 
RP, n = /ufe 为 腔 内 媒质 的 波 阻抗 . 
2л 1 2л 1 
ра ES = / / He, bdpdz + Bs / / 15,12 odedz 
= 55218 [21 (: +3) 
Eo b 
故 有 | 
Pe 一 = |Eo|? In р = + Tu |Eol? 1 (: +5) 
ES b N 1 1 
= — ES? e t 2 (: + Э] (3.9.12) 
(4) 主 模 的 @ fü 


(3.6.10) 式 Q 值 定义 , 将 (3.9.9). (3.9.11) 和 (3.9.12) 式 代入 后 , 可 得 同 办 腔 
ТЕМоо 模 的 Q 值 为 


€ b 
Q lon Eo Un — 
001 = Pu 
JEn 7 aR 5 7/1 1 
tr ES ag |2m ニ + ニ [ニュ 
7 a 2\a b 
лї) in? 


= = — ーーーー (3.9.13) 
Esq bí (1+2) 
а а 
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HER, 我 们 不 难 证 明 对 于 1. 5 值 一 定 , 当 b/a = 3.6 时 , Ооо 具有 最 大 值 . 

同 轴 腔 含 内 、 外 两 个 导体 , 通常 , 功率 损耗 一 般 较 空心 波导 大 , 其 Q ERTO 
波导 的 Q 值 要 小 许多 . 例如 , 对 具有 a=5mm,b=17.5mm, 1=50mm 的 充 空気 的 
铜 制 和 /2 ВНЕ; m = 3770; 工作 波长 А = 100mm, 相应 频率 为 3 x 109Hz: 此 时 ， 
91 —5.8 x 107 / Qm, Rs = 0.01430. 这 些 数值 代入 (3.9.13) 式 后 , 可 知 Ооо: = 5800. 
同 轴 腔 常用 于 中 、 低 精度 的 宽带 波长 计 , 以 及 微波 振荡 器 、 倍 频 器 和 放大 器 . 

可 以 指出 , 类 似 于 一 般 双 线 传输 线 的 谐振 线 , 同 轴线 谐振 腔 还 可 以 由 一 端 短 路 、 
另 一 短 开路 、 长度 为 M4 的 构成 , 即 所 谓 和 /4 同 轴 腔 . 此 时 , 场 的 边界 条 件 是 , 在 短 
路 端 , 电场 E, = 0; 在 开路 端 , 磁场 Н, = 0. 同 轴线 的 开路 端 常常 是 将 腔 的 外 导体 
做 的 比 内 导体 长 一 些 , 使 外 导体 起 过 极限 波导 的 作用 来 实现 的 . 


3.10 ”球形 谐振 腔 


球形 谐振 腔 是 由 一 理想 导体 制 成 的 封闭 的 球形 空 腔 . 设 球 形 腔 的 内 壁 半 径 为 
a, 其 中 填充 е. и 介质 , 如 图 3.10.1 Bras. 


图 3.10.1 球形 谐振 腔 


作为 非 波导 型 的 球形 谐振 腔 , 我 们 需要 在 球面 坐标 系 (7, 0, v) 中 , 直接 求 如 下 
时 谐 Maxwell 场 方 程 组 边 值 问题 的 解 : 


Vx E = -jwuH (3.10.1) 
Ух H =jweE (3.10.2) 
V.E-0 (3.10.3) 
Vx H=0 (3.10.4) 
在 腔 壁 边界 上 的 条 件 为 
Folr=a = Eylr=a = Hrlr=a = 0 (3.10.5) 


在 第 6 章 研究 平面 波 的 球 散射 时 , 我 们 还 要 过 到 许多 涉及 圆 球 的 电磁 场 边 值 
问题 . 这 类 边 值 问题 的 求解 可 应 用 势 函数 法 ( 见 1.9 节 )， 因 此 , 为 叙述 散射 问题 时 
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的 方便 , 我 们 将 这 一 方法 的 详细 求解 过 程 和 公式 推导 留 在 了 第 6 章 中 给 出 ( 见 6.3 
节 ), 因而 , 这 里 所 述 省 去 了 一 些 公 式 的 推导 . 

按 1.9 节 所 述 , 在 势 函数 法 中 , 我 们 引入 磁 矢 量 势 A 和 电 标 量 势 ФА, 对 于 时 
谐 场 , 它们 分 别 满 足 Helmholtz 方程 : 


V2A+K2A=0 (3.10.6) 
V26A L k26A = 0 (3.10.7) 


式 中 , k? = wep. 
A 5 $^ 满足 Lorentz 条 件 : 


V. A+ joeuó^ = 0 (3.10.8) 


因此 , 我 们 只 需 由 (3.10.6) 式 求 解 А, 若 已 解 得 4, Д] ФА 便 可 应 用 (3.10.8) 5X 
得 出 . 
一 旦 求解 出 腔 内 的 磁 矢 量 势 A, 则 此 场 H 和 电场 E 便 可 由 以 下 式 子 给 出 : 


Н = ni х А (3.10.9) 


1 
Е = -jw € + шүу.) А (3.10.10) 


这 样 , 球形 腔 的 问题 就 便 归结 为 在 球面 坐标 系 中 求解 关于 4 的 矢量 波动 方程 (3.10.6) 
满足 相应 腔 壁 边界 条 件 的 解 . 

另 一 方面 , 利用 Maxwell 场 方程 的 二 重 性 , 我 们 还 可 类 似 地 引入 电 矢 量 势 F Al 
Жии ФЕ, 它们 分 别 满 足 方程 ; 


V2F + КЕ = 0 (3.10.11) 
V7 oF + k?p? — 0 (3.10.12) 

Е E Ф" ўд Ы (3.10.8) УМЕ Lorentz 条件 : 
У.Е + jegn $F = 0 (3.10.13) 


— BR ийа F, 则 按 对 偶 关系 式 (1.6.25), 电场 E 和 磁场 H 
亦 可 由 以 下 式 子 给 出 : 
E= -iv x F (3.10.14) 


1 
H = -jw ( + gv) F (3.10.15) 
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这 样 ， 球 形 腔 的 问题 亦 可 归结 为 在 球面 坐标 系 中 求解 关于 F 的 矢量 波动 方程 
(3.10.11) 满足 相应 腔 壁 边 界 条 件 的 解 . 

对 于 规则 柱 形 波导 问题 , 我 们 只 需 先 求解 柱 面 坐标 系 中 电场 E 和 磁场 H 的 
纵向 场 满足 波导 边界 条 件 的 标量 Helmholtz 方程 的 解 , 即 E, 和 Н,, 然后 再 由 它们 
应 用 Maxwell 场 方程 导 得 TM, 波 与 TE, 波 的 解 , 并 通过 这 两 种 波 的 场 相合 加 给 
出 波导 中 电磁 场 的 一 般 解 . 类 似 地 , 对 于 球形 谐振 腔 问 题 , 我 们 是 否 可 假定 磁 矢 量 
勢 4 和 电 矢 量 势 F 只 有 径 向 分 量 A, 和 F., 而 求解 它们 在 球面 坐标 系 中 满足 腔 壁 
边界 条 件 的 、 经 过 变换 后 的 、 标 量 ( 美 )Helmholt 方程 的 解 , 然后 再 由 它们 应 用 场 
与 矢量 势 的 关系 式 导 得 TM, 波 与 TE, 波 的 解 , 并 通过 这 两 种 波 的 场 相 伏 加 给 出 球 
形 腔 中 电磁 场 的 一 般 解 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 不 过 分 析 指出 (見 6.3 节 ), 满足 球面 坐 
标 系 中 标量 Helmholtz 方程 的 并 不 是 A, 和 FL, 而 是 A,./r 和 F, /r. 

RRES A 只 有 径 向 à, 分 量 , 即 А = А,а,, Ш 4。 满足 方程 : 


(V? + ptm =0 (3.10.16) 
若 己 解 得 AL, 则 电场 E ETH (3.10.10) ARH; Н V.A = у.(А,а,) = à VA, = 
DAS 于 是 我 们 有 


Or 
E=—jwA,a,+——v (>) 
JWE Ls Or 
-wda + > (© ІФА | 1 PA, 
3028. jwen V 8r2 "| 5 Grae ° ' rsin0 drop” 
1 /ƏA 1 1Ə2A 
= k2 A, Or = а 
jwep ( Or? + ) Or + jwep т 9700 ae 
1 1 дА, . 
joezrsin の 9r9o ” (3.10.17) 
1 ^ y 
而 由 (3.10.9) R H = zV x A 可 求 得 磁场 HA 
1 N 1 1 дА. 110A, , 
Н = rad х (Arâr) пт др дә ur 80 ay (3.10.18) 


H (3.10.17) ЯП (3.10.18) 式 , 按 分 量 写 出 的 电磁 场 各 分 量 表示 式 为 


__1 18A, 
° june т ƏrƏ0 
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1 1 4, 
^ june r sinl дтд 
H, = 0 
1 1 8A, (3.10.19) 
~ prsind dp 
_ 118A, 
?^ Lr 00 
以 上 结果 表明 , 由 磁 矢量 势 4 的 r 分 量 4。 所 产生 的 电磁 场 沿 r 方向 的 磁场 
H, = 0, 即 电 磁场 是 相对 于 7 方向 TM, 横 磁 波 , 或 者 说 TM。 波 的 協 可 由 磁 矢 量 勢 
A, 来 构造 . 这 是 一 类 不 含 径 向 磁场 的 解 , 因而 它 并 不 能 构成 场 方程 的 全 解 . 
另 一 方面 , 设 电 矢量 势 F 只 有 径 向 6, 分 量 , 即 F = Frân 则 Е. 満足 方 程 : 


の 


Ho 


(v? + pm =0 (3.10.20) 


EDR F, 则 电场 Е 可 由 (3.10.14) ARH. 磁场 H 便 可 由 (3.10.15) RR. Ж 
利用 Maxwell 场 方程 组 解 的 二 重 性 , 由 (3.10.19) 式 的 对 偶 , 我 们 可 直接 得 出 电 矢量 
势 F, 所 产生 的 电磁 场 的 各 分 量 表示 式 为 : 


1 д? 2 
Н, = zu (zs + IL 


| 1 16°F, 
8 jeep r の 7 の の 
1 1 дЕ, 
Hy = -一 一 一 - 
jwen r sin Ө Ordy (3.10.21) 
Е, = 0 | 
1 1 OF, 
Ey = —= 
° grsin0 Op 
_ 118F, 
? er 00 


此 结果 表明 , 由 申 矢 量 勢 的 ヶ 分 量 Р. PEERED WRN 
Е, = 0, 即 电磁 场 是 相对 于 r 方向 TE, REBR, 或 者 说 TE, 波 的 協 可 由 申 矢 量 勢 
Е, 来 构造 . 这 是 一 类 不 含 径 向 电场 的 解 , 显然 , 仅 由 F. 也 不 能 构成 场 方程 的 全 解 . 

然而 , 对 于 线性 媒质 Maxwell 场 方程 组 是 线性 的 , 当 A 和 F 仅 有 径 向 分 量 
时 , 由 A, 所 产生 的 TM, 场 与 戸 所 产生 的 TE, 场 的 线性 登 加 则 可 梅 成 球面 坐标 
AY Maxwell 场 方程 组 的 一 般 解 . 因此 , 一 旦 解 得 满足 所 给 边 值 问题 的 А. 和 ES, 
则 电磁 场 的 各 分 量 可 分 别 由 (3.10.19) 和 (3.10.21) SRA AN HS IA Н. 
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A,/r 和 Е, /т 分 别 满足 标量 Helmholtz 方程 (3.10.16) 和 (3.10.20). 以 下 我 们 
来 求解 它们 , 继而 通过 场 与 А, 和 F. 的 关系 应 用 场 边界 条 件 ， 从 而 求 得 球形 腔 中 
TM, 模 与 TE, 模 的 解 . 

在 球面 坐标 系 (p, р, 2) 中 标量 波动 (Helmholtz) 方程 为 

1 ð д 1 ү ð 1 ё 

jr (oz) + and 80 (sin 23 T u$ 5 +k2u = 0 (3.10.22) 
式 中 , u(p, v, 2) 为 标量 函数 ; k = ven 为 自由 空间 波 数 . 

采用 分 离 变量 法 , 我 们 可 求 得 其 分 离 变量 的 一 般 解 为 (見 6.1 73): 


u(r, 0, p) ={anjn(kr) + bus (er) Bhan RO (kr) + ba hi) (kr)} 
x {cmnP™ (cos 0) + daa Q7 (cos 0)} - {hm cos mhp + Ym)} (3.10.23) 


式 中 , (Ет) 和 yn(kr) 分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 п 阶 球 Bessel AK; AN? (kr) 和 
h (kr) 分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 п 阶 球 Hankel BAK; P™(cos 0) 和 Qm(cosb) 分 别 
为 第 一 类 和 第 二 类 n 阶 缔 合 Legendre MA. 

在 实际 问题 中 , 作为 物理 量 ulr, 0, р) 必须 是 单 值 有 界 的 函数 , 且 当 т 一 со 
时 , 还 需 满足 辐射 条 件 . 因此 , 它 应 是 p 的 2л 的 周期 函数 , 故 以 上 分 离 常 数 mm 应 
选取 为 整数 ， 若 求解 域 包含 9 = 0 和 0 = +x(z = +1), A Q™(+1) 一 ER, 为 了 
使 (3.10.21) 式 解 有 界 , 故 应 气 弃 此 特 解 Om (cos Ө), 而 只 能 取 解 Pr (cos 0); 而 若 求 
解 域 包 含有 7 = 0 时 , ME y (Кт), AD (kr) 和 AP (kr) 24 т 一 0 时 趋 于 无 限 , 这 些 
解 亦 应 据 弃 , 而 只 能 取舍 ў. (т) 的 解 ; 此 外 , 通过 选择 坐标 轴 , 可 取 初 相 角 pm = 0. 
故 在 这 些 条 件 下 , 标量 Helmholtz 方程 的 合适 特 解 u(r, 0, p) 为 


u(r,0, ф) = onmja(kr) P? (cos Ө) cos mp (3.10.24) 
式 中 , anm 为 任意 常数 . 
对 于 TM, (E) ES 
对 于 球形 谐振 腔 , 因 求 解 域 合 = +x. r = 0, 故 (3.10.16) 式 的 解 为 可 表 为 
a = апт (Кт) Р" (cos 0) cos my 
或 
A, = = Jn(kr)P™ (cos 0) cos me (3.10.25) 


这 里 , J (z) = zjn(z) 称 为 Riccati-Bessel 函数 ; 它 满足 如 下 Riccati-Bessel 方程 : 


п(п + 1) 。 
22 


J'(z) + In(z) — Jn(z) = 0 (3.10.26) 
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ik: Riccati-Bessel 函数 ん (>) GER Bessel 函数 jn(z). Bessel 函数 Jn(z) 间 有 如 下 


0) = zin(2)s М@ = Y aede. 


因 (3.10.16) 式 是 齐 次 方程 , 它 的 解 乘 以 任意 常数 仍 是 该 方程 的 解 , 令 anm = 
jweu/k, WJ A, 亦 可 写成 


A, = jogp J, (kr) Pr (cos0) cos my (3.10.27) 
将 (3.10.27) 代入 (3.10.19) 式 , 就 得 到 球形 腔 中 TM, (EÈ E.) 模 的 电磁 场 为 
E, = K?(J" (kr) + Jn(kr)|P™ (cos 0) cos mp 
а + 1) 。 


= —— ji, (kr) P" (cos 0) cos my 


Eg = ua cos my 


Ey = ーー (Ет) Рт (cos 0) sin mg (3.10.28) 
H, =0 
Не = – Hem Ja (kr) P? (cos 0) sin тр 
Н, = -5e sin 8J, (kr) P?” (cos 0) cos mp 
-— NN " m _ d 
注意 : 搬 号 为 对 宗 量 求 导 ， 即 (кт) = di j Ja (kr) Pm (сов) = aeos の 
P™ (cos 0). 
对 于 TE,(H,) 模 
对 于 F,, (3.10.20) 式 的 解 亦 具 有 相同 的 形式 , BN 
F, = jwepJn (kr) P? (cos 0) cos mo (3.10.29) 


将 (3.10.29) 代入 (3.10.21) 式 , 就 得 到 球形 腔 中 TE,( 或 H,) 模 的 电磁 场 为 
r =[J (kr) + J,,(kr)| P7" (cos Ө) cos my 


“у, (kr) P7" (cos 0) cos my 


Hg テー > sin 0J/ (kr) P™ (cos 0) cos mp 
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Hy = an OS, (kr) P7" (cos 0) sin mp (3.10.30) 
T 

E, = 0 

Eg = рт Ja (kr) P? (cos 0) sin mp 
r 


E,— -E sin Oy (kr) P™ (cos 0) cos mp 


下 面 让 是 计算 球形 腔 的 TM, 和 TE, 模 的 谐振 频率 , 以 及 TMoil 主 模 的 储 能 、 
功率 损耗 和 品质 因数 Q. 
(1) 谐振 频率 
对 于 TM, (Er) Ж 
由 (3.10.28) 式 ,应 用 在 腔 的 内 壁 x = a 上 电场 应 满足 边界 条 件 : Eglr=。 = 
Eg|raa = 0, 有 
J! (ka) = 0 (3.10.31) 


表明 k 必须 使 ka 为 超越 方程 (3.10.31) KIR 8 (х) = 0 的 第 p MRA хь. 则 
我 们 有 
knp =Xhp/@ (n.p=1,2,:::) (3.10.32) 


因 к = weg = 2x/ X, 故 可 得 球形 腔 TM 模 的 固有 谐振 波长 为 


Anp = 让 = а (3.10.33) 
而 相应 的 固有 谐振 频率 为 
Xn 
fap = Ina JE (3.10.34) 


对 于 给 定 n 18, Л (ка) = 0 的 根 可 应 用 数值 方法 (例如 , 二 分 法 或 Newton-Raphson 
迭代 法 ) 编程 计算 (相应 程序 参见 附录 D. 表 3.10.1 列 出 了 几 个 低 阶 的 前 几 个 хл 
的 值 . 


表 3.10.1 J4(x) — 0 的 第 p MR x), 的 值 


1 


2 3 4 


2.743707 6.116764 9.316616 12.48594 
3.870239 7.443087 10.71301 13.92052 
4.973420 8.721751 12.06359 15.31356 
6.061949 9.967547 13.38012 16.67415 


Pwd н 
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ME 3.10.1 可 见 , 对 于 TMm 模具 有 最 小 的 xli = 2.743707 值 , 因而 相应 其 
最 长 的 谐振 波长 和 最 低 的 谐振 频率 分 别 为 


2xa x: 0.4367 
тм _ 279 っ 和 M y 3.10.35 
mii xà 2.29a fmii 2ro Eu "Nm ( 0 ) 
对 于 TE,(H) Ж 


H (3.10.30) xk, 应 用 腔 内 辟 r=a 上 电场 边界 条 件 Eo|r-a = Ey|r=a = 0, A 
Jn (ka) = 0 (3.10.36) 


設 た (x) = 0 的 第 p 个 根 为 xnp, WRITE 


knp = za fa (n. p=1,2,..:) (3.10.37) 
故 球形 腔 TE, 模 的 固有 谐振 波长 为 
Мр = 让 = = (3.10.38) 
而 相应 的 固有 谐振 频率 为 
fup = DAE (3.10.39) 


对 于 给 定 n 值 , J. (ka) = 0 的 根 亦 可 应 用 数值 方法 编程 计算 (相应 程序 参见 附录 1). 
表 3.10.2 列 出 了 几 个 低 阶 的 前 几 个 xnp 的 值 . 


R 3.10.2 In(x)=0 的 第 p MR xn, 的 值 


1 2 3 4 


1 4.493409 7.725252 10.90412 14.06619 
2 5.763459 9.095011 12.32294 15.51460 
3 6.987932 10.41712 13.69802 16.92362 
4 


8.182561 11.70491 15.03966 18.30126 


J 3.10.2 可 见 , 对 于 TE; 模具 有 最 小 的 xi < 4.493409 (8, 相应 最 长 谐 


振 波长 和 最 低 谐振 频率 分 别 为 


2xa X11 0.7151 
ATE = — = 1.40 TM = = 3.10.40 
mi x a Ж fan 2naJcu а,/Е п (3.10.40) 


注意 到 : 在 以上 表 3.10.1 和 3.10.2 中 关于 n 的 取 值 是 从 n = 1 开始 的 , 这 是 
由 于 当 m > n 时 , 有 Pr (z) = 0, 故 对 给 定 的 7 E, m 的 取 值 为 m <n; M4n=0 
时 , 则 有 m = 0 和 Pm(cos0) = 1, Р" (cos の) = 0, 由 (3.10.28) 和 (3.10.30) 式 可 知 , 
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此 时 TM, 模 和 TE, 模 所 有 场 分 量 均 为 零 , BA n=1,2,---. 此 外 , 球形 腔 的 振荡 
模式 用 指数 ттр 标识 , 而 从 (3.10.33) 和 (3.10.34) 式 可 见 , 球形 腔 的 谐振 波长 与 谐 
振 频 率 与 m 无关, 因而 对 于 指数 np 相同 而 m 不同 的 TM, (Е TE.) 振荡 模 将 具 
有 相同 的 谐振 波长 与 谐振 频率 . 

比较 (3.10.39) 与 (3.1041) 式 , 可 见 球形 腔 中 ТМо RE TEoli 模具 有 更 长 的 
谐振 波长 , 它 是 球形 腔 的 主 模 . 


纵 平面 
E, — (a) [è Ej—J/(2) / z Н„—Э\(®) /x 
0.333 0.667 | 
= "у 
O rs の i 
电场 一 一 一 


图 3.10.2 ”球形 谐振 腔 TMoi1 模 的 电磁 场 分 布 


在 TMm ЖН, 相应 m = 0 的 振荡 模具 有 最 简单 的 场 结构 , CA TM" 波 的 
基 模 . 由 (3.10.28) 式 , 因 Pf (cos) = cos 6, Р? (cos0) = 1; 以 及 kia = x1, 可 得 此 
ТМо 模 场 分 布 的 表示 式 为 


2 ñ 
E, = = os ӨЛ (x ir/a) 


(А 
E; = -2u sin ӨЛ! (x ,r/a) (3.10.41) 


Н, = ーー sin8J, (x1,r/a) 
式 中 , x41 = 2.743707. 
按 (3.10.41) 式 可 得 ТМо 模 的 电磁 场 分 布 如 图 3.10.2 所 示 . 
在 TE ni 模 中 , 相应 m = 0 的 振荡 模具 有 最 简单 的 场 结构 , CE TE 波 的 基 
模 . 由 (3.10.30) 3X, kua = xu, 可 得 此 TEo11 模 场 分 布 表示 式 为 


Ey = ーーー sin h(xur/a) 


2 ^ 
H, = = cos ӨЛ (xair/a) 
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Ho = -2 sin ӨЛ! (xur /a) (3.10.42) 


式 中 , yu = 4.493409. 
k (3.10.42) 式 可 得 TEou 模 的 电磁 场 分 布 如 图 3.10.3 所 示 . 
以 下 分 析 球 形 谐振 腔 的 TMoil 主 模 的 电磁 储 能 、 功 率 损 耗 和 Q 值 . 


水 平面 
E~ (a) / z H, ~J (a) / a? Hy-J/ (2) / z 
0. "N А 0. D 0.667 
О 0.465a | OS 0.217 


电场 一 一 MUR 
图 3.103 ”球形 谐振 腔 TEo 模 的 电磁 场 分 布 


(2②TMoi 模 的 电磁 储 能 


a 2л рл 
=É ?7? sin gdrdpdb 
JI ae sin drdyd 
Е h а p2n гл K 
“ahh Ая 
= 2.2 / u Е 
Tuae / Joana | sin” 0d0 
将 上 式 对 7 的 积分 作 变 数 变换 , $ > = Xir/a,dr = adz/x3,; 则 Us 可 写成 


n 
Xii 


sin? 8J2 (x, ra) т? sin Ódrdid6 


Uz = xau? e? 


x, Ip J? (z)dax / sin? Өа@ (3.10.43) 
(3) 功率 损耗 


Е Rs 2x л 2 2. 
Pr = — |H |= a” sin даі 
2 Jo Jo 


Rena? " Геге? 
= S a 
0 а? 


= Ren? joa) | sin? 0db 
0 


sin2 еол) sin 0d0 (3.10.44) 
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(4) ТМо 模 的 Q 值 
按 谐 振 腔 品质 因数 的 定义 Q = wUs/Pr, 其 中 代入 (3.10.34). (3.10.43) 和 
(3.10.44) Ñ, 便 得 到 TMo: 模 的 Q 值 为 


Us 1 ү 1 だ 22 
TM |. 2E 一 - J? (x)dx (3.10.45) 
Чоп Up T RsV = I? (x41) Jo i 


可 以 证 明 式 中 积分 ,了 = 人 “ Jae = ОД) - оба) od) ERU 
Ж D), 代入 x4, = 2.743707. (хл) = 0.3874698、 广 (xi) = 1.063104 和 Ja(x11) = 
0.7749396 値 后 , 计算 出 的 积分 值 为 : I = 1.138534， 另 一 方面 ,此 积分 也 可 方便 
地 采 数 值 积分 法 (如 高 斯 积分 法 ) WE, A Ale) = sinz/z 一 созт, MARS ATR 
为 : T= / Ginz/z - cos dr, 采用 所 编 高 姑 积 分 法 程序 (参见 附录 I), HAR 
结果 为 : I = 1.138533. 将 有 关 数 值 代入 (3.10.45) A, Д) QIM 可 表 为 


ТМ = Lora - (3.10.46) 
将 此 结果 与 (3.8.25) 和 (3.7.27) 式 比 较 , 可 见 球形 腔 TMon 模 的 ОДМ 值 比 具 有 


1 = 2a 的 圆柱 腔 TMoio 模 的 QIM 值 高 出 25%, 而 比 立方 形 谐振 腔 TEiol 模 的 
QIE 高 出 36%. 


3.11 谐振 腔 的 微 拢 


由 导体 构成 的 空 腔 相当 于 一 个 LC 谐振 回路 , 它 的 谐振 频率 较 高 , 且 可 谐振 于 
无 数 个 频率 ; 每 一 谐振 频率 具有 一 定 的 场 分 布 , 称 为 一 种 振荡 模式 (或 波 型 ), 所 有 
振荡 模式 与 腔 的 形状 、 尺 寸 以 及 其 中 填充 的 介质 有 关 ， 如 果 改 变 腔 的 体积 或 腔 中 
(全 部 或 部 分 ) 介质 的 性 质 , 则 振荡 模式 的 场 分 布 和 谐振 频率 都 将 发 生 改 变 . 实际 应 
用 中 常 据 此 特性 , 在 腔 中 置 一 铜 螺钉 (如 在 10cm 速 调 管 的 外 腔 中 ), 改变 螺钉 的 伸 
长 体积 来 实现 频率 微调 ; 或 者 通过 杠杆 作用 加 机 械 压 力 于 腔 的 一 个 具有 柔性 的 壁 ， 
而 直接 改变 腔 体 的 体积 ,， 如 在 3cm 的 KF-19. KF-28 等 速 调 管 腔 ， 以 实现 改变 腔 
的 固有 谐振 频率 . 在 微波 测量 技术 中 , 亦 常 采用 谐振 法 , 在 腔 中 放置 一 小 块 固体 介 
质 样品 , 或 使 腔 中 充 入 欲 测 其 电磁 性 质 的 气体 , 通过 两 种 情况 下 谐振 参数 (谐振 频 
率 、Q 值 等 ) 的 测量 , 而 确定 出 介质 材料 或 气体 的 电磁 性 质 . 

谐振 腔 中 放置 螺钉 、 介 质 或 改变 其 中 气体 性 质 都 将 会 使 其 振荡 模式 的 场 分 布 、 
谐振 频率 等 发 生 扰 动 . 如 果 放 入 的 样品 体积 不 大 (介质 的 电磁 性 质 可 以 相差 很 大 )， 
或 者 介质 的 性 质变 化 不 大 (体积 可 以 很 大 ), 则 场 的 分 布 和 谐振 频率 的 变化 均 很 小 ， 
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这 种 扰动 称 为 微 扰 . 这 是 工程 应 用 中 常 遇 到 、 也 是 很 重要 的 情形 , 因为 这 时 难以 求 
得 严格 的 电磁 场 解 , 而 需 采用 近似 法 ; 微 扰 法 就 是 近似 法 中 的 一 种 重要 方法 , 例如 
己 用 于 计算 谐振 腔 的 Q 值 和 波导 的 衰减 . 
3.11.1 ”谐振 腔 壁 的 微 扰 
现 研 究 谐 振 腔 壁 发 生 形变 , 而 其 体积 发 生 微小 改变 时 所 引起 的 微 扰 , 导出 其 谐 
参见 图 3.11.1(a), 设 谐振 腔 为 理想 导体 制 成 , 腔 的 体积 为 V, 表面 面积 为 S, 其 
中 充 有 介 电 常数 为 =、 磁 导 率 为 的 媒质 ; 未 受 微 扰 时 , Eo. Ho 和 wo 分 别 为 腔 内 
的 电 、 磁场 和 谐振 频率 ; 腔 体积 受到 扰动 后 , 腔 体积 由 V — V ДУ =V; 而 表面 
id S 一 S-— AS = 5”, 如 图 3.11.1(b) 所 示 . 此 时 , 受 扰动 后 腔 内 的 电 、 磁 场 和 谐 
振 频 率 将 变 成 E. H M w. 


(a) RARE (b) SERB a EE 
图 3.11.1 “谐振 腔 壁 的 微 扰 


当 谐 振 腔 体 未 受 微 扰 时 , 其 中 Eo. Но 満足 Maxwell 场 方 程 组 : 
V x Ep = —jwou Ho (3.11.1) 
V x Ho = jwoc Eo (3.11.2) 


并 认为 其 解 已 求 得 , 即 Eo. Ho 和 wo 均 是 已 知 . 
当 谐 振 腔 体积 受到 扰动 后 , 其 中 其 中 E. H 满足 Maxwell 场 方程 组 : 


V x E--jouH (3.11.3) 
V x H = jo E (3.11.4) 
应 用 矢量 恒 式 : V. (4x В) = B.(V x A)—A-(V x B) (3.11.5) 


$ A= Н, В = Ft, ŒA 
V -(H x Ez) = Ei. (Ç x H)- H (Vx Ej) 
将 Еб RR (3.11.4) R5 H 点 乗 (3.11.1)* 式 相 减 后 , 代入 上 式 得 


V - (H x Ej) = jue ЕЁ. Eú — јин. Ho (3.11.6) 
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类 似 地 , 将 E AR (3.11.2)* 式 和 互 』 点 乘 (3.9.3) 式 然后 相 减 , 应 用 矢量 恒 式 
(3.11.5), 则 有 


V- (Hù x E) =E (Vx Hj) — Но: (V x E) 
=—ijwoeE. Ер + jou H - Hy (3.11.7) 


现 将 (3.11.6) £ (3.11.7) 式 相 加 , 并 对 受 扰动 后 的 腔 体 积 V 积分 , 则 可 得 
Ден x Ez) + V- (Hz x Bldv = ito 0) |f| eE. B+ utt нду 
应 用 高 斯 散 度 定理 , 上 式 可 化 为 
fu x Eo + Нух Е)-%45' = j(w — wo) f/f ее .Ei + 4H - He)dv (3.11.8) 
AP, A 是 57 的 外 指法 线 方向 单位 矢量 ( 见 图 3.11.1). 
由 于 E 应 满足 S' 上 的 边界 条 件 : (ñ x E)\s = 0, 而 有 (Но x Е). Als = 
-H} (% x E)|s, = 0, # (3.11.8) 式 中 左 端 的 第 二 个 面积 分 等 于 零 , 即 
f (H x Ej): ñas" = 0 
©, 
另 一 方面 , 对 于 (3.11.8) 式 中 左 端的 第 一 个 面积 分 , 我 们 有 
g = x Bt) Ads! = # 到 x Bt) ads — {н x Ex) ñas 


ーー の H (à x ®)45- di (H x Et). idS 
S AS 


同样 , 由 于 Eo 满足 在 S 上 的 辺 界 条件 : (Ax Eos = 0, 上 式 右 端 第 一 个 面积 分 为 
=, 而 有 . 
ў (H х Ej) паз =~ jJ (H x E?) ads 
S AS 


故 由 (3.11.8) sh, 我 们 可 得 
TA x Ej): Ads 


JJ (ЕЕ. Ej + uHo- Hi)dv 
Ve 


ш — шо = 


(3.11.9) 


在 推导 (3.11.9) 式 过 程 中 , 我 们 并 未 对 扰动 作 任何 限制 . 但 是 , 假若 扰动 是 一 种 
微 扰 , 且 腔 的 变形 浅 而 均匀 , 则 在 最 粗糙 的 近似 下 , 可 以 认为 受 扰 后 腔 内 的 场 ЯП 
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H 与 原来 的 场 Eo 和 Ho 近似 相同 , 并 有 V = V, РЕ, 频 来 偏 移 (3.11.9) 式 可 近 
似 地 表 为 
TA (Ho x Ej) dS 


QJ — Wy FS 
ев. Ej +uHo: H)àv' 


上 式 分 子 中 的 积分 (Ho x Ej): ads = nii V- (Ho x E$)dv, 将 散 度 展开 
AS AV 
后 再 将 (3.11.1) 和 (3.11.12) RRA, 则 此 积分 可 化 为 


{н x Bt) hdS = joo NC Еў Ho Hd — (34111) 
于 是 (3.11.10) ATRA 


一 wo _ JJ муно? ー &( Eo|?)dv 
- J JJ «во? + ныр) 


式 中 , |Eo|2 = Ев. Еб; |Hol? = Ho- Ht. ‚ 
己 知 平均 电能 密度 we。 = ze El? 平均 磁 能 密度 wn = qu Hof", (3.11.12) 式 
亦 可 写成 


(3.11.10) 


(3.11.12) 


(3.11.13) 


(3.11.12) 或 (3.11.13) 式 就 是 谐振 腔 壁 向 内 受 压 微 动 所 引起 的 谐振 频率 偏 移 的 计算 
VAS: . 

谐振 腔 中 磁场 强度 最 大 的 地 方 , 电场 为 零 ; RZ, 在 电场 强度 最 大 的 地 方 , 磁场 
为 零 . 因此 , 在 磁场 强度 最 大 、 电 场 为 零 的 地 方 , 有 wm — we > 0, 这 时 由 (3.11.13) 
是 可 知 , 若 在 此 处 对 腔 壁 施 力 , 使 体积 V 减 小 到 V, 则 有 w — wo > 0, 即 谐振 腔 的 
固有 谐振 频率 增 大 ; 反之 , 如 果 在 电场 强度 最 大 、 磁场 为 零 地 方 , 腔 壁 受到 压缩 , 则 
谐振 腔 的 谐振 频率 降低 . 

F ニー UX Wm U. = Шей © We ,U 
4 AUS nii Wad AV #l AU nu d AV, 以 及 


AV 


Us = |f| (om ua = fff wav =u v 


WW (3.11.13) 式 可 写成 


ш — wo AU, — AU, ш = We AV AV 
Ре mae 一 = 11.14 
шо Uy Ww V C V (3 ) 
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式 中 , AUS 和 AU. 分 别 为 体积 AV 中 原 有 的 磁 能 和 电能 的 时 间 平 均值 ; Us 为 原 
有 谐振 腔 内 总 的 电磁 储 能 的 时 间 平 均值 , 它 等 于 电场 储 能 的 最 大 值 U, 或 磁场 储 能 
的 最 大 值 Ом: Wm 和 we 分 别 为 体积 AV 中 的 平均 磁 能 密度 和 电能 密度 (空间 平均 
值 ); 五 为 原 有 谐振 腔 内 总 的 电磁 储 能 密度 的 空间 平均 值 ; 而 系数 C = (wm — we)/w 
仅 决 定 于 谐振 腔 的 几何 形状 和 微 扰 的 位 置 . 

例 1 有 一 宽 为 z = a、 高 为 y= b. KA z = 1 的 矩形 谐振 腔 , 工作 于 TE: 
主 模 . 试 求 : 

(a) YE y = 0 腔 底 壁 中 央 x = a/2, z = 1/2 处 施 压 而 产生 有 AV 的 変形 時 , 

(b) 在 z = O 腔 侧 壁 中 央 y = b/2, z = 1/2 处 施 压 产生 有 AV 的 变形 时 , 谐振 
频率 的 相对 偏 移 值 Aw/w. 

和解 НН (3.7.20) 式 可 知 , 矩形 腔 TEo 模 总 电磁 储 能 Us(= U, = Um) 为 


= = |Bo|?abl = slEol?V (3.11.15) 
知 形 腔 TE, i 主 模 的 电磁 场 表示 式 参 见 (3.7.17) XX. 
(a) Ж y = 0 БЕКЕН т = a/2, z = 1/2 处 腔 壁 受 压 有 AV 变形 


由 (3.7.17) 式 可 知 , 在 此 底 壁 上 中 央 附 近 , E, = Eo 电场 为 最 大 , 而 H, = H, = 
0 磁场 为 零 , 而 有 


We = ево Ж wm = m . H* = 0, (3.11.16) 
故 
AU. = je Eo AV 和 AU, = 0 (3.11.17) 
按 (3.11.14) 式 , 可 得 谐振 频率 的 相对 偏 移 为 
wW—wo _ АЉ — AU, AV 
= ©, = -2 (3.11.18) 
(b) # z = 0 腔 侧 壁 中 央 y = b/2, z = 1/2 处 腔 壁 受 压 有 AV 变形 . 
il 
由 (3.7.17) 式 可 知 , 在 此 侧 辟 中 央 处 , Б, = Hy = 0, He = — т 8 Wi 
ше = ІАЕ E* -0 和 wm= ын. н" = 5 =I (3.11.19) 
故 
A7。=0 和 AU, = — Eol AV (3.11.20) 


4(1 + a2/12) 
按 (3.11.14) 3X, 代入 (3.11.15) 和 (3.11.20) Ñ, 可 得 谐振 频率 的 相对 偏 移 为 
w—wo AUm— AU. _ 2 AV 


— = —— r ーーーー .11.21 
Ж Us 1+ а?/? V (3 H ) 
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例 2 设 有 有 一 半径 p = a, 高 度 z = ЦІ < 2o)、 工 作 于 TMo 主 模 的 圆柱 形 
谐振 腔 . ТАЖ: 

(a) 在 z = 0 腔 底 壁 中 央 o = 0 处 施 压 而 产生 有 AV 的 变形 时 , 和 (b) 在 
p=a z = 1/2 腔 的 圆柱 壁 中 央 处 施 压 产生 有 AV 的 变形 时 , 谐振 频率 的 相对 偏 移 
值 Aw/w. 

EO BERK TMoio 模 的 电磁 场 表 示 式 参见 (3.8.13) XX. 

(a) Ж z= 0. p= 0 爱 的 底 壁 中 央 处 受 压 有 AV 変形 

H (3.8.13) 式 可 知 , 在 此 底 壁 中 央 处 , 腔 内 电场 E = E, 具有 最 大 值 , 而 磁场 
H = H, = 0 为 零 , 而 有 


1 
we = 218,2 和 wm = PH -H'=0 (3.11.22) 


故 
AU, = weAV = = ER JR(O)AV 和 AU m = (3.11.23) 


而 由 (3.8.20) 式 可 知 , TMoo 主 模 的 总 电磁 储 能 Us(= Um = Ue) Al 
Us = SEE (zor)V (3.11.24) 
按 (3.11.14) 3€, 代入 (3.11.23) 和 (3.11.24) 3X, 可 得 谐振 频率 的 相对 偏 移 为 


w—wo -AU。 0 AV . 
Wo ~ Us 2J?2 (жоу) V ~ 


1.855 (3.11.25) 


式 中 , zol = óoia = 2.4048 - -- , Jı (£01) = 0.5191 ---; Jo(0) = 1. 

(b) YE p = a 腔 圆柱 壁 上 受 压 有 AV 変形 . 

由 (3.8.13) 式 可 知 , 在 此 圆柱 壁 上 , E, = 0 电场 为 零 , 而 H = Н, 磁场 最 大 . 而 
有 


we =0 Al wm= ин, “Н; (3.11.26) 
即 有 
AU.=0 和 AU, = 5 BEF? (boa) AV (3.11.27) 
+ (3.11.14) 式 , 代入 (3.11.24) 和 (3.9.27) 式 , 可 得 此 谐振 频率 的 相对 偏 移 为 
ш — Wo ~ AU, ーー AV 
"uhi = 0555 (3.11.28) 


例 3 设 有 有 一 半径 p= a、 高度 z= 10 2а). TEF TE: i 主 模 的 圆柱 形 
谐振 腔 . 试 求 : (a) YE о = а 圆柱 腔 周 壁 半 腰 z = 1/29 = n/2 处 施 压 产生 有 AV 的 
变形 时 ; (b) Æ p = a 圆柱 腔 周 壁 半 腰 z = 1/2. y = 0 处 腔 壁 受 压 有 AV 变形 时 ; 


- 260 - 第 3 章 ”规则 波导 和 谐振 腔 


和 (с) Æ z = 0 圆柱 腔 底 壁 中 心 p = 0 BRERA AV 变形 时 谐振 频率 的 相对 
偏 移 值 Aw/w. 

AE 圆柱 腔 的 TEn 模 的 电磁 场 表 示 式 参见 (3.8.47) XX. 

(a) ЖЕ p = a 圆柱 腔 周 壁 半 腰 z = 1/2ф = 0/2 处 腔 壁 受 压 有 AV 変形 . 

由 (3.8.47) 式 可 知 , 在 圆柱 腔 周 壁 半 腰 处 附近 , Ep = 0, E = E, 电场 , HES р 
AK, ゥ = ァ /2 处 为 最 大 , 而 H, = Н, = H, = 0 磁场 为 零 . 故 有 


We = 218, Ж wm = m H" =0 (3.11.29) 
TT E Eó 2 ァ アメ テテ 
AU, = weAV = 142 (z,jAV 和 AU. = 0 (3.11.30) 
而 由 (3.8.59) 式 可 知 , TEn: 主 模 的 总 电磁 储 能 Uz(= Um = Ue) 为 
e Е? є E2 
Us = sc (в — DR ra = 275 eh — YIP (eV (3.11.31) 
按 (3.11.14) 5X, 可 得 谐振 频率 的 相对 偏 移 为 
w—wo | —AU, 2 AV 
200 = = ~0.837 3.11.32 
wo Uy 220-1 У ( ) 


(b) Æ p = a ARB BEE 2 = 1/2. y = 0 处 腔 壁 受 压 有 AV 変形 
由 (3.8.47) ATA, 在 此 腔 周 壁 半 腰 处 ,已 = E, = E, = 0 电场 为 零 , 而 
H, = Hy = 0, 磁场 H, 4 0,0 = 0 处 为 最 大 . 而 有 


we=0 B] AU。=0 (3.11.33) 


和 1 
ша = SHH, H; (3.11.34) 


H RM 
m 一 mA 一 4 
AU, tD V ERs? (6110)AV 


2 Ot 
(2) Ez ALES (2, )AV 


BN? ,2 rÊ LPE? 
(£) 22, rune — Ji(ru)AV (3.11.35) 


由 = 可 和 2 ел2 а? nm? a2] 1 2 
3.8.45 A = 1 + —— 2 
(3.8.45) sk, 可 得 (£) AL | + | , 将 它 代入 AUS, EA 
E n? a?] 1 4 E2 
AUm =] | + A za ラナ 2 (zi) AV 
11 
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32 
ЕС xu E? 
л. 
~ 41- (1.706a/l)? a? > Jt G)AV (3.11.36) 


$ (3.11.14) 式 , 代入 (3.11.31) 和 (3.11.36) R, 便 得 到 谐振 频率 的 相对 偏 移 为 : 


ш — wo AUm-0 _ 2 1 AV 
wo 0 (22, 1) 1+ (1.706a/D2 V 
2.837 AV 
AIL = 3.11.37 
1 + (1.706a/1? V ( ) 


(c) Æ z = 0 圆柱 腔 底 壁 中心 p = 0 处 腔 壁 受 压 有 AV 变形 . 
由 (3.8.47) 式 可 知 , 在 此 許 壁 上 中 心 附 近 , E, = E, = E, = 0 电场 为 零 , 而 


H, = 0, 磁场 |H|2 = |H,|2 + |H |? 40 ARK. 而 有 


X 


wWe=0 8 AU。=0 (3.11.38) 
" 1 
Wm = zu[ Hol + |H] (3.11.39) 
由 递 推 公式 : J (x)= Ji(z)/z — A(x), 可 知 [1(z)/z]z_o = J1(0), BA 
JP (&11)lo—o cos? р + [Л (ótip)/ó1ip]2 ,0 sin? e = J3? (0) 
于 是 2 
AU, = wg AV = n (£) 87 EQJ2(0)AV (3.11.40) 
H (3.8.45) 式 , 可 得 
ae е 1 е 1 
(2) 62 + ш sx w+ (0.5861/а)2 (8214) 
л? а? 
‚Ж | 
EE т! m /2 
AU = 113 (0.58677g2 E2J'"(0)AV (3.11.42) 
而 由 (3.8.59) 3X, 可 知 TE i: 主 模 的 总 电磁 储 能 Us(= Um = U.) X 
Us = £P (DV (3.11.43) 
按 (3.11.14) sh, 可 得 此 谐振 频率 的 相对 偏 移 为 
w—wo AUS — 0 24/2, J’? (0) 1 AV 
wo Us  |(z2,—1)J2(z)| L+ (0.5861 /a)? V 


_ 2.095 АУ 
1+ (0.5861/а)2 V 


H, 21у = 1.84118...; Л (211) = 0.581865 ---; J! (0) = 0.5. 


(3.11.44) 
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3.11.2 ”谐振 腔 内 介质 的 微 扰 


现 研究 谐振 腔 内 介质 的 介 电 常数 和 磁 导 率 发 生 微小 改变 时 引起 的 微 扰 , 导出 其 
谐振 频率 变化 的 微 扰 公 式 . 

参见 图 3.11.2(a), 设 有 理想 导体 制 成 的 谐振 腔 , 腔 体 的 体积 为 , 表面 面积 为 
S, 其 中 充 有 介 电 常数 为 e、 磁 导 率 为 u 的 媒质 ， RHEIN, Eo. Ho Ж wo 分 
别 为 腔 内 的 电 、 磁场 和 谐振 频率 ; 当 腔 体内 媒质 受到 扰动 后 , 腔 体 中 的 介 电 常 数 由 
E= €x Ле. BPA u w+ An, 如 图 3.11.2(b) 所 示 . 此 时 , 受 扰动 后 腔 内 的 电 、 
磁场 和 谐振 频率 将 变 成 E. Н ЯП. 


S S 


(а) 原 有 谐振 腔 (b) 受 扰动 谐振 腔 
3112 ”谐振 腔 壁 的 微 扰 
谐振 腔 体 内 媒质 未 受 微 扰 时 , 其 中 Eo. Ho 满足 Maxwell 场 方程 组 : 
V x Eo = —juou Ho (3.11.45) 
V x Ho = jwoe Bo (3.11.46) 


并 认为 其 解 已 求 得 , 即 Eo. Ho 和 wo 均 是 已 知 . 
当 腔 体内 媒质 受到 扰动 后 , 其 中 Е. H 满足 Maxwell 场 方程 组 : 


Ух E= —jo(u + Ap) (3.11.47) 
V x H = jo(e + Ає)Е (3.11.48) 

类 似 于 谐振 腔 壁 微 扰 情 形 , 利用 应 用 矢量 恒 式 : 
V-(Ax B)=B-(Vx A) - A-(V x B) (3.11.49) 


$ A= H,B = Eš, A 
V- (H x EX) = E$- (V x H) - H . (V x Et) 
将 EL AR (3.11.48) 式 与 Н 点 乗 (3.11.45)* 式 相 减 , 代入 上 式 后 则 可 得 


V ` (H x Ej) = }ш(є + Aw)E. Ej — jwopH .Ho (3.11.50) 
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类 似 地 , 将 E 点 乗 (3.11.46)* RA Н AFR (3.11.47) 式 相 减 ， 应 用 矢量 恒 式 
(3.11.49), 则 有 
V- (Hi x E) = E - (Ç x Hi) - Hg (V x E) 
= —juogE - Ej + ju( + Au) H HS (3.11.51) 


现 将 以 上 两 式 相 加 , 并 对 整个 腔 体积 V 积分 , 并 对 左边 体积 分 应 用 散 度 定 理 ， 
则 可 得 


ff ars E3 + Hi x mesas =i ||| ele + Аш) -wdlE. Еф 
5 V 


+j 1 ea +A ~ wot] H - Hodv 
(3.11.52) 
式 中 , ñ 是 5 的 外 指法 线 方向 单位 矢量 (Ж 3.11.2). 
由 边界 条 件 : (H x E): ñ|s = —H . (ñ x Ei)ls = 0 和 (Ho x E)- Als = 
一 Ht (f x E)|s = 0, 可 知 上 式 左边 的 面积 分 等 于 零 , 于 是 有 


ガル be + мә -map e J Í | ши + Аш) – asd Hidv = 0 


或 ガル oem Ez + AnB н) + (о — ae Ер + pH Но =0 
由 此 可 得 
ウー Wo fff em m + дин ne 


り Ili (Ë. E% + uH - Hz)dv 
v 


对 于 Ac 一 0 和 An 一 0 的 极限 情形 , 在 最 粗糖 的 近似 下 , 可 以 认为 受 微 扰 后 
BANK EA H 与 原来 的 场 Eo 和 Ho 近似 相同 , 于 是 , 频率 偏 移 公 式 (3.11.53) 


可 近似 地 表 为 
ウー шо Дав? + Ap|Ho|*)dv 


2 JS | ese + ины?) 


这 就 是 谐振 腔 内 媒质 的 g 和 (或 ) 的 受 微 扰 所 引起 的 谐振 频率 偏 移 的 计算 公式 . 
(3.11.54) 式 表明 e 和 ( 或 )g 的 任何 小 的 增加 , BH As > 0 和 (或 )Ajp > 0 都 将 

使 谐振 频率 降低 ; 由 于 g 和 (或 )) 任何 大 的 改变 可 视 作 是 通过 一 系列 连续 小 的 改 

变 的 结果 , 因而 , 谐振 腕 内 媒质 的 s 和 (或 )w 的 任何 增加 都 将 使 谐振 频率 降低 . 


(3.11.53) 


(3.11.54) 
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已 知 电能 密度 we = ce | Eol^, 磁 能 密度 wn = нор, Ж (3.11.54) 式 亦 可 写 


"EI -a [If (Eu + 7:2 dv (3.11.55) 


RH Up = Sf " + ts)dy 为 原 有 谐振 腔 内 总 的 电磁 储 能 (3.11.56) 


当 e 和 u 的 改变 , 即 Ac Z 0 Al Ли Z 0, MRE PMR AV 中 时 ， 
(3.11.55) 式 又 可 进一步 近似 地 表示 成 


tag [oy (See Sie) 


1 /As ^u AV 
sod 11.57 
T, ( = We + т ws) V (3 ) 
或 写 为 
一 A A AV 
о 00 ~ (e < 二 Co E) (3.11.58) 
m € m V 


式 中 , Ur = UL/V, 是 Uy 的 空间 平均 值 , 而 


C= D. 和 Cos = DU. (3.11.59) 
系数 С, 和 C; 仅 由 谐振 腔 的 几何 形状 和 微 扰 AV 所 处 的 位 置 决定 . 

我 们 可 利用 谐振 腔 中 介质 微 扰 所 引起 的 频 偏 来 测量 介质 样品 的 介 电 常 数 和 磁 
FR. 由 (3.11.59) 式 可 知 , FAH As 大 0 发 生 在 瓦 =0, 即 we= 0 А, WE C = 0, 
< 的 微 扰 不 会 使 谐振 频率 有 所 改变 ; 而 若 微 扰 Ap Z 0 REE H = 0, B wn = 0 
Ж, WA Co = 0, g 的 微 扰 不 会 使 谐振 频率 有 所 改变 . 因此 , 测 介 电 常 数 时 , 待 测 介 
质 样品 应 置 于 电场 最 大 、 磁场 为 零 的 位 置 ; 而 测 磁 导 率 时 , 待 测 介质 样品 则 应 置 于 
磁场 最 大 、 电 场 为 零 的 地 方 . 

(3.11.53) 式 是 对 Ac. Au 及 其 存在 的 区 域 大 小 没有 作 任 何 近 似 的 一 般 公 式 ; 
(3.11.54) 和 (3.11.55) RÆK Ae 一 0. Ap — 0, Bl e, 改变 很 小 是 微 扰 ， (3.11.57) 
和 (3.11.58) 式 则 要 求 Ac — 0. An — 0 Al AV — 0, Bl e. 改变 很 小 是 微 扰 , Н. 
€. ш 改变 的 区 域 很 小 . 

显然 , 最 常 遇 到 的 情形 是 微 扰 介质 样品 可 以 做 得 很 小 , ИП AV 一 0, 但 Ae. Ap 
却 可 能 较 大 , 此 时 , 由 (3.11.53) 式 可 得 频 偏 计 算 公 式 为 


_ She (AcE - Ej + Анн. Ho*)dv 


(3.11.60) 
Л (E 五 .五 0 + uH - Ho)dv 
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考虑 到 微 扰 介质 AV/V < 1, 因而 在 (3.11.60) 是 分 母 中 的 E. H 仍 可 用 
Eo. Ho RE: 以 及 由 于 在 尺寸 比 波 长 小 的 区 域内 ，Helmholtz 方程 可 近似 地 用 
Laplace JERE, 因此 , 作为 修正 , 我 们 可 将 (3.11.60) 式 分 子 中 的 E. H Н 
D En H, К, 即将 处 于 腔 中 的 介质 体 边 值 问题 作为 静电 场 的 边 值 问题 处 理 . 
于 是 , (3.11.60) 式 可 进一步 近似 地 表示 为 


/ / / (AcE; - Bt + AuH;- HS)do 
ш — Wo Ау Ау 


” [[[ en. Bs + nH noe 
V 


(3.11.61) 


特別 地 , 如 果 介 质 微 扰 ЛУ 位 于 电场 最 大 、 磁 场 为 零 地 方 , 则 上 式 可 简化 为 


_ Jf AcE; ・ Ед 1 

2 wo > AV = oap ACE: ЕАУ 
の JJ (cE. E$ + uH - Hü)du z 

v 


1 AV 


471, 0 V ( ) 


图 3.11.3 给 出 了 位 于 腔 中 电场 最 大 、 磁 场 为 零 处 的 几 种 典型 的 小 介质 体 的 形状 . 


(a) (b) (с) (4) 
图 3.11.3 ”谐振 腔 中 微 扰 介质 体 的 典型 形状 


3.11.3 中 (a) 和 (b) 的 静电 场 解 E, 可 直接 分 别 应 用 在 介质 分 界面 上 电位 移 
的 法 向 分 量 和 电场 的 切 向 分 量 连续 的 边界 条 件 求 得 (这 种 近似 适用 于 薄板 、 柱 体 截 
面具 有 任意 的 形状 ); 而 (с) 和 (а) 的 E; 则 可 由 求解 在 静电 场 E 中 的 介质 圆柱 和 
介质 球 的 边 值 问题 所 给 出 的 介质 体内 场 的 解 给 出 , 这 里 E 可 近似 地 认为 等 于 未 受 
扰 谐 振 腔 中 的 电场 Ep. 

假定 谐振 腔 中 的 填充 媒质 为 空气 , 其 参数 为 co、go, 微 扰 介质 体 的 媒质 参数 为 
e. p. 图 3.11.3 中 这 几 种 情形 的 内 场 E; 结果 分 别 是 

(a) E,= Sg дз 73 Eo (3.11.63) 


(b Е — E= Eo (3.11.64) 
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(с) Е; = Up RI ーー Eo (参见 附录 E) (3.11.65) 
€ と 0 € 0 
3 3e 

(d) E= Ё = ES Eo (参见 附录 F) (3.11.66) 


fla KA -H x mx Kr=axdxl ASABE, 工作 于 ТЕ 
ER. 今 在 腔 底 壁 置 一 厚度 为 d、 介 电 常 数 为 的 介 質 薄板 , 试 求 由 于 介质 板 微 扰 
所 产生 的 谐振 频率 偏 移 . 

解 ” 由 (3.7.19) 可 知 , 矩形 谐振 腔 TE 主 模 的 总 电磁 储 能 Us (= Ue = Um) 


为 
Us = っ goo が (= 一 eo) 
应 用 (3.11.63) R, 注意 到 腔 中 场 沿 r 和 z 方向 均 为 正弦 分 布 , 故 
AcE; ЕЛУ > (e — so) EP gy 


将 Us 和 上 式 代 入 (3.11.62) R, 便 得 到 谐振 频率 的 相对 偏 移 : 
w — Wo ~ (Er — 1) d 
w 2er b 
式 中 , d 是 介质 板 的 厚度 ; 5 是 矩形 谐振 腔 的 高 度 ©, =c/eo 为 相对 介 电 常数 . 

例 5 设 有 一 半径 p =。、 高 度 z = 1(1 < 2a) 充 空气 的 圆柱 谐振 腔 , 工作 于 
TMoio Ж. 今 在 此 圆柱 腔 的 轴线 上 置 一 半径 为 ro、 介 电 常 数 为 s 的 小 介质 球 , 试 求 
由 于 介质 球 微 扰 所 产生 的 谐振 频率 偏 移 . 

ЖЕ 由 (3.8.20) 可 知 , 圆柱 谐振 腔 TMoio 模 的 总 电磁 储 能 Us(= Ue = Um) 为 


Us = ES Ji (ro)V (= — £0) 


(3.11.67) 


而 由 (3.11.66) 式 可 得 


3 — 
AcE, EGAV = (e — eo) — Bo EšAV = See) mPay 
r T 


ш 


ш (3 


- --1\ 1 A 
2 — 2 (5 ) v (3.11.68) 


Er + 2 J2(zo1) V 


式 中 , AV = Sarg 为 介质 球 的 体积 ; V = ла? 是 圆柱 腔 的 体积 ; 


Ji(zoi) = 0.5191474..., Jı (£01) = 0.5191474 --- 
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在 第 2 章 我 们 研究 了 平面 波 在 无 界 空间 中 的 传播 以 及 波 在 无 限 大 平面 媒质 
界面 上 的 反射 和 折射 ; 第 3 章 研 究 了 电磁 波 在 规则 金属 波导 和 和 光纤 波导 中 的 传 
Ж, 但 均 未 涉及 场 源 的 电磁 波 辐射 问题 . 当 平 面 波 入 射 到 非 无 限 大 的 平面 、 或 其 它 
非 平 面 的 规则 媒质 界面 (如 柱 面 、 球 面 、 椭 球面 等 )、 或 其 它 非 规则 媒质 界面 上 时 ， 
此 时 , 将 不 再 像 平 面 媒质 界面 那样 仅 存 在 有 反射 波 和 折射 波 , 而 出 现 了 波 的 散射 或 
漫 射 现象 , 即 在 整个 空间 各 个 方向 均 可 能 有 波 存在 . 本 章 将 首先 讨论 场 源 的 电磁 波 
辐射 , 即 天 线 的 辐射 问题 8 14—16], 然后 再 讨论 平面 波 入 射 到 非 无 限 大 的 导电 的 条 
形 和 和 矩形 平板 的 散射 3]. 

在 本 章 的 附录 中 给 出 了 一 些 公 式 的 推导 , 包括 Huygens-Fresnel 原理 数学 表达 
式 等 . 鉴于 圆柱 与 球 散射 的 重要 性 且 所 占 篇 幅 较 大 , 它们 将 分 别 在 第 5 和 第 6 章 中 
BUR. 


41 电磁 波 辐射 引言 


熟知 , 电荷 可 产生 电场 , 电流 可 产生 磁场 ; 时 变 的 电荷 可 产生 时 变 电 场 , 时 变 的 
电流 可 产生 时 变 磁 场 ; 此 外 , 由 Maxwell 场 方 程 的 两 个 旋 度 方程 可 知 , 时 变 的 电场 
亦 可 产生 时 变 磁场 , 而 时 变 的 磁场 亦 可 产生 时 变 电 场 ; 因而 , 时 变 电 场 与 时 变 磁场 
可 相互 激发 而 形成 电磁 波 向 远 处 传播 , 即 电 磁 波 辐射 因此 , 时 变 电 荷 和 时 变 电 流 
就 是 辐射 场 的 场 源 ; 作 时 谐 变 化 的 电流 源 和 电荷 源 并 不 是 独立 的 , 它们 之 间 满 足 连 
续 性 方程 . 对 于 凡 含有 场 源 并 可 辐射 电磁 波 的 装置 或 系统 则 称 为 天 线 . 对 于 不 同 的 
工作 波段 和 用 途 , 天 线 可 以 仅 是 一 个 有 源 辐 射 器 , 如 振子 天 线 、 喇叭 管 天 线 ; 也 可 以 
是 复合 型 天 线 , 例如 , 带 反 射 振子 的 振子 天 线 、 振 子 天 线 阵 、 抛物 面 天 线 ( 馈 源 辐射 
器 十 抛物 面 反 射 器 )、 透 镜 天 线 ( 馈 源 辐射 器 十 透镜 )、Cassegrain( 卡 塞 格林 ) RA, 
以 及 抛物 面 天 线 阵 等 . 

确定 天 线 的 辐射 场 是 天 线 理论 的 主要 任务 . 一 般 来 讲 , 求解 天 线 辐 射 问题 是 根 
据 特 定 的 边界 条 件 来 求 Maxwell 场 方程 组 的 解 , 即 解 电 磁场 边 值 问题 . 但 是 , 根据 麦 
氏 场 方程 求解 实际 天 线 的 辐射 场 , 通常 由 于 数学 上 的 困难 , 只 有 在 极其 简单 的 情况 
下 , 例如 , 反射 器 的 形状 为 一 平面 、 柱 形 或 球形 , 并 且 原 馈 源 为 点 源 或 线 源 时 , 始 可 
求 得 严格 的 解析 解 . 对 于 一 般 情 形 , 求解 天 线 的 辐射 场 则 需要 采用 近似 方法 和 (或 ) 
数值 方法 . 
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常见 的 天 线 系统 有 两 种 情形 , 如 图 4.1.1 所 示 . 在 图 41.1(a) 中 , 场 源 位 于 曲面 
5( 虚 线 ) 所 示 有 限 封闭 区 域 9 内 . 对 此 类 天 线 系统 , 场 源 的 电流 分 布 可 应 用 线 天 线 
理论 或 电磁 场 理论 近似 求 得 , 并 根据 已 知 电流 分 布 可 求 得 天 线 在 无 界 空间 中 的 远 区 
辐射 场 ， 例 如 , 长 波 与 中 波 波段 振子 天 线 , 由 于 此 时 导体 直径 远 小 于 工作 波长 , 可 
认为 是 细 线 天 线 . 此 时 可 假定 线 上 的 电流 分 布 近似 地 与 开路 传输 线 上 的 电流 分 布 相 
同 , 若 工作 波长 变 短 , 天 线 不 能 视 作 细 天 线 , 线 天 线 理论 将 不 再 适用 . 在 图 4.1.1(b) 
中 , 场 源 位 于 所 示 由 曲面 S, 与 4( 为 分 析 方便 , 通常 选择 4 为 平面 ) 所 形成 的 有限 
封闭 区 域内 , 在 此 区 域内 的 场 称 为 内 场 , 而 之 外 的 场 称 为 外 场 ; 并 假定 可 忽略 区 域 
内 场 与 外 场 之 间 的 耦合 , 即 不 考虑 内 场 与 外 场 由 边界 条 件 建立 起 的 固有 联系 ; 并 认 
为 口径 上 的 场 不 为 零 、 口径 外 的 场 为 零 、 天 线 的 辐射 场 是 从 平面 4( 称 为 天 线 的 口 
径 ) 发 出 的 . 口径 ( 面 ) 型 天 线 是 超短波 和 微波 波段 最 常见 的 一 类 天 线 , 例如 , 喇叭 
管 天 线 、 透 镜 天 线 、 抛 物 面 天 线 等 ; 通过 口径 场 求 其 辐射 场 是 常用 的 一 种 近似 方法 . 


S 


电流 分 布 型 口径 场 型 
场 源 与 载体 场 源 与 载体 J A 
天 线 系统 天 线 系统 


(a) (b) 
图 411 两 类 天 线 系统 


口径 天 线 的 口径 场 分 布 可 独立 地 通过 应 用 电磁 场 理 论 或 几何 光学 与 能 量 守 恒 
原理 等 其 它 方法 由 求 得 的 内 场 近似 解 得 到 . 例如 , 喇叭 管 天 线 的 口径 场 可 近似 地 认 
为 等 于 喇叭 管 为 无 限 长 时 该 口径 处 的 场 ; 且 在 口径 外 , 近似 地 认为 场 为 零 . RAO 
径 上 的 场 分 布 后 , 便 应 用 波动 光学 中 Huygens-Fresnel 原理 的 数学 表达 式 Kirchhoff 
公式 计算 天 线 的 辐射 场 SMH). 因此 , 这 种 计算 天 线 辐 射 场 的 方法 又 称 为 口径 场 方 

以 下 将 分 析 和 讨论 线 天 线 和 面 天 线 . 首先 推导 求解 线 天 线 辐射 场所 需 的 推迟 矢 
量 势 4 的 表示 式 , 即 达 朗 贝尔 方程 的 解 ; 继而 将 矢量 势 法 应 用 于 求解 电 偶 极 子 和 
磁 偶 极 子 天 线 , 以 及 振子 天 线 , 并 给 出 标志 天 线 特性 的 一 些 参数 的 定义 和 它们 的 参 
数值 . 此 外 , 还 分 析 了 由 多 个 天 线 组 成 的 天 线 阵 , 以 增强 天 线 方向 性 . 矢量 势 法 求解 
线 天 线 的 基本 公式 为 


OH J (r jeit ER’) , Ala 
Ат) = Z fff Ae dv (4.1.1) 


42 D’Alembert ( 达 朗 贝尔 ) 方程 的 解 一 一 推迟 势 - 269. 


RP, R=|r- r'|; Jr) 为 源 电流 密度 . 己 知 矢 量 勢 4, 磁场 Н 和 电场 Е 分 别 为 


H= 2Vx 4 (4.1.2) 


1 1 
E=-—V(V-A)-jwA 或 E-—-——VxH (4.1.3) 
Jwep Je と 


继而 , 我 们 通过 直接 对 含 源 的 Maxwell 场 方程 组 进行 积分 , 来 研究 一 般 天 线 系 
统 电磁 波 辐射 的 最 一 般 情形 ; 导出 了 含 源 电 磁场 方程 组 的 体积 分 与 面积 分 之 和 的 
积分 形式 解 . 作为 仅 含 面积 分 的 特殊 情形 , 给 出 了 标量 形式 的 Kirchhoff 公式 (見 
(4.9.22) 式 ): 


—jkr 
up(r) = E - If. uei âr (A. 8 + cos0) dS (4.1.4) 


通常 , 口径 型 天 线 其 口径 场 具 有 线性 极 化 或 近似 线性 极 化 , 因而 , (4.1.4) 式 可 
用 来 计算 已 知 口径 上 为 线性 极 化 场 分 布 时 口径 天 线 的 辐射 场 ， 我 们 将 对 天 线 口径 
形状 为 矩形 和 圆 形 、 其 口径 场 相位 具有 均匀 分 布 、 而 振幅 分 别 具 有 均匀 分 布 与 渐 减 
分 布 时 的 天 线 的 方向 图 型 和 天 线 参 数 进 行 分 析 , 同时 对 口径 上 存在 有 相差 对 方向 图 
的 影响 进行 了 讨论 . 分 析 所 得 结果 对 口径 型 天 线 的 设计 具有 一 定 的 指导 意义 . 

作为 Maxwell 场 方程 积分 形式 解 仅 含 体积 分 的 特殊 情形 , 亦 可 得 出 (4.1.1) 式 . 
为 万 便 读者 了 解 推迟 矢量 势 A 法 的 导出 , 以 下 仍 对 矢量 势 4 法 给 出 较 祥 细 的 分 析 
和 推导 . 

顺便 指出 : 在 光学 中 , “衍射 ”一 般 是 指 所 观察 到 光 在 明显 非 均 匀 介 质 中 偏离 
几何 光学 的 有 关 现象 . 例如 , 当 光 线 通 过 与 波长 同 量 级 的 小 孔 时 就 会 产生 光 的 衍射 ， 
这 种 现象 可 由 连续 分 布 的 相干 光源 所 激 起 的 波 的 琶 加 解释 ， 而 本 章 所 讨论 的 口径 
场 辐射 正 是 口径 和 波长 同时 放大 了 的 “小 孔 ” 辐 射 . 因此 , 电磁 波 的 口径 辐射 亦 常 
称 为 电磁 波 衍射 . 事实 上 , 光波 亦 是 一 种 电磁 波 , 电磁 波 与 光波 均 遵从 电磁 理论 . 因 
而 , 它们 的 传播 现象 有 很 多 相通 地 方 , 术语 可 相互 借鉴 . 例如 , 光学 中 波 的 干涉 就 是 
指 两 个 或 多 个 分 立 相 干 光源 的 波 的 全 加 , 而 天 线 阵 问题 就 与 之 相当 ; 又 如 光 和 电磁 
波 均 可 绕 过 障碍 物 到 达 几 何 阴影 区 , 它们 亦 是 一 种 光 和 电磁 波 的 衍射 或 绕 射 现象 . 
电磁 波 的 反射 、 折 射 、 辐 射 、 绕 射 和 散射 等 术语 均 反 映 了 几何 光学 中 的 “射线 " 概 
念 在 电磁 波 传播 问题 中 的 应 用 . 
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(1.9.26) 和 (1.9.27) 式 给 出 了 矢量 势 4 与 标量 势 $( 省 去 上 标 ) 满足 的 达 朗 贝 
尔 方程 ; 
aA 
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ad 1 
2 — — 4.2.2 
Уф — EL jm zP ( ) 


其 中 , J 和 。 分 别 为 电流 密度 和 电荷 密度 , 它们 是 场 源 . 
一 旦 解 得 给 定 问题 边界 条 件 的 矢量 势 A, 则 按 矢量 势 法 , 我 们 可 求 得 所 需 磁场 
H 为 


H= Р (V х A) (4.2.3) 
而 相应 的 电场 E 可 求 得 为 
А 1 А 
Е = Уф –јоА = m (У.А) — jc A (4.2.4) 
或 
E= — (У x H) (4.2.5) 


设 媒质 是 线性 、 — " e ЖП 均 为 常量 , 达 朗 贝尔 方程 是 线 
性 微分 方程 , 势 函 数 具 有 又 加 性 . 因此 , 我 们 可 将 分 布 在 有 限 空间 V 的 场 源 分 解 成 
无 穷 多 个 点 源 ; 解 得 存在 点 源 情形 的 达 朗 贝尔 方程 后 , 则 具有 任意 分 布 的 场 源 的 解 
便 将 是 各 点 源 单独 作用 时 的 解 的 倒 加 . 
4.2.1 ” 场 源 为 点 电荷 q(t) 的 达 朗 贝尔 方程 解 


设 在 坐标 原点 处 有 一 时 变 点 电荷 g(t), 其 电荷 密度 为 p 可 表 为 p = q(t)ó(r), 故 
由 (4.2.2) 式 可 知 , 标量 势 $ 满足 方程 : 
e = cis) (4.2.6) 
AH, v = 1 / Yen; ó(r) 29 Dirac 5 函数 , 简称 5 函数 (参见 第 1 章 附 录 A). 

由 于 点 电荷 问题 的 球 对 称 性 , 标量 势 о 将 仅 与 径 向 坐标 r 有 关 . 采用 球 坐 标 系 
(r,0, p), 此 时 , HF V? = 42 g 2 x) (4.2.6) 式 可 写成 


V?6 — 


2 Or 
18/,8 82 
E (2) — ra. = = =q(0)6() (4.2.7) 
MF r £0, (т) = 0( 即 无 源 区 ) 情形 , 此 时 , (4.2.7) 式 退 化 为 齐 次 波动 方程 
19/。9 1 д? 
2 ər G >) PI = (4.2.8) 


1 9 / 506 1 / 92% 50% _ 10? (7 の) 
( )- (7952 +2 x)-: Әт? 
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故 (4.2.8) 式 又 可 写成 
a (пф) _ 1 8? (rg) 
Ər2 v? Ot? 


A (4.2.9) 式 是 关于 rg 标准 形式 的 一 维 波 动 方程 , 易 知 其 解 为 


=0 (4.2.9) 


ré(r,t) = аР (т vt) + сә (т + vt) (4.2.10) 


或 
F,(r — vt) Fo(r + vt) 
r r 


n (4.2.11) 


の (7, t) = С 


式 中 , cu со 为 积分 常数 ; 特 解 Р, (т — vt) 是 沿 径 向 +r 方向 、 以 速度 о 向 空间 传 
播 的 球面 波 ; 而 特 解 Fo(r + vt) 是 沿 径 向 -7 方 向 、 以 速度 o 向 原点 传播 会 聚 的 球 
面 波 . (4.2.11) 式 实际 上 就 是 在 无 界 e, p 空间 中 波动 方程 可 能 存在 的 球面 波 解 . 

当场 源 为 时 变 点 电荷 q (t) ВУ, 将 在 空间 中 激发 电磁 场 , 并 以 球面 波 的 形式 进行 
传播 , 这 就 是 电磁 波 的 辐射 . 对 于 辐射 问题 , 我 们 只 需 考虑 沿 向 +r 方向 行进 的 球 
面 波 . 并 将 Flr- vt) 的 宗 量 改 为 (t 一 + /v), 则 我 们 便 有 


é(r, t = EE hem i (4.2.12) 


A, Alt- r /u) PE т Mt HBR, "m 例如 , 对 于 
频率 为 w 的 时 谐 场 , fi(t —r/v) = ele(t—r/e), 熟知 , 对 于 静电 场 , 点 电荷 q 所 产生 
的 静电 势 o 満足 Poisson( 泊 松 ) 方程 : 


26 1l 
V2$ = -=p (4.2.13) 
式 中 , p = q6(r). 而 其 解 为 ф = ——. 将 此 解 推 广 到 时 变 点 电荷 g(t) 情形 , 我 们 可 
H r Z 0 情形 波动 方程 (4.2.6) n 
q(t — r/v) 
фт) = 24 (4.2.14) 


事实 上 , 因 (4.2.14) 就 是 (4.2.11) 式 的 一 个 具体 形式 , 显然 满足 波动 方程 (4.2.6). 
对 于 + =б„= Zair) 5 0( 即 有 源 区 ) 情形 
推 想 当 ヶ = 0 时 波动 方程 (4.2.6) 的 解 仍 可 由 (4.2.14) RER, 这 将 不 难得 到 
正明 . 事实 上 , 由 于 7 = 0 是 方程 (4.2.6) 的 奇 点 . 因而 我 们 需 考察 方程 在 此 点 的 奇 
异性 质 , 现 以 r = 0 原点 为 心 作 半径 等 于 ro 的 小 球 vh, 而 将 解 (4.2.14) 代入 方程 
(4.2.6) 对 小 球 积分 , FES ro — 0, ВП 


am, fff. (v - s) PI dv ニー JJ: =q(t)6(r)dv’ — (42.15) 
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Al he Јао = =/ --]4nr2dr, ro — 0, 有 q(t — r /u) > q(t), WERA 
边 第 二 个 积分 等 于 零 ; 再 注意 到 


1 
wm [ff = C) n Hf Cn AMOR 
7070 J J Jog r % r % АТ 
= 2 45 ・ ar = Ji а? = —4x 
5% 7 5 


AP, a, 为 +r 方向 的 单位 矢量 ; d2 为 小 球面 上 450 面积 元 对 原点 所 张 的 立体 角 . 
故 (4.1.15) 式 左 边 积分 就 等 于 


im fff = (Doro e 


又 应 用 ó 函数 的 积分 性 质 可 知 , (4.2.15) 式 右边 小 球 积分 后 亦 等 于 -=4%. 即 表明 
对 于 7>=0 Ж, 亦 有 


2 
(v трн) a(t) _ =4(t)é(r) (4.2.16) 


ANE, 
这 样 , 就 证 明了 (4.2.14) 式 是 场 源 为 点 电荷 g(t) 的 达 朗 贝尔 方程 (4.2.6) 的 和解. 
4.2.2” 场 源 为 电荷 密度 分 布 p(r' t) 时 的 达 朗 贝尔 方程 解 


设 在 某 限 区 域 V 内 有 连续 的 时 变 电 荷 密 度 分 布 , 源 点 P(r’) 处 的 电荷 元 为 
pdv', r 是 其 位 置 坐标 , 场 点 为 P(r),r 是 它 的 位 置 坐标 ; R = |r —т'| 是 源 点 P(r’) 
到 场 点 为 P(r) 的 距离 , 接 (4.2.14) Ñ, pod 电荷 源 在 P(r) 处 所 激发 的 标量 势 为 


dg = rt RNa (4.2.17) 
根据 场 的 登 加 原理 , 我 们 可 得 V 内 所 有 电荷 在 场 点 激发 的 总 标量 势 为 
(r,t) = all, pe E Ray (4.2.18) 


从 (4.2.18) 式 可 见 , 在 t 时 刻 , 空间 任意 一 点 7 处 的 olr, t) 并 不 决定 于 t 时 刻 的 场 
源 , 而 是 决定 于 此 刻 之 前 t- R/v) 时 刻 的 场 源 分 布 , 相差 R /u Ж, 等 于 源 的 扰动 
以 速度 v = 1 /Var (m/s) 传播 距离 R 到 达 场 点 P 所 需要 的 时 间 , 即 场 点 的 势 相 对 
源 的 扰动 是 滞后 的 , 因此 , o(r. 0) 常 称 为 推迟 势 . 

对 于 时 间 因 子 为 e” 的 时 谐 场 , 波源 在 空间 中 所 激发 的 推迟 势 也 是 具有 相同 
振荡 频率 的 时 谐 函数 ; 此 时 , olr, t- R /v) 的 具体 形式 可 表 为 p(r')el* t RP, HEIR 
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势 中 的 时 间 上 的 滞后 则 表现 为 相位 的 滞后 , 因 wR/v = 2xR/A = kR, 故 对 于 时 谐 
场 , (4.2.18) 式 可 写成 


(r,t) = Tne all d Ii —— (R= |r — |) (4.2.19) 


4.2.3 ” 场 源 为 电流 密度 分 布 J(r',t) 时 的 达 朗 贝尔 方程 解 

当 某 限 区 域 V' 内 存在 有 连续 的 时 变 电 流 密度 分 布 Jr, t) 时 , 在 场 点 P(r) 处 
所 产生 的 矢量 势 Alr, t) 可 通过 求解 达 朗 贝尔 方程 (4.2.1) 得 到 . 由 于 Alr, t) 的 直 
角 上 坐标 分 量 与 标量 势 olr, t) 满足 的 方程 形式 上 完全 相同 , 因而 , H 4 — A,p(r’) 一 
J(r^) 和 1/e > ш, 可 得 T(r’, t) 在 空间 中 所 激发 的 推迟 矢量 势 为 : 


A(r,t) = ETI Mt Ua (4.2.20) 


对 于 时 谐 场 , 则 可 化 为 
A(r,t) -Ef / f z Je Fe Par (В ет) (4.2.21) 


推迟 势 是 Maxwell 场 方程 在 自由 空间 中 的 一 具体 的 解 . 它 表 明 任 何 时 变 电 荷 
或 电流 分 布 将 在 空间 中 激发 电磁 场 , 井 以 有 限 速度 = 1/vVE55( 当 e = €0, = po 
时 , v = 光速 )、 以 波 的 形式 在 空间 传播 . 推迟 势 在 求解 线 天 线 的 辐射 问题 中 , 具有 
重要 应 用 . 

ik: 以 上 我 们 仅 讨 论 了 (4.2.11) 式 中 的 第 一 个 解 Flr- vt) /r; 对 于 数学 上 给 
出 的 第 二 个 解 F, (r + vt) /r, 因 它 是 超前 势 解 , 不 符合 因果 律 而 没有 实际 意义 , MUR 
予 考慮 . 


43 线 电流 元 (BERT) 的 辐射 
设 有 一 沿 z 轴 放 置 、 长 度 为 A < 和 的 线 电流 元 , 如 图 4.3.1 所 示 . 
假定 沿 它 的 全 长 电流 分 布 是 均匀 的 , 且 电 流 7 随时 间作 简 谐 变化 ; 瞬时 电流 
I(t) 的 方向 沿 +2 轴 方 向 , 可 表 为 


I(t) = Ine”? (4.3.1) 
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图 4.3.1 线 电 流 元 (BERET) 的 辐射 


线 电流 元 亦 称 电 侦 极 子 或 基本 振子 , 它 是 在 其 周围 空间 产生 交 变 电场 和 磁场 、 
并 以 球面 波 的 形式 向 远 处 辐射 电磁 波 的 场 源 . 

以 下 应 用 矢量 势 法 来 求 此 电流 元 在 空间 中 所 产生 的 电磁 场 . 

由 (42.21) 式 ， 电 流 密度 分 布 J(r')ei*t 在 空间 P(r) 点 产生 的 矢量 推迟 势 
A(r,t) 可 表 为 тег 

Tr et 0) k|r-rT') , 
A(rt)= += а. f: a dy (4.3.2) 

HH, к= оер. 参见 图 4.3.1, 对 于 Al < A 的 细 直 线 电 流 元 , 有 

ーッ << r, MA |r — r'| = |r| =r; J(r')du' = I4(2)dz/à;; A(7) 沿 z 方 向 
于 是 , 省 去 时 间 因 子 et, 由 (4.3.2) 式 可 得 


а —jkr . 
A.(r) = EJ ° m° de! = АА (4.3.3) 


Al T д т 


在 球面 坐标 系 (т,Ө,р) 中 , Alr) 的 三 个 分 量 分 别 为 


ТА А 
A, = А, сов0 = & cos дек" 


l sin Qe i^" (4.3.4) 


Ag = —A;sinó = — ^. Tm 
An 
Ay =0 


当 求 得 矢量 4( ヶ ) 后 , 则 可 由 


à, râg 7sin の 9。 
1 1 1 の д Ə 
Н = – ーーーーーーー| ーー 一 一 
"M xA 72sin の | Or 06 Oy (4.3.5) 


A, rAə rsin@A, 
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求 出 电流 元 А! 所 产生 的 磁场 H, 其 相应 的 电场 则 可 应 用 场 方程 导 得 
а. тав rsinda, 
1 1 1 Ə ð 
E= j sn т 8 gw 
Н. rHe rsin0H; 
注意 到 , А, = 0, A, 和 Ав 与 p 无 关 , 故 磁场 H 仅 有 o 分 量 , 电场 E 的 o 分 量 为 
零 , 而 有 


(4.3.6) 


_ 12 (r4) 
° H. Or 
ImAl 2. j 1 ~jkr 
= wr sin 0 (i T kere е J (4.3.7) 
1 à. 
T jwersin 00 (sin ӨН) 
2InAl 3 1 j —jkr i 
= inue k? cos 0 (Z= = таз ) ° 1 (4.3.8) 
1 8(rH,) 
E, = — — — Ei 
° jwer Or 
АМ з. j 1 j —jkr 
= anu" sin の (i T p272 — pon e (4.3.9) 


H, = Hg = E, = 0 

按 场 点 (观察 点 ) 与 电流 元 的 距离 x 相对 于 波长 的 大 小 , 有 两 个 重要 区 域 . 它 
们 是 : (1) kr 之 1 或 r < A RAK (或 感应 区 ), 和 (2)kr >> 1 R r > A MAGE 
(或 辐射 区 ).， 此 时 , 我 们 可 对 它们 的 电磁 场 的 表示 式 作 适当 近似 . 对 于 7 与 和 可 相 
比拟 (ЕП kr = 1) 区 域 则 称 为 中 间 区 . 对 于 近 区 和 远 区 情形 讨论 如 下 : 
4.3.1 ЈК (кт < 1, Rr < А) 


此 时 , kr > k?r? > КЗтЗ, 由 (4.33.7)—(4.3.9) 式 可 得 电 偶 极 子 的 近 区 电磁 场 为 


2IgAM ; 

E, а} me” cos eikr 4.3.10 
2xoer3 cosge ( ) 
ҺА А 

Eg = 一 i ~jkr 4.3.11 

° linwe бе ) 
DIAM . 、 

дш —jkr 4.3.12 

Ho tn sin бе ( ) 

E, = H, = Ha =0 (4.3.13) 


He TE BE HRA ER fri, a(t) = amo, 因 I = ©, 而 有 


I = jwq; Im = jwqm (4.3.14) 
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令 pe = а= nA 并 因 对 于 近 区 场 ,有 kr < 1, e = 1, 于 是 , 电流 元 的 
近 区 场 (4.3.10)~(4.3.12) HARA 


ME 
E, «= aac cos 0 (4.3.15) 
Eg ~ — sind (4.3.16) 

Aner3 
Hy ғ Và = sin 0 = = ITE, < Ee (4.3.17) 


注意 到 (4.3.15) 和 (4.3.16) AGB SHUT RU HERR EUR IR. 故 时 谐 
电流 元 有 电 侦 极 子 之 称 , 而 pe WA BBIE; 而 (4.3.12) 式 则 与 毕 奥 - 萨 伐 尔 定 律 
(Biot-Savart’s law) 关于 稳 恒 电流 元 产生 的 更 磁场 表示 式 相 同 . 因 时 变 电 偶 极 子 近 
区 场 具有 静态 场 的 特点 , 故常 称 为 似 稳 场 或 准 静态 场 ; 有 时 亦 称 为 感应 场 . 此 外 , 从 
电场 与 磁场 表示 式 可 看 到 , 它们 之 间 具 有 90° 相差 , 因而 能 量 在 电场 与 磁场 之 间 相 
互 交换 , 是 非 辐射 场 , 其 平均 坡 印 亭 矢量 为 零 , 即 
P= ¿Re [E x H*] = sRe [EeHiar — E, Ho] | | 
4.3.18 
1 Pe 
= 56е |} 1 1бл2=т5 
4.3.2 ARH (kr >> 1, Mr > А; k = 2n /А = e ep) 
此 时 , k373 > К?т? > kr, 由 (4.3.7)~(4.3.9) 式 可 得 电 偶 极 子 的 远 区 电磁 场 为 


(一 à, sin? 0 + bo sin 26) =0 


k? Inn . k p er 
xi -jkr — _ Ë Pe 4.3.19 
o Vanwer 5ш 0 2X sin 0“ r ( ) 
kIm -jkr 
Hy ューー l sin eir = -wis sin 0Š (4.3.20) 
E,=H,=Hj=0; Е, 0 (4.3.21) 


式 中 , Л.А! = jwpe, pe = qA1 为 电 偶 极 子 (电流 元 ) BURAAB. 
从 (A. 3. 10) 和 те. 3. 20) ч, жайлаш т 方向 辐射 的 球面 


, 医 mx = E -nn HER eu 媒质 和 


WE 
由 空间 的 波 阻抗 . 对 于 空气 , es = com = x 10-?F/m; и = ро = 4x x 1077H/m; 
n = т © 12070. 

令 波 因子 ејб) 中 的 相 角 v = wt — kr = 常数 , 则 有 wdt — kdr = 0, 故 可 得 
波 的 相 速 为 


dr m 1 
op デー テー テー 一 (4.3.22) 


d k Va 


44 ”小 电流 环 ( 磁 偶 极 子 ) 的 辐射 ・277 . 


24s 1 

dk уп 

此 值 即 波 在 e,g 无 界 媒质 中 的 传播 速度 . 对 于 空气 , up を 3 x 10° m/s, 等 于 光速 ve- 

H (4.3.19) 和 (4.3.20) 式 可 见 , 电场 与 磁场 彼此 同 相 , 均 超 前 于 电流 I 相 角 

(x /2 — kr); 在 空间 上 它们 相互 垂直 ; 计 入 时 间 因 子 elt 后 , 表明 电 侦 极 子 的 远 区 电 
磁场 是 一 沿 r 方向 传播 的 球面 波 . 在 > > 入 远 区 , 坡 印 亭 矢量 不 为 零 , 其 值 为 


1 * 1 "EM n 2 、 
P= jRe [E x H*] = っ Re [Es Hš] à. = 2 Hel Cr 


2 
= 2 c3 sin? 04, (4.3.24) 

(4.3.24) 式 说 明 有 电磁 能 量 以 波 的 形式 党 径 向 > 向 外 辐射 , 且 辐 射 功率 随 波 长 
减 小 即 频率 增高 而 增加 . 这 说 明 高 频 时 变 线 电 流 元 (时 谐 电 偶 极 子 peel) 可 以 辐 
射电 磁 波 . 通常 , 可 辐射 电磁 波 的 装置 称 为 (发射 ) 天 线 , 故 所 述 申 偶 概 子 赤 称 偶 概 
子 天 线 或 电流 元 天 线 . 

在 天 线 技术 中 , 常会 遇 到 一 些 标志 天 线 特性 的 参数 或 术语 , 例如 , 辐射 功率 Pra, 
辐射 电阻 Reg, 天 线 方 向 性 图 , 方向 性 图 主办 宽度 , 方向 性 系数 D 和 增益 等 . 关于 电 
偶 极 子 天 线 的 这 些 参数 , 将 在 下 4.5 节 中 叙述 一 般 天 线 参数 的 定义 时 作为 例子 给 出 . 


4.4 小 电流 环 ( 磁 偶 极 子 ) 的 辐射 


考虑 有 一 位 于 x —y 平面 的 元 电流 环形 回路 , 即 通 有 电流 的 很 细小 的 圆 环 形 导 
线 . 圆 环 半径 为 a を А, 其 圆心 在 坐标 原点 ; 环 电 流 I(t) 随时 间作 简 谐 变化 , 如 图 
4.4.1 所 示 . 


而 波 的 群 速 为 


Ug = vp (4.3.23) 


P(r,0.q) 


I t) = nud 


x P (am /2.9') 


图 4.4.1 环形 电流 元 ( 磁 偶 极 子 ) 的 辐射 
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由 于 电流 环 细 小 , 可 假定 环 内 电流 分 布 是 均匀 的 , 瞬时 电流 I(t) = 7⑰@。, 方 
向 沿 +o, 电流 环 中 的 电荷 g(t) 作 时 谐 变化 , 可 表 为 g(t) = amel*, 与 之 相应 的 电流 
环 中 的 电流 为 

I(t) = Ine’? (4.4.1) 
dq 


Al I) = dt’ 


(4.4.1) RAT RA 
I(t) = jwqmelst. Im = jwqm (4.4.2) | 


与 线 电 流 源 一 样 , 作为 场 源 , (4.4.1) 式 环 电流 元 亦 将 在 其 周围 空间 将 产生 交 变 电磁 
场 , 并 以 球面 波 的 形式 向 远 处 辐射 . 

环形 电流 元 在 其 周围 空间 的 辐射 场 与 线 电流 元 的 辐射 场 具有 对 偶 性 . 线 电流 
元 有 电 偶 极 子 之 称 , 因而 环形 电流 元 亦 常 称 为 磁 偶 极 子 . 若 定 又 磁 偶 概 子 的 磁 知 
Pm = Hn Sm = qa Al, 这 里 , S. = ла? 为 小 电流 环 的 面积 , 则 利用 二 重 性 原理 作对 
偶 代 换 Im © -天 或 pm © 一 pe Ж є o 一, 便 可 直接 从 电 偶 极 子 的 辐射 场 得 出 磁 
偶 极 子 辐射 场 . 

現在 , 我 们 将 仍 采 用 矢量 势 法 来 求 此 小 电流 环 在 空间 所 产生 的 电磁 场 ; 也 从 而 
导 得 环 电流 元 与 线 电流 元 (或 者 说 磁 侦 极 子 与 电 偶 极 子 ) 之 间 所 存在 的 对 偶 关 系 . 

由 (4.2.21) 式 , 电流 密度 分 布 T(r’) 在 空间 P(r) 点 所 产生 的 推迟 势 A(r) 可 


表 为 
A(r) = EJI TTT y (4.4.3) 


rar] 
UH, k = оу; азтан eit. 
参见 图 4.4.1, 对 于 a < А 的 细 环 形 电流 元 , 有 


J(r’)dv’ = „дд; A(7) 沿 yg 方向 , 即 有 A(7) = A(r)à, 


Al à, = — sin @'&; + cosy’a, 和 dL = ady’, (4.4.3) 式 可 写成 
2л ек7 7 | 


A(r) = In 


ax Jy orb (— sin y’a, + cos の 6。) gd の (4.4.4) 


其 中 ， 


т — r' = à, (r sin 0 cos @ — acos¢’) + à, (r sin0sin y — asin v) + &;r cos 0 


|r — r'| — \/ (г зїп Ө cosy — acosy’)* + (r sin 0sin р — asin g’)? + r? cos? 0 


т? + a? — 2ar sin Ө cos(p — の ) 


而 
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由 于 所 考虑 的 电流 环形 回路 具有 相对 z 轴 的 圆 对 称 性 , 4(r) 将 与 р 无 关 , 故 
不 失 一 般 性 , 在 上 式 中 我 们 可 取 р 为 任意 值 , 如 ゥ =0, 于 是 有 


|r — r'| = yr? + a? — 2ar sin Ө cosy! (4.4.5) 


HERRA (4.4.4), 并 将 第 一 项 积分 限 改 为 从 -x 一 x, 可 得 


ma x e Ie v/r? +a? —2ar sin 0 cos e 
m 
4л J xk /r2 + a? — 2ar sin Ө cos y’ 


Има [2 e "ik /r2+a2 —2ar sin の cos e” 
+ 
4m Jo JVr2+ a? — 2arsin 0 cos の" 
因 第 一 个 对 dg 的 积分 被 积 函 数 是 の 的 奇 函 数 , 其 积分 值 为 零 , 这 样 , 我 们 便 得 到 
ulna [2 e ik /r2+a2—2ar sin Ө cos 7 
dx Jo ут? + a2 — Zar еіп Ө cosy’ 
如 所 预期 , 对 于 2 = 0 FH z-z 平面 内 , RES Alr) 沿 y 方向 , 仅 有 у 分量 不 为 


7E, 而 有 A(r) = 4。(r). Bl Alr) 5 e ER, H Alr) 沿 a, 方向 , 故 对 р 一 般 取 
{H, (4.4.6) 式 可 写成 : 


A(r) = sin y' dy’ Gy 


cos の 'd の '@。 


cos y'dy’ à, (4.4.6) 


na 2x e Je v/r? +a? ~2ar sin Ө cos p’ 


A(r) = Ay(r)ay = An ñ Vr? + а? — Sar sin 0 cos ф' 
由 于 环 电流 元 的 半径 a 很 小 Ar 六 aa 或 ar < 1, FÆ r-r] 和 
1/|r — r'| 作 二 项 式 展开 取 其 前 两 项 , 则 近似 有 


cosy’dy’a, (4.4.7) 


a 
Jr? + a? — ar sin Ө cosy! ғ r (1 一 2 іп 0 cose!) 
Tr 


和 
1 


Vr? X ai — 2ar sin 0 cos 
于 是 , (4.4.7) 式 可 近似 地 表 为 


1 a 
z& — [1 + —sin0 ) 
-( + 7 sin COS の 


ила 


Ag (r) 一 4лт 


2x 
/ (1 + а sin 0 соз e) ejkr(1—% sin 6 cos e) COS v! du! (4.4.8) 
0 T 


类 似 于 电 偶 极 子 情形 , 按 观 察 点 与 偶 极 子 的 距离 т 相对 于 波长 的 大 小 , 有 两 个 
重要 区 域 . 它们 是 : (1) kr « 1 Rr « A 称 为 近 区 (或 感应 区 ), 和 (2) kr > 1 sk 
r >> А 称 为 远 区 (或 辐射 区 ). 此 时 , 可 对 (44.8) XX 4。(?) 进一步 作 适 当 近 似 . 对 于 
7 与 入 可 相 比 拟 ( 即 kr = 1) 区 域 则 称 为 中 间 区 . 对 于 近 区 和 远 区 情形 讨论 如 下 : 
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OD 


4.4.1 ШЕК (кт < 1, 或 r < А) 
мег < 1 时 , 我 们 有 e ier (17 8 sin 8 cosy’) = 1 — jkr + jka sin 0 cosy’, m 


(1 + a sin 0 cos z) е 18"(1— + sin 6 cos е!) 
T 
дш (1 + sin Ө cos e!) (1 — jkr + jka sin 0 соз”) 
Tr 
= 1 — jkr + = sin 0 cos の 
此 时 , (4.4.8) 式 将 简化 为 


_ lima 
~ 4nT 


2x 
Av (r) / [(1 — ikr) cosg" + Z sing cos! [ag 


上 式 第 一 项 积分 为 零 ; 第 二 项 积分 , 因 有 积分 公式 : / cos? хат = 5° + LI 而 
有 


2 
Ay(r) = МЕ sin 0 (4.4.9) 


在 球面 坐标 系 (7, $,w) 中 , Ar) BUS 4。 分 量 不 为 零 , 而 Ar = Ao = 0, 故 已 知 
A(r), 由 (4.3.5) 式 , 可 得 求 得 图 4.4.1 电流 环 所 产生 的 近 区 磁场 H 为 


Imma? 2 cos 0 Pm 
‚= = Pm соз 4.4.10 
H 4n ТЗ 2xpr3 соз ) 
Inna? sin 0 p 
Hs i — —Pm a 4.4.11 
? Ax r3 4хитЗ sin ( ) 
Н, = 0 


RH, ры = pln Sn, 其 中 Sm = ла? 是 圆 电 流 环 的 面积 . 
与 此 磁场 相应 的 电场 则 可 应 用 (4.3.6) 式 求 得 , 因 Н, = 0 和 Z — 0, 其 结果 
为 
E, = Eg = Ey = 0 (4.4.12) 


4.4.2 iE RI (kr > 1, г > А; k = 2n /A = e Ep) 
对 于 环形 电流 元 , r > a, BA 
(1 + = sin cos e) e ikr(1— sin cosy’) 
gi e dr (1 + = sin cos e) (1 + jka sin 0 cosp’) 


& eM" h + : (1 + jkr) sin Ө cos e 
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对 于 远 区 场 ,kr > 1, 上 式 还 可 化 为 
(1 + “sin 0 сов ge —1#т(1—# sing cos e!) a e—jkr (1 + jka sin 6 cos o") (4.4.13) 
T 


TE, 将 此 近似 关系 代入 (4.4.8) 式 , EA 


ms 


Ag(r) = 
此 式 积 分 后 , 可 得 


2x 
tee f (1 + jka sin Ө cos y’) cos p dy 
[U 


д) = jD 


式 中 , pm = Ln Sm = Imana. 
RET Alr), 由 (4.3.5) 式 可 知 图 4.4.1 电流 环 所 产生 的 远 区 磁场 H 为 


а sin Веі" = iv sin бе)" (4.4.14) 


1 д .pm cos 0 eim 
T ur ursin®@ ET] (sin 9A,) = = jr € (4.4.15) 
1 8 m k 
ーー e : ーー ~ —jkr .1 
Ho ur sinô ðr (rsin8A,) = Av sin бе (4.4.16) 
H, =0 


ЖЕУ ЕХ E 则 可 应 用 (4.3.6) 式 求 得 , AH, = 0 和 x = 0, 其 结果 为 


E, = 


= K> 28. | ~ Pm sin Oe-ikr (4.4.17) 


2Ar 
E, = Eg = 0 
M чл. 16) 和 (4.4. 17) AA, l waar E r 方向 辐射 的 球面 波 ， 
uM ТРЕ 为 =, 媒质 自由 空间 


k 
的 波 阻 抗 


在 4.3 节 中 , 我 们 曾 求 得 线 电流 元 ( 即 电 偶 极 子 ) 的 近 区 的 电磁 场 表示 式 (4.3.15) 
和 (4.3.16) 式 , 以 及 远 区 的 电磁 场 表 示 式 (4.3.19) 与 (4.3.20) 式 . 如 果 在 这 些 式 中 
作对 偶 代 换 : pe 一 pm,e e —p, 则 我 们 亦 可 得 出 以 上 所 导 得 关于 环形 电流 元 的 近 
区 电磁 场 表示 式 (4.4.10) 和 (4.4.11) 式 , 以 及 远 区 电磁 场 表 示 式 (4.4.16) 和 (4.4.17) 
X (H.| < |Hel). 因 此 , 环形 电流 元 有 磁 偶 极 子 天 线 之 称 , 而 与 p. 相对 应 的 量 
Pm = ШЇ 则 称 为 磁 偶 极 子 的 磁 矩 . 

类 似 于 电 偶 极 子 情形 , 对 于 环 电流 元 (或 磁 偶 极 子 ), 近 区 场 的 平均 坡 印 亭 矢量 
的 实 部 为 零 , 为 感应 场 ; 远 区 场 的 平均 坡 印 享 矢 量 的 实 部 不 为 零 , 有 电磁 能 量 向 空 
间 辐 射 . 
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45 ”天 线 的 主要 参数 


以 上 两 节 我 们 已 讨论 了 作 时 谐 变化 的 电流 元 和 环形 电流 元 , 即时 谐 电 偶 极 子 天 
线 (BRIE pelt) = peel’) 和 时 谐 磁 偶 极 子 天 线 (BARRE pm(t) = pnt) 向 空间 
辐射 的 电磁 场 ( 波 ). 一 般 地 , 为 了 说 明 个 一 天 线 所 辐射 的 电磁 场 的 特征 和 便于 比较 ， 
定义 了 一 些 天 线 参数 , 主要 有 辐射 功率 和 辐射 电阻 、 方 向 性 图 和 主办 宽度 ,以 及 天 
线 方向 性 系数 和 增益 等 参数 . 本 节 将 介绍 这 些 天 线 参数 的 定义 , 并 以 电 偶 极 子 天 线 
之 例 给 予 说 明 ， 


4.5.1 ”辐射 功率 和 辐射 电阻 


天 线 向 空间 辐射 的 平均 功率 Pa 等 于 通过 以 天 线 为 心 、 半 径 7 很 大 的 球面 5 
的 电磁 波 功率 , 即 坡 印 亭 矢 量 P 对 球面 S 的 面积 分 : 


л 2n 
Pra =f P.dS= / / Pr? sin 9d9d の (4.5.1) 
© 0 0 


式 中 , 球面 上 的 面积 元 dS = r? sin6d6dg. 
以 电 偶 极 子 天 线 为 例 , 将 (4.3.24) 代入 (4.5.1) RE 


л 2л 2 
Pra = | n 2 (S8) r? sin? дабар (4.5.2) 
0 0 T 
л x 4 
EX] / sin? 640 = |- cos0 + 3 cos e| = 3 和 对 于 空气 7 = no 之 120r, 经 积分 后 ， 
0 0 
2 2 
Pra = = (=) = 40n? (=5) (4.5.3) 


熟知 , 电流 7 在 电阻 R 上 消耗 的 平均 功率 为 P = AR 当 电流 7 消耗 在 
某 一 电阻 上 的 平均 功率 等 于 辐射 功率 已 。 时 , 此 电阻 即 定义 为 辐射 电阻 Rs, 即 有 
Ba 一 了 及 Rra, 故 由 (4.5.3) 式 可 得 


2 
Rra = = 80x? (5°) (4.5.4) 


45.2 ”方向 性 图 (辐射 图 型 ) 和 主办 宽度 


在 离开 天 线 一 定 距离 处 , 辐射 场 电 场 强度 随 方向 角 9 和 e 变化 , 表示 场 强 与 方 
疝 的 关系 图 称 为 方向 图 . 它 可 以 是 三 维 空间 方向 图 , 但 通常 较 多 是 采用 相互 垂直 、 
分 别 是 与 电场 E 和 磁场 H 相 平行 的 两 个 主要 平面 内 的 方向 图 , 前 者 称 为 E 面 方 
向 图 , 后 者 称 为 H 面 方向 图 ; 它们 分 别 是 空间 方向 图 与 两 个 主要 平面 的 交 线 . 
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BE Emax 为 天 线 最 大 辐射 方向 的 场 强 , 则 电场 随 0 和 o 变化 可 表 为 


6,0) = 220) (4.5.5) 


函数 f(0,~) 称 为 天 线 的 规 一 化 场 强 方向 图 因子 ; 而 /2(0, 0) 称 为 功率 方向 图 因子 . 
对 于 电 偶 极 子 天 线 , 由 (4.3.19) 式 可 知 方向 图 因子 与 o 无 关 , 而 有 

f(0) = Es = sin 0 (4.5.6) 

故 据 此 可 绘 得 E 面 (HUGE z 軸 的 狼 平 面 , 如 yz 平面 ) 的 方向 图 如 图 4.5.1(a) 所 示 , 


B “со” 字形 ; 和 H 面 ( 即 zy 平面 ) 如 图 4.5.1(b) 所 示 , 为 一 个 圆 ; 而 空间 方向 图 
则 为 图 4.5.1(a) 绕 z 轴 的 旋转 体 , 呈 一 “苹果 ” 形 . 


(a) (b) 
图 4.5.1 电 偶 极 子 天 线 的 E 面 和 OH 面 的 方向 图 


广播 、 电 视 、 通 信 、 雷 达 、 导 航 、 遥 感 ……- 不 同 领域 不 同 用 途 的 天 线 对 方向 
图 的 要 求 是 不 相同 的 . 例如 , 在 雷达 应 用 中 , 典型 的 方向 图 形状 如 图 4.5.2 所 示 , 有 
尖锐 铅笔 (FF) 形 、 扇形 和 特定 要 求 的 赋 形 ( 如 余 割 平方 形 ) 等 . 


に 


(a) 针 形 (b) 铝 笔 型 (c) Ж (d) Ж 7; BUE 
图 4.5.2 ”各 种 形状 天 线 方向 图 


天 线 的 规 一 化 场 强 方向 图 Eo-6 或 功率 方向 图 研 -6( 或 它们 的 分 贝 数 ) 可 以 是 
直角 坐标 方向 图 和 极 坐 标 方向 图 . 天 线 的 典型 极 坐 标 方向 图 常 呈 花 办 形状 , 故 方向 
FAAP PRR IE. 天 袋 最大 編 射 方 向 所 在 的 敬称 丸 主 難 (main lobe), ПО: BJ 38 DNK 
为 边 办 或 旁 办 (side lobe), 依 次 称 妨 第 一 、 BAW ・……・ КЕЗЕ A 
dE 3EMIEPS QUU B] E DLE 73 ЖЕ EO AE SA ЇН} BJ PE, 即 两 个 半 功 率 
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点 的 角 宽 度 (或 主 轨 中 两 个 场 强 为 最 大 场 强 的 1 /V3 倍 的 两 点 之 间 的 夹 角 ). 在 E 
面 和 H 面 内 的 主 为 宽度 分 别 用 200 和 2wo 表示 . 对 于 雷达 针 形 波束 , RRL 
几 度 到 十 分 之 几 度 或 更 小 . 通常 , 方向 图 中 的 边关 希望 它 尽 可 能 小 , 因为 边 瓣 的 存 
在 将 浪费 电磁 波 能 量 , 还 会 误导 目标 识别 . 边 瓣 的 电 平常 用 边 办 的 最 大 值 与 主办 最 
大 值 之 比 的 分 贝 数 表 示 ; 


Н Es oe 
= Ue Senge OD) T OERKE 


4.5.3 ”方向 性 系数 D 和 增益 G 


从 图 4.5.1(a) 可児, 沿 偶 极 子 天 线 轴 方向 (0 = 0) 场 强 为 零 , 而 在 垂直 于 天 线 轴 
平面 方向 (0 = 90°) 场 强 最 大 . 这 表明 天 线 的 辐射 功率 比较 集中 在 垂直 于 天 线 轴 平 
面 方 向 . 不 同 的 天 线 , 其 方向 图 是 不 同 的 . 为 了 从 数量 上 说 明天 线 辐 射 功率 的 集中 
情况 , 可 用 一 个 理想 的 点 源 天 线 作 为 进行 比较 的 标准 . 所 谓 理想 点 源 天 线 是 指 它 是 
没有 方向 性 的 天 线 , 或 者 说 它 的 空间 方向 图 是 一 个 球 . FE, 我 们 采用 方向 性 系数 ， 
WA D, 来 衡量 天 线 辐射 的 集中 程度 ( 即 方向 图 的 尖锐 程度 ), 它 的 定义 为 : 在 相同 
的 辐射 功率 下 , 某 天 线 在 辐射 最 大 方向 上 某 点 产生 的 电场 强度 的 平方 E? 与 点 源 天 
线 在 同一 点 产生 的 电场 强度 的 平方 ES 的 比值 作为 此 天 线 的 方向 性 系数 , BU 


SL dB) (4.5.7) 


D = 2. (相等 辐射 功率 条 件 下 ) (4.5.8) 
0 
反之 ,方向 性 系数 亦 可 采用 如 下 定义 : 在 菜 天 线 在 辐射 最 大 方向 上 某 点 产生 相同 电 
场 强度 的 条 件 下 , 点 源 天 线 的 总 辐射 功率 Py 与 某 天 线 的 总 辐射 功率 Р 的 比值 称 
为 该 天 线 的 方向 性 系数 , 即 

Po 


D-p. (相等 电场 强度 条 件 下 ) (4.5.9) 


由 于 天 线 各 方向 辐射 并 不 相同 , 方向 性 系数 D 也 随 着 观察 点 的 位 置 而 异 ; 以 上 
所 定义 的 方向 性 系数 D 刀 是 最 大 辐射 方向 的 方向 性 系数 D. 


对 于 电 偶 极 子 天 线 , 由 (4.3.19) R, A= 有 


Г.А ImAl 
|Ea|a=oo° = паї 2X. = 60x X 


(4.5.10) 
当 理 想 点 源 天 线 球面 上 各 点 的 电场 Eo = |Ee|, gj. 时 , 其 所 需 辐射 功率 是 : 


Eo}? ImAl\? 
=4 2lEol っ 2 ( 1 4.5.11 
Py лт 27 лт n( 5 ) ( ) 


4.6 ”对 称 振子 天 线 的 辐射 . 285 - 


由 (45.3) st, UBT RAM PATA Pra = 40r? (184), Ë (4.5.9) 


式 方 向 性 系数 D 定义 , 代入 Po 和 Ppa, UR n = по = 1207 后 , 便 有 


Po 


D= э = 1.5 或 D(dB) = 10lgD = 1.76(dB) (4.5.12) 
rd 


方向 性 系数 D 是 采用 辐射 功率 定义 的 . 考虑 到 天 线 通 常 具 有 损耗 , 而 引入 天 
线 参量 增益 С, 其 定义 为 
= 


G = (相等 电场 强度 条 件 下 ) (4.5.13) 


+, Pin 为 天 线 的 输入 功率 . B. 与 天 线 的 辐射 功率 Р.а 和 天 线 效率 m4 之 间 的 关 
系 为 : 


nA = aa (4.5.14) 
FÆ, 由 (4.5.13) 式 可 得 
Po Po 
= = = 51 
G Pn P44 Dna (4.5.15) 


故 天 线 增益 G 就 是 天 线 方 向 性 系数 D 与 天 线 效率 па 的 乘积 . 许多 实用 微波 天 线 
其 增益 可 达 数 干 至 几 万 以 上 . 


4.6 对称 振子 天 线 的 辐射 


对 称 振 子 天 线 是 振子 天 线 的 主要 型 式 , 它 是 由 两 根 长 短 、 粗细 相同 的 细 直 导线 
构成 的 , 在 两 段 导 线 之 间接 入 高 频 振 荡 源 . 设 振 子 轴 沿 z 方向 放置 , 其 中 心 位 于 坐 
杯 原点 , 振子 的 总 长 度 为 2, 如 图 4.6.1 Ara. 


图 4.6.1 ”对称 振子 天 线 
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振子 接 入 高 频 振 荡 源 后 , 在 其 中 产生 沿 z 方向 的 高 频 振荡 电流 , 省 去 时 间 因子 
e^, 电流 密度 可 表 为 J(z). 沿 振子 长 度 上 的 电流 密度 分 布 J(z) 是 不 均匀 的 , 其 
末端 是 J(z’) 的 零点 . 严格 求解 振子 上 的 电流 分 布 在 数学 上 是 困难 的 , 一 般 采 用 近 
似 方法 . 通常 是 将 振子 近似 为 一 段 长 度 等 于 L 在 终端 张 开 180° 的 开路 传输 线 , 并 
假定 振子 上 的 电流 服从 传输 线 上 的 电流 分 布 规律 . 

对 于 细 直 导线 对 称 振子 , 有 了 (7 )dv' = (zdz. 因而 , 振子 的 电流 分 布 是 以 其 
末端 为 零 , RIES A PLE, AT AAR TRA, 可 表 为 


Ге) = | L sin k( — 2) 0<2<1 (4.6.1) 
Io sin k(l + z) -l<z<0 

式 中 , Io 是 电流 分 布 的 波 腹 ; k = veg = 2x /和 ,入 为 工作 波长 . 

4.6.1 任意 2! 长 度 对 称 振子 


将 (4.6.1) 代入 将 (4.2.20) R, 可 得 长 度 为 21 的 对 称 振子 的 矢量 势 为 
- Bh | (sink - ze notus sinks ze y 
A,(r)= n dz «f dz 


ат Im — 2 -! то 一 を | 
ПЕ e y, se emen 
ат [Yo [ri 21| 0 [r2 + を | 


(4.6.2) 

对 于 7 > 1 远 区 , 在 被 积 函数 的 分 母 中 取 ri- z^ | e r, [то — z!| = r; 而 对 指数 
项 中 , 取 Iri — z'| = ri ei r — z'cos@0,|r2 — z/| z ro e r + z/ cosóC P z cos 0 Hr 
相 比 虽然 很 小 , 但 与 波长 相 比 具有 同一 量 级 却 不 能 略 去 ), 则 А, (r) 可 化 为 


—jkr i u ーー 
A, (r) = A sin k(l — る ) (ee cos 0 + e ike cose) dz’ 
0 


4x 
In e—ikr i 
= ーー n sin k(l — z’) cos (kz’ cos の) dz’ (4.6.3) 
0 


而 积分 : 


1 l 
/ sin k(l — 2^) cos (Кг' cos 0) dz’ = sin uf cos kz’ cos (kz' cos 0) dz’ 
0 
1 
—coskl | sin kz’ cos (К2' cos の) dz’ 
0 


利用 积分 公式 : 


sin(a — b)z + sin(a + b)z 
2(a — b) 2(a +b) 


/ cos az cos bz dz = 
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. _ cos(a— b)r ` cos(a + b)z 
| sinaz costa dz = 2(a — b) 3(a LD) 


和 三 角 函 数 公式 : cos(z — y) = cosz cos + sinz sin y, WAM 以 上 积分 结果 为 


l 
/ sin k(l — z’) cos (kz' cos の) dz’ = cos (kl cos 6) — cos ki coe 2) — cos kl 
0 k sin” 0 
于 是 , 将 此 代入 (4.6.3) 式 后 , 即 有 


plo e kr cos (kl cos 0) 一 cos kl 4 
_ .6.4 
A«(r) 2nk r sin? 6 ) 


在 球面 坐标 系 (7, 0, р) 中 , A(r) 的 三 个 分 量 分 别 为 


ply e-ikr cos (kl cos 0) — cos kl 


A, = А, cos 0 = Ink r sin? 2 cos 0 
—jkr — 
Ag = —A,sin0 = _ plo e cos (kl сов 0) — cos kl (4.6.5) 
2nk т sin 0 
A,= 0 


已 知 矢量 势 4(r) 后 , 由 (4.3.5) Ñ Н = ni x A 可 求 得 磁场 , 继而 应 用 场 方 


程 (4.3.6) 式 ぢ = == x H 便 可 求 得 电场 . 注意 到 , A, = 0, A, 和 ho 与 p EX, 
故 磁场 H 仅 有 o 分 量 , 电场 E 的 o 分 量 为 零 , 对 于 远 区 场 , 仅 保留 n1 项 , 其 结 
果 为 


_ Ig e Er cos (kl eos 0) 一 cos kl 


Hy, = j— 4.6.6 

eon r sin の ( ) 
. k Ig e ir cos (kl cos 0) 一 cos kl 

wih le _ 4.6.7 

E» Jog2m r sin 0 nH, ( ) 


AF, n= yaje He,» 自由 空间 波 阻 抗 . 
4.6.2 ” 半 波 长 对 称 振子 


半 波 对 称 振子 及 其 变形 是 最 简单 的 实用 天 线 . 此 时 , 27 = 入 /2 (kl = x /2), 其 上 
的 电流 分 布 可 表 为 


I(z) = Io cos kz |z] < 2 (4.6.8) 
而 (4.6.4) 式 的 矢量 势 退化 为 
л 
ん (の = pg етік" cos (5 cos 8) (4.6.9) 


лк r sin2 0 
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由 (4.6.6) 和 (4.6.7) Ñ, 可 得 半 波 对 称 振子 的 远 区 辐射 场 : 


л 

Го e-3Ar COS (5 cos 6) (4.6.10) 
H; “JK r sa の 「・ 
TT r Sin 
x 
кус k TR cos (5 cos) он (4.6.11) 
wen r sin 0 е 

H, = Но = E, = Ey = 0 (6612) 


1. 方向 性 图 (辐射 图 型 ) 
几 个 不 同 长 度 对 称 振子 的 辐射 电磁 场 方向 图 如 图 4.6.2 所 示 . 


180 
(c) 21— 1.254 (d) 2 に 2 ん 


图 4.6.2. 对称 振子 场 强 规 一 化 方向 性 图 与 电流 分 布 


图 4.6.2(a) 是 21 = 入 /2 半 波 振子 的 方向 图 ; 当 振 子 总 长 度 21 增 至 一 个 波长 
时 , 其 方向 图 如 图 4.6.2(b) 所 示 , 显 见 波状 变 尖 锐 了 , 主办 宽度 约 为 47°, 这 是 由 于 
振子 长 度 增加 且 其 上 各 点 的 元 电流 同 相 , 在 主 辐 射 方向 合 加 的 结果 . 对 于 全 波 振子 ， 
由 于 振子 的 馈 电 点 的 电流 很 小 , 因而 全 波 振子 的 输入 阻抗 很 高 , 且 随 频率 变化 较 剧 ， 
难以 与 馈线 匹配 ; 当 振 子 总 长 度 21 増 至 1.25 波长 时 , 振子 上 有 1/5 长 度 上 的 电流 
与 其 它 部 分 的 电流 反 相 , 而 使 得 在 与 振子 相 垂直 的 H 平面 上 的 辐射 减弱 , BEN 
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I E ERAS, 如 图 4.6.2(c) 所 示 : 若 继续 增加 振子 长 度 , C EUR BOIS ALIS BE 
也 随 之 增加 , 而 使 在 H 平面 上 的 辐射 继续 减 小 , SEK; 当 振 子 总 长 度 21 为 两 
个 波长 时 , 振子 上 电流 相反 的 线段 长 度 相 同 , H 平面 上 的 辐射 完全 抵消 , 方向 图 如 
图 4.6.2(d) Bron. 

2. 辐射 功率 

半 波 对 称 振 子 的 能 流 密度 , BY Poynting 矢量 为 


2 cos? (3 cos 0) | 
ーー スタ ーー ノム 


P= sRe [E x H*] = 2 |Eo| à. = E っ (4.6.13) 
式 中 , ヵ = Vu/e 为 sw 自由 空间 波 阻抗 ; 对 于 空气 , mo = V uo /so = 120л. 
半 波 对 称 振子 的 总 辐射 功率 : | 
л pan 
Р.а = ras = / / Pr? sin даба 
R ү" x dé 
= 7 A cos? (5 cos 8) and (4.6.14) 
可以 正明 (参见 附录 A), 上 式 中 対 9 的 定 积分 其 结果 可 表 为 
І = n cos? (3 cos 0) че = 3 [y + (2л) 一 Ci(2r)] (4.6.15) 
于 是 有 ; 
Pra = oi [y + in(27) — Gi(2z)] (4.6.16) 


式 中 , Ci(z) 是 余弦 积分 函数 , 其 定义 为 Ci(z) = n ta; y = 0.5772156.… Ж 
Euler 常 数 . 已 知 Сї(2л) = —0.022561, # у + In(2x) — Ci(2m) = 2.43766. 此 外 , 积 
分 工 亦 可 采用 数值 积分 法 计算 , 其 计算 结果 I = 1.2188267-.. ( 亦 见 附录 A). 

FE, 对 于 空气 7 = по = 120n, 由 (4.6.16) XX, 可 得 


P,a = 36.564812 | (4.6.17) 
3. 辐射 电阻 Rea 
按 辐射 电阻 定义 , 半 波 对 称 振子 的 Ra 为 
Rra = 2Р,а /12 = 73.13(Q) (4.6.18) 


以 上 所 述 , 半 波 对 称 振子 是 最 简单 的 实用 天 线 ; 因 其 上 馈 有 电流 分 布 , 故 亦 称 
为 有 源 振子 . 常见 的 变形 的 振子 天 线 如 图 4.6.3 所 示 . 
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uni 环形 振子 反射 器 反射 器 A 
| | 
振子 镜像 有 源 振子 有 源 振子 


(a) (b) (с) (d) 
图 4.6.3 ”变形 振子 天 线 


中 波 天 线 的 天 线 塔 其 等 效 高 度 约 为 /4, 它 相 当 于 图 4.6.3(a) 的 半 波 振子 ; 天 
线 的 一 半 是 由 其 地 面 的 镜像 组 成 , 为 使 地 面 在 中 波 频 率 有 良好 的 导电 率 (c > we), 
通常 在 塔 面 下 铺设 有 导体 网 ; 图 4.6.3(b) 为 环形 半 波 振子 , 它 相 当 于 将 半 波 长 的 短 
路 传输 线 折 弯 成 半 波 长 的 振子 天 线 , 其 特点 是 它 的 输入 阻抗 为 普通 半 波 振子 天 线 输 
入 阻抗 的 四 倍 , BH 4 x 73.1 = 300(0); 图 4.6.3(c) 为 带 有 反射 器 的 半 波 振子 . 反射 
器 本 身 不 馈 电 , 比 有 源 振 子 略 长 , 其 上 电流 为 感应 电流 , 故 亦 称 为 无 源 振子 . 有 源 振 
子 与 反射 器 的 间距 约 为 /4, 此 时 反射 器 具有 “反射 ” 作用, 可 使 它们 的 电流 辐射 
在 沿 反 射 器 — 有 源 振子 方向 上 相互 增强 , 而 在 相反 的 方向 相互 抵消 . 图 4.6.3(d) 是 
由 有 源 半 波 振子 与 反射 器 和 引 向 器 (一 个 或 多 个 ) 组 成 的 阵列 天 线 , 它 称 为 Yagi( 八 
Ж) RE. 引 向 器 比 有 源 振子 略 短 , 并 一 个 较 一 个 稍 短 , 其 作用 可 增强 天 线 的 增益 . 
早年 在 建筑 物 顶 上 架设 此 类 八木 天 线 用 来 接收 电视 信号 十 分 常见 , 如 今 由 于 有 收视 
质量 高 的 闭路 有 线 电视 可 供 使 用 , 这 一 情况 已 较为 罕见 . 

振子 天 线 的 架设 与 天 线 的 极 化 要 求 有 关 , 例如 , 因 地 面 是 “导体 ”, 在 地 面 处 的 
电场 只 能 是 垂直 于 地 面 , 因而 中 波 广 播 天 线 应 发 射 垂直 极 化 波 , 故 天 线 为 垂直 地 面 
架设 ; 又 如 电视 工作 于 超 高 频 波段 , 天 线 可 架设 距 地 面 较 高 (h > A), 故 电视 台 采 用 
水 平 极 化 波 发 射 , 因而 所 见 到 用 来 接收 电视 信号 的 振子 天 线 总 是 水 平 放置 的 . 


AT 天 8 WE 


单个 振子 或 带 有 反射 器 的 振子 天 线 的 方向 图 较 宽 , 其 方向 性 很 弱 , 为 了 提高 天 
线 的 方向 性 或 满足 特定 的 要 求 , 可 把 多 个 天 线 单元 按 一 定 规律 排 成 阵列 , 称 为 天 线 
阵 ， 一 般 , 天 线 阵 元 具有 相同 类 型 , 相 邻 阵 元 间 保 持 有 一 定 相位 差 ， 投降 元 排列 方 
式 可 分 为 直线 天 线 阵 和 平面 天 线 阵 . 

图 4.7.1 是 一 n 元 均匀 直线 天 线 阵 , 各 阵 元 天 线 分 别 用 “0”,“1”,“2”,.… 表示 ， 
它们 在 空间 中 以 相同 取向 、 相 等 间距 d 排列 在 一 条 直线 上 ; 各 阵 元 天 线 的 电流 大 小 
相等 , 而 相位 则 以 均匀 相差 递增 或 递减 . 
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图 4.7.1 均匀 直线 式 天 线 阵 


考虑 均匀 直线 天 线 阵 , 令 д 是 阵 元 “” 电流 超前 相 邻 阵 元 “ 一 电流 的 相 

fü; 而 ggcos р 是 相 邻 阵 元 的 空间 波 到 达 与 直线 阵 成 o 角 的 方向 上 P 点 的 路 程 差 

所 引起 的 相位 差 ; 8 = 2x /和 为 相位 常数 . 故 若 Eo 是 天 线 阵 元 “0" 在 P 点 的 远 区 

辐射 场 ; E, 是 天 线 阵 元 "1" 在 P 点 的 辐射 场 , 则 天 线 阵 元 “1 五 ; 超前 阵 元 “0” Eo 
的 相 角 为 ; 

V = Васоѕвф +A (4.7.1) 


一 般 地 , 天 线 阵 元 “在 P 点 的 远 区 辐射 场 Е, 超前 阵 元 “0” 的 远 区 辐射 场 Eo 的 
相 角 为 v; = i(8dcosq + A) = ipli = 2,3,---,n—1). 因此 , 直线 阵 在 P 点 合成 的 
远 区 辐射 场 为 : 


1 — ein 


E= Эб = Ey (1 te +e エー 79) = во. ала) 
合成 協 強 Е 的 振幅 等 于 
= Eol EI = |Eol - f(V) (4.7.3) 
式 中 , 
w= sae BY (4.7.4) 


(4.7.3) 式 表 明天 线 阵 的 场 强 是 Eo 与 f(b) 的 乘积 , 其 中 Eo 是 天 线 阵 元 在 P 点 所 
产生 的 辐射 场 ; f(y) 仅 与 A 和 d AK, 即 只 涉及 两 相 邻 阵 元 之 闻 的 相位 差 和 空间 
距离 , 而 称 为 n 阵 元 直线 式 天 线 阵 的 阵 因 子 . 故 天 线 阵 的 方向 图 是 单个 阵 元 天 线 的 
方向 图 与 阵 因 子 的 乘积 . 
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应 用 极 值 条 件 /'(ф) = 0, BI 


roy d [sinnw/2)| _ 
Р) = dj | sine /2) | = 0 (4.7.5) 


可 得 阵 因 子 具 有 最 大 辐射 所 应 满足 的 条 件 为 


tan (ny /2) = ntan (4 /2) (4.7.6) 


35 5 = 0 时 上 式 成 立 , WEAF /(@) 的 最 大 值 为 
_ sin(nb/2) _ 
ХС) | max UU jim, f) = im sin (v /2) un (4.7.7) 
而 对 于 阵 因子 出 现 最 大 值 的 方向 pm, 由 (4.7.1) R y = 0 可 知 有 


Bdcospm+ А = 0 (4.7.8) 


(4.7.7) 式 表明 , п 元 均匀 直线 天 线 阵 在 ゅ = 0 时 有 最 大 辐射 , 其 辐射 场 是 单个 阵 元 
辐射 的 ” 倍 ; (4.7.8) 式 则 表明 通过 改变 相 邻 两 阵 元 的 相差 A 可 改变 天 线 阵 最 大 辐 
射 方向 pm, 而 实现 辐射 波束 的 扫 瞄 , 这 就 是 相 控 阵 的 基本 原理 . 

图 4.7.2 是 元 均匀 直线 阵 对 于 不 同 ” 取 值 时 的 归 一 化 阵 因 子 与 v 的 关系 曲 
线 . 从 图 可 见 , 天 线 阵 的 作用 可 使 在 含 线 阵 的 平面 内 方向 图 的 主办 变 窜 , H n AK, 
方向 图 愈 尖锐 . 


sin(ny /2) 
sin(y/2) 


"WA ех ж 


0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 
. y 


图 472 ”均匀 直线 式 天 线 阵 的 归 一 化 阵 因子 


4.71 边 射 式 天 线 阵 


若 天 线 阵 最 大 辐射 方向 发 生 在 与 阵 的 轴线 相 垂直 的 wm = +=/2 的 方 向上 , 则 
Н y = Bdcosym +4=0 可 得 4=0, 即 天 线 阵 的 各 个 阵 元 的 电流 相位 应 是 相同 
的 . 由 于 A = 0, 因而 , 在 ww = Ьл /2 的 方向 上 各 阵 元 的 辐射 间 相 又 加 , 而 具有 最 
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大 的 辐射 ， 由 于 这 种 天 线 阵 在 其 两 侧 具有 最 大 辐射 , 故 称 为 边 射 式 (或 侧 向 式 ) 天 
线 阵 . 
当 A = 0, em = xx/2 时 , WJ = 8dcosq. 由 (4.7.4) 式 可 得 天 线 阵 因子 方向 


图 fw) А 
sin(nGdcos e /2) 


Me) = sin(Bd cos р /2) 


(4.7.9) 


4.7.2” 顶 射 式 天 线 阵 


车 天 线 阵 最 大 辐射 方向 发 生 在 阵 的 轴线 em = 0° 或 pm = 的 方向 上 , 则 由 

vy = Bdcosym + А=0 RIA A = xd, 故 当 天 线 阵 最 大 辐射 方向 ou, = 0° 时 , 沿 此 

方向 相 邻 阵 元 的 电流 相位 依次 滞后 ; 而 当天 线 阵 最 大 辐射 方向 pm = x 时 , 沿 此 方 

向 相 邻 阵 元 的 电流 相位 依次 超前 . 此 时 , 在 天 线 的 最 大 辐射 方向 , 相 邻 两 阵 元 由 于 

路 程 差 所 产生 的 相差 正好 与 阵 元 自身 的 电流 相差 互相 补偿 , ЭЧАН. ЕР 

种 天 线 阵 在 其 两 端 具有 最 大 辐射 , 故 称 为 项 射 式 ( 或 端 射 式 ) RRR. 当 4 ニキ 8g, 

Qm = 0° 或 pm = л И, WE Y = 8d(cosq F1). 由 (4.7.4) 式 可 得 天 线 阵 因子 方向 

图 f(b) 为 pal ууз 

sin | cosy 1 

f(y) = е (cos > = 1) /2] 

(4.7.9) 和 (4.7.10) 式 分 别 是 边 射 式 与 顶 射 式 天 线 阵 的 阵 因 子 方 向 图 , 而 天 线 阵 

的 方向 图 则 可 按 方向 图 乘法 由 阵 元 方向 图 与 阵 因 子 方向 图 的 乘积 求 得 . PEA BIT, 

图 4.7.3 给 出 了 由 四 个 半 波 振子 构成 的 边 射 式 均匀 直线 阵 的 方向 图 (c), 它 等 于 振 
子 的 方向 图 (a) SERTI R (b) 的 乘积 . 


(4.7.10) 


(а) (b) (с) 
阵 元 (振子 ) » =? D 
图 4.7.3 ”四 元 边 射 式 均匀 直线 阵 方向 图 乘法 之 例 

以 上 关于 均匀 直线 式 天 线 阵 因子 的 分 析 仅 涉及 阵 元 在 阵 中 的 排列 、 激励 电流 
的 振幅 和 相位 , 而 与 阵 元 本 身 的 结构 和 型 式 无 关 . 阵 元 可 以 是 振子 天 线 、 带 有 反射 
器 的 振子 天 线 、 裂 颖 天 线 、 微 带 天 线 等 ， 在 天 线 阵 的 实际 应 用 中 , 常 使 用 二 维 面 型 
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天 线 阵 以 获得 很 强 方向 性 辐射 ， 设 天 线 阵 所 在 平面 为 zy 平面 , WE zz 水 平面 上 
方向 性 图 的 主 鸭 宽度 由 z 方向 上 的 振子 数 决定 ; 而 在 yz 垂直 面 上 的 方向 性 图 的 主 
ERE AKAN (Вр = 方 向上 的 振子 数 ) RE, 若 层 数 愈 多 , 则 该 平面 的 方向 


48 ”时 谐 电 磁场 方程 组 具有 场 源 р, J 
和 pm, Jm HET TES AO 


如 4.1 节 中 所 述 , 一 般 天 线 辐射 问题 可 归结 为 对 具有 场 源 的 Maxwell 场 方程 组 
边 值 问题 求解 . 为 此 , 本 节 将 对 存在 有 自由 电荷 密度 o 和 电流 密度 J, 与 磁 荷 密度 
pm 和 磁 流 密度 Jm 时 的 Maxwell 场 方程 组 进行 严格 求解 , 给 出 其 积分 形式 的 一 般 
解 ; 继而 讨论 其 特殊 情形 对 求解 线 天 线 和 面 型 天 线 的 应 用 . 

H (1.6.12)~(1.6.15) Ñ, 对 于 时 谐 场 , 含 场 源 的 对 称 形式 Maxwell 场 方程 组 为 


V x 五 = 一 Jm — jou H (4.8.1) 
Vx H — J t jocE (4.8.2) 
У.Е = 2 (4.8.3) 

_ Pm 
У.Н- = — (4.8.4) 


f H 
PASTA рь 与 Jm 满足 的 连续 性 方程 分 别 为 


V-J+jwp = 0 (4.8.5) 


У -Jm + jupm = 0 (4.8.6) 
AH, є 和 分 别 为 媒质 的 介 电 常 数 和 磁 导 率 . 
HX (4.8.1) 和 (4.8.2) 式 的 旋 度 , 消去 H R E 后, 可 得 和 H 所 满足 的 
Helmholtz 方 程 : 
V xV x E — КЕ = —junJ — V x Ja (4.8.7) 


V x V x H — кН = —-jweIn + V x J (4.8.8) 


SUP, k = o /ER, 为 e、 n 自由 空间 波 数 . 

以 下 , 我 们 首先 推导 矢量 格林 定理 , 然后 再 将 它 应 用 于 Maxwell 场 方程 中 的 电 
磁场 , 以 求 得 在 求解 域 V 内 任意 一 点 P RRE V 内 的 已 知 场 源 (电荷 、 磁 荷 分 
布 和 电流 、 磁 流 分 布 ) 的 体积 分 与 已 知 在 界面 S 上 的 电磁 场 值 的 面积 分 之 和 表示 ， 
即 电磁 场 的 积分 形式 解 
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参见 图 4.8.1, RV 为 封闭 曲面 5(51, 52,---, Sn) 所 包围 的 区 域 ; KE P AQ 
是 位 置 的 函数 , HAP HQ 及 其 一 阶 和 二 阶 导 数 在 V 内 和 界面 S 上 到 处 连续 . 将 
高 斯 定理 应 用 于 矢量 PxVxQ, WA 
ガマ xv x Qa = -p (Р xv < nas (4.8.9) 
v S 
AY, ñ 是 曲面 S 的 法 向 单位 矢量 ; 注意 : 这 里 n 的 正方 向 是 指向 Y 内 . 


P(r), Q(r) 


图 4.8.1 矢量 格林 (Green) 定理 
利用 矢 量 人 恒等式 V.※(4x B) = B. Vx A— A. V x B, (4.8.9) 式 可 写成 : 


nii (Y x Q): (Y x P - P-Y x V x Qjdv = - (P x v x Q) -ñas 
v 5 

(4.8.10) 
交換 (4.8.10) AFHI P 5 Q 后 ,有 


nii (Vx P): (Y x Q)- Q: Y x Vx Pldv = -{ (Q x Y x P) -ñas 
V S 

(4.8.11) 
(4.8.10) RÆ (4.8.11) 5X, 可 得 


[|| Qv v» P- Pv xV xQ 
=-f (PxvxQ-QxvxP).ids 


(4.8.12) 式 称 为 矢量 格林 定理 . 
今 定 义 矢量 位 置 函 数 Q 为 


(4.8.12) 


Q= a = wa (4.8.13) 
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др, p= 是 从 P 点 到 V 内 任意 另 一 点 的 距离 ; a 为 一 任意 常 矢量 
矢量 Q % V 内 除 P 点 外 满足 格林 定理 对 Q 要 求 的 连续 条 件 ,因此 ,我们 线 
P 点 作 半径 为 ro 的 小 球面 >, 使 矢量 函数 Q 在 曲面 = © + 51 + Sp +--+ Sy 
包围 的 体积 V" 内 满足 所 要 求 的 连续 条 件 
设 矢量 P Е(Е 为 电场 矢量 ), 以 及 给 定 的 矢量 Q, 它们 在 V^ 内 均 满足 格林 
定理 的 连续 性 条 件 要 求 , 故 由 (4.8.12) RA 


[[[ Wa xv xE- EV xY x waya 


= - „E x V x (pa) — (wa) x V x E] : nds (4.8.14) 
以 下 的 推导 工作 有 点 繁杂 , 要 频繁 用 到 矢量 恒等式 , 计 有 : 
(1) VxVxA=VV-A-WA 
(2) + V-(uA) = A- Vuc-uV- A 
(3) V x (0А) = Vu x А +uV x А 
(4) a-bxc=b- cxa=c-axb 
(5) axbxc=b(a-c)—c(a-b) 


其 目的 首先 是 要 将 (4.8.14) 式 化 为 如 下 的 形式 : 


а. fff TE а p. | Ad (見 (4.8.26) 式 ) 


为 此 , 利用 恒等式 (1) 和 (2), 并 注意 到 y 満足 V? ゅ + 2? ゅ = 0, 以 及 a 为 常 矢 
E, 而 有 


V x V x (wa) = УУ: ($a) — V? (фа) = V (a- Vi) + Кра (4.8.15) 
用 wa AR (4.8.7) RE E AR (4.8.15) 5X, 可 得 


ya-VxVxE-E.VxV x (pa) = а: (—jun уф — V x Im) — E.V (a: VU) 


(4.8.16) 
又 利用 恒等式 (2), 令 其 中 u = A. Vy, А = E, FA (4.8.3) 5X, 可 得 
E- V (a: Vv) =V-[E(a-Vv)| - (a: V.) V. E 
= V. [E (a. V4)] — 上 (a - Vv) (4.8.17) 


而 利用 恒等式 (3), 可 得 


VV x Ja = V x (bJa)- Ja x Vi (4.8.18) 
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将 (4.8.17) 和 (4.8.18) 代入 (4.8.16) 式 , 得 


pa-VxVxE-E-VxV x (a) 
=a. (—jwpbI — V x (YIm) — Jm x Уф) - V [E(a- У) + Ê (a Vy) 
(4.8.19) 
再 将 (4.8.19) 式 代入 (4.8.14) XX, 便 有 


a. fJ [eJ + Jm x УЧ) - Evy [о +a: IN V x (J a )du 


«ff v-(g(e vwl = d). [E x V x (wa) — (wa) x V x E]. ndS 
v х 

t (4.8.20) 
对 于 上 式 等 号 左边 的 第 二 和 第 三 项 积分 , 应 用 矢量 场 论 中 的 高 斯 公式 ， 


[[[ v ға = -JJ ax Fas 和 / v v = df ros (821) 


它们 分 别 可 表 为 


[flv (а: vo = | (a: VV (а. pas 


= а. み .e . E) Vyas (4.8.23) 


这 里 , 多 是 界面 5 的 法 向 单位 矢量 , 其 正方 向 是 指向 V 内 . 
对 于 以 上 (4.8.20) 式 等 号 右边 的 第 一 项 面积 分 , 利用 恒等式 (3) 和 (4), 可 得 


ў. x V x (ba)| Ads = Il... [E x V x a] - dS 
=f (ñ x Е). (Уф x a)dS 
S+ 


=a. f... (ax Е) хуа (48.94) 
而 第 二 项 面积 分 , 将 (4.8.1) R V x E = —jenH -Jm RAE, 并 应 用 恒等式 (4), 
可 得 


一 la x Vx E]. hdS— f V [a x (—jvuH — Jm)| : &dS 
5+5 5+5 
ca) ono (ax Н) +4 (ñ х.1ы)|45 
S42 
(4.8.25) 
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于 是 , 将 (4.8.22)~(4.8.25) 式 结果 一 并 代入 (4.8.20) 式 , 最 后 便 得 到 


а: fI]. (jen + Im x уф — Evy) du 


=a 4i [-jeub (ñ x Н) + (Ax E) x Vj + (ñ: E) Vj]dS (4.8.26) 
5+5 
上 式 对 任意 矢量 a 必須 成立 , 故 积分 本 身 应 相等 . 于 是 有 


nii (jon + Ј x V) — Pv) do 
у! Є 
=) iv (A x H) + (а x E) x Vy + (ñ - E) Vj] dS 
«di [jo の (ñ x H) + (ñ x E) x Vi + (ñ. Е) Vi]dS (48.27) 
> 


为 了 便于 随后 处 理 , 这 里 已 将 对 小 球面 AARP RU. 当 半径 为 ro 小 球面 と 缩 成 
一 点 P 的 极限 情况 下 , X 面 积分 中 的 场 将 只 依赖 于 Р 点 的 场 强 值 . 因此 , (4.8.27) 
式 将 可 给 出 Р 点 的 场 与 场 源 (电荷 、 磁 荷 分 布 和 电流 、 磁 流 分 布 ) 的 体积 分 与 已 知 
在 界面 S 上 的 电磁 场 值 的 面积 分 之 间 的 关系 式 . 具体 分 析 、 推 导 如 下 : 

在 区 球面 上 ,有 vy = ーー 。 ae] 4 (+ | à. 

n T |, dr r ro To To 

这 里 , 法 向 单位 矢量 郊 是 沿 已 点 的 矢 径 方 向 . S ап 为 X ERR ds T P 点 所 
张 的 立体 角 , 并 因由 恒等式 (5) 可 知 , 有 (ñ x E) x ñ + (ñ - E) ñ = E, WJ X RAR 
分 可 表 为 


1 eikro 


jf. оир (ñ x H) + (ñ x E) x Vb + (а: E) Vj] dS 
- те {он (ñ x Н) + k [(ñ x E) x ñ (а: Е) A} d? 
- endi (à x E) x ñ + (ñ: E) n]dQ 
= —j4Anroe "Yo (wun x H + kE) — 4ne i" E (4.8.28) 


式 中 , d2 = d5 /ri; 郊 x 互 和 丈 上 面 的 横 线 是 表示 它们 是 在 这 球面 上 的 平均 值 . 
令 小 球 半径 ro — 0, Mero — 1, V' 一 V,S' — S. 因 在 尸 点 附近 的 场 值 为 
有 限 值 , 故 含 ro 的 项 变 为 零 , 于 是 有 


sm ff [-jwuy (ñ x H) + (ñ x E) x Vy + (ù. E) V] dS =—-4nEp (4.8.29) 
ro— E 


48 时 谐 电磁 场 方程 组 具有 场 源 p, J 和 ра, Ja 时 的 积分 形式 解 : 299. 


将 (4.8.29) 式 代 入 (4.8.27) 式 , 并 省 去 E 上 面 的 横 线 , 最 后 便 得 到 


_ 1 А р 
= 1. ||], (sonia + Iu x vo Pvp) dv 


+ Á [—шшё (ñ x H) + (ñ x E) x Vb + (а: E) Vj] dS. (4.8.30) 
S 


对 于 磁场 Hp, 作 美 似 以 上 分 析 , 或 按 二 重 性 原理 对 (4.8.30) RE E o Heo 
-u Ñ J > -Jm p 一 一 pm 的 代 换 , 便 可 求 得 


Hp --x fll, (мель – 7 х Vy — уу) dv 


(4.8.30) 和 (4.8.31) 式 中 的 体积 分 表示 V 内 场 源 对 P 点 场 的 供 献 ; 而 面积 分 
表示 V 外 场 源 对 P 点 场 的 供 献 . 

几 种 特殊 情形 : 

(a) RHE 5, = So, 其 半径 为 оо; 求解 域 为 无 界 域 ; 此 时 , 我 们 总 可 将 场 源 
р, J, pm 和 Im 限制 在 某 有 限 体积 V 内 的 区 域 . 由 于 电磁 场 ЯП H 必须 满足 辐 
射 条 件 , (4.8.30) 和 (4.8.31) 式 中 的 So 面积 分 为 零 , 而 Ep 和 H > 简化 为 仅 含 对 
体积 V 内 的 场 源 积分 : 


- = / / /, [ + Jm x V — Pvy) dv (4.8.32) 
Hp = -> "ii [ЭД — J x Vy -— 9 dv (4.8.33) 


p 与 J 满足 连续 性 方程 , 由 (4.8.5) 式 可 知 有 p = 29-7, 将 它 代入 (4.8.32) 
式 后 得 : 


T mue nii [4279 + jweIm x Vb V IJV dv (4.8.34) 
V . 


$ à;(i = 1,2,3) 分 别 为 沿 m, y 和 z 方向 的 单位 矢量 , 并 应 用 恒等式 (2), 上 式 
中 的 第 三 项 可 化 为 


V.JVy = Dv: Jay av 10:3 —(J-V) Vw (4.8.35) 


当场 源 位 于 所 取 的 有 限 体 积 V 内 , 而 包围 它 的 曲面 S 上 不 含 场 源 , 则 应 用 高 斯 定 


о) ара (298) аво 
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于 是 , (4.8.34) 式 可 表 为 


j 
4nwe 


一 一 2 = jwEJm ・ v .8. 
Ер = ПАС jwEJm х Vo + (J V) Vy| d (4.8.36) 


类 似 地 , 对 于 磁场 Hp, 可 得 


Нр = oT i [E^ Jub + je x Vp (Jm: V) VV] dv (4.8.37) 


(4.8.36) 和 (4.8.37) 式 是 仅 含 电流 密度 场 源 的 Ep 和 Hp 的 表示 式 . 

(b) 求解 域 V 为 由 曲面 S 与 半径 为 oo 的 曲面 S。。 所 包围 的 区 域 ; 所 有 场 源 均 
位 于 S 内 ;在 了 外 p=0,J=0pon=0 和 .=0;5。 为 半径 为 oo 的 封闭 曲 
面 . 此 时 , (4.7.30) 和 (4.7.31) 式 中 的 体积 分 为 零 、 以 及 场 应 满足 辐射 条 件 ( 见 附录 
C)Soo 的 面积 分 为 零 , 而 简化 成 


Ep = 20, [-jwu (ñ x Н) + (ñ x Е) х уф + (а: Е) V£]dS (48.38) 


Hp = 云 从 [we (ñ x E) y + (& x H) x V + (ñ - H) Vo] dS (4.8.39) 
S 


(4.8.38) 和 (4.8.39) 式 表明 , P 点 的 电磁 场 的 场 源 是 来 自 于 曲面 S 上 存在 的 场 Els 
和 五 |。 


已 知 理想 导体 表面 的 电磁 场 边 界 条 件 为 
ps = e(ñ-E)|s; pms = u (ñ: H)|s (4.8.40) 
Js=nx Hls; Jms = E x ñ|s (4.8.41) 


式 中 , ps 和 pms 分 别 是 面 电荷 和 面 磁 荷 密度 ; 而 Js 和 Jms 分 列 是 面 申 流 和 面 磁 
流 密度 . 因此 , 应 用 (4.8.40) 和 (4.8.41) 式 , 我 们 亦 可 将 (4.8.38) 和 (4.8.39) 式 P 点 
的 电磁 场 视 为 是 由 于 曲面 S 上 存在 等 效 的 面 电 荷 、 面 磁 荷 、 面 电流 和 面 磁 流 密度 
场 源 所 产生 的 . 

可 以 证 明 (4.8.38) 和 (4.8.39) 式 可 表 为 如 下 简洁 的 形式 ( 见 附录 В): 


_ 1 ov дЕ 
(01 op OH 
Hp = т А |н AD m 45 (4.8.43) 


以 上 两 式 就 是 矢量 形式 的 电磁 场 格林 定理 . 


48 时 谐 电 磁场 方程 组 具有 场 源 р, J 和 pm, Ла 时 的 积分 形式 解 - 301 - 


(с) 求解 域 V 是 由 S = Sc + Soo 所 包围 的 区 域 ; 在 V 内 某 有 限 区 域 有 场 源 
p. J, pm 和 Im; So(= Sic + Sac +…) 为 理想 导电 曲面 . 此 时 , 由 于 辐射 条 件 , 可 
知 (4.8.30) 和 (4.8.31) 式 中 的 So 面积 分 为 零 , 以 及 导体 边界 条 件 : ñ x Е| = 0, 
ñ x H = Js, ù. E = ps /e Mù- H = 0, RA 


Ep = -z S [iene + Jm x Vy — Pvy) dv 


. ps 
二 ー ps 4.8.44 
af, |0050 + vy] as (4.8.44) 

1 . Pm 

H2 - -x ||] lied J x Vw- 2200) dv 
An JJ Jy nu 
1 

n 20. 25 x Vids (4.8.45) 


AP, Js 和 ps 分 别 为 理想 导电 曲面 Sc 上 的 面 电流 密度 和 面 电荷 密 度 . 

以上 Ep 和 Hp 给 出 的 是 场 点 P 位 于 坐标 系 原 点 时 的 场 值 . 参见 图 482, 一 
般 地 , 若 选择 坐标 系 的 原点 为 O, 场 点 P RERA or GER ЕА ЈА A); 而 源 点 
坐标 为 r', 则 由 (4.8.30) 和 (4.8.31) 式 通 过 坐标 变换 可 知 , 此 时 P 点 的 场 E(r) 和 
H(r) 可 表 为 


图 4.8.2 Maxwell 场 方程 的 积分 


E(r) = -> JII ои (у т) + Ja(r) x V'y(r, т") — а) dv’ 


+ 20,4 — jen [ñ x H(r)] y(r, r’) + [ñ x E(r)] 


x V'i(r, r^) + [ñ - E(r)) Vyr, r) yas (4.8.46) 
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H(r) = -> / / /, live (нуре, r) — I(r!) x Veber, r’) — Pa giyin, r) dy 


+ Ef Goela x Б) + й n 


x Мт, т") + [& - H(r)] V'v(r, r))das' (4.8.47) 


AH, y(r, r’) = eM 面 R = |r- |. 
特殊 情形 (a): ”求解 域 为 无 界 域 , Sn = Soo, 由 (4.8 32) 和 (4.8.33) 式 通 过 坐 
标 变换 , 或 直接 令 (4.8.46) 和 (4.8.47) 式 中 的 面积 分 为 零 , 可 得 


E(r) = -去 il lee の er の) + Ja (^) x Vhb(r, r’) — Ever] dv 


(4.8.48) 
H(r) = -> "ni [ье (тт?) — J(r')xV'b(r, r^) 一 enr?) dv' 
(4.8.49) 


应 用 恒等式 V x (uA) = Vu x Ac uV x A, $ u = y(r,r), A = Jr’), BS 
V x J(r') 20, WA V x (т, r)J(r)] = V(r, r’) x J(r); XB Ç = у’, 故 有 


J(r^) x V'i(r,r') = V x [J(r)wv(r,v)] 


于 是 , 对 于 рь (т) = 0 IJ, (r/) = 0 Æ, (4.8.49) 式 可 简化 成 


H(r) = 2 Jl], [J(r’) x Vylr,r)] dv = = il У x [I(r y(r, r’)] dv 
或 写成 
т! —jkR 
Hn) = zv E JJ 392 a 
令 
т” eR 
A(r) = E / / v Te dv, ШЕН (т) = "i x A (4.8.50) 


A, y(r, т") = — 这 表明 矢量 势 法 中 的 (4.2.21) 式 A(r) 和 (4.2.3) È H(r) = 
"i x 4 亦 可 由 具有 场 源 7 的 Maxwell 场 方程 的 积分 形式 解 中 仅 含 体积 分 的 特殊 
情形 导 得 . 

特殊 情形 (b): ”求解 域 V 为 S 与 s. 所 包围 区 域 , 所 有 场 源 均 位 于 曲面 S 
A, 在 V 外 无 场 源 . 此 时 , 由 (4.8.38) 和 (4.8.39) 式 通过 坐标 变换 , 或 直接 令 (4.8.46) 
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和 (4.8.47) 式 中 的 体积 分 为 零 , 可 得 


E(r) = А! — juu [ñ x H(r)| y(r, r”) + [ñ x E(r)] 


1 
4л, 
x V'p(r, r^) + [%. E(r)] Vyr, r) a5" (4.8.51) 
H(r) = aff {ive [à x E(r)|v(r, r^) + [& x H(r)| 
x V'j(r, r^) + [A - H(r)| V(r, r) has" (4.8.52) 


由 (4.8.51) 和 (4.8.52) 式 可 以 证 明 , 或 由 格林 公式 (4.8.42) 和 (4.8.43) 式 通 过 坐标 
变换 可 得 


E(r) = zd. ko sa _ vir) ds’ (4.8.53) 
和 ГА 
H(r) = aff. [ary a - vr | as’ (4.8.54) 


4 代表 直角 坐标 系 中 电 、 磁 场 的 某 个 分 量 , 例如 , Es, He, 则 由 (4.8.53) 
或 (4.8.54) 式 便 可 得 到 标量 形式 的 格林 定理 : 


u(r) = 20, u(r) HT) ー y(r, 25d as’ (4.8.55) 


TL 


式 中 , y(r, r^) = еті" /Im — r'|. (4.8.55) 式 就 是 物理 光学 中 的 Kirchhoff (A 
ЖЖ) AX, CA Huygens-Fresnel( EM SEER) 原理 的 数学 表达 式 . 它 表 明 , Ж 
函数 u 及 其 导数 2 在 曲面 S 上 的 值 为 已 知 时 , 则 我 们 可 精确 地 求 出 在 闭 曲 面 


S+ Soo 所 包围 的 区 域内 任意 一 点 的 u(r) 函数 值 . (4.8.55) 式 也 可 利用 高 斯 定理 和 
格林 恒等式 导 得 (参见 附录 D). 


49 Huygens-Fresnel 原理 Kirchhoff 公式 [14~16] 


在 电磁 场 实 际 问 题 应 用 中 , Kirchhoff 公式 可 用 来 计算 口径 型 天 线 的 辐射 场 ， 然 
而 , 对 于 口径 型 天 线 , 仅 是 在 口径 (作为 曲面 S 的 一 部 分 ) 上 具有 电磁 场 强 , 亦 即 曲 
面 S 是 不 闭合 的 ; 而 根据 电磁 场 边界 条 件 可 知 , 在 口径 边界 线 上 还 存在 有 线 电荷 和 
线 电流 分 布 . 因此 , 将 (4.8.53) 和 (5.8.54) 式 用 于 非 闭合 曲面 S 时 , 应 添加 曲面 5 
边界 的 环 积分 , 即 S 边界 上 线 源 所 产生 的 场 .以 下 我 们 将 应 用 上 节 所 得 结果 推导 出 
便于 计算 口径 型 天 线 辐 射 场 的 Kirchhoff 公式 的 近似 表达 式 . 
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假定 场 源 位 于 某 有 限 封闭 曲面 S 的 体积 内 区 域 , 则 源 区 以 外 的 电磁 场 可 由 
(4.8.38) 和 (4.8.39) 式 给 出 的 面积 分 表示 : 


Ep = 1:0, [-jwu (ô x Нур (ñ x Е) x Vb + (ñ: Е) VdAS (491) 


Нь = aff [jwe (A x E) + (ñ x H) x Vy + (&- Н) Vy] ds (4.9.2) 
WH s 
对 于 口径 型 天 线 , 假定 场 源 位 于 封闭 曲面 5 = 50 + AA, 这 里 4 为 口径 , 如 
图 4.9.1 所 示 ( 亦 见 图 4.1.1). 现 将 曲面 5 用 S = So + Ao + 4 代替 , 其 中 S。。 为 
半径 为 无 限 大 的 球面 , 4。 + 4 为 平面 . 由 于 在 无 穷 远 处 场 必须 满足 辐射 条 件 , 因而 
(4.9.1) 和 (4.9.2) 式 中 关于 S. 的 面积 分 为 零 . FH, (4.9.1) 和 (4.9.2) 式 封 団 曲 面 
积分 可 化 为 以 下 平面 积分 : 


Ep = z f... [-jwu (& x H) + (ax E) x Vy + (а: E) уа (4.9.3) 


Hp =z fJ, bos ЕФ + (Ax Н) x ую + (ñ H) Vil ds (4.9.4) 


图 4.9.1 口径 型 天 线 


在 微波 天 线 中 , 喇 只 天线、 抛物 面 天 线 和 透镜 天 线 等 均 可 视 作 口径 型 天 线 . 按 
口径 场 方 法 , 认为 天 线 的 辐射 是 从 一 个 口径 上 发 出 的 ; 通常 口径 上 的 场 分 布 可 根据 
几何 光学 和 能 量 守恒 原理 , 或 者 电磁 理论 的 其 它 方法 近似 地 求 得 ; 在 口径 外 ( 即 平 
面 4o 上) 的 场 则 近似 为 零 . 因而 对 环 状 平面 Ао 的 积分 为 零 , (4.9.3) 和 (4.9.4) R 
就 变 成 仅 对 口径 平面 4 的 积分 : 


Ep = zf [-jup (ñ x H) y + (& x Е) x Vy + (а: E)Vy]daS (495) 


Hp i || (we (ax Е)ф + (Ax Н) x Vo + (а H) vulas (4.9.6) 
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口径 场 对 Pp 和 H p 的 供 献 可 等 效 为 口径 平面 4 上 存在 有 面 电荷 密度 ne- 
面 磁 葵 密度 ws 、 面 电流 密度 Js 和 面 磁 流 密度 Jas 分 布 所 产生 的 . 由 于 在 口径 周 
线 Ta 两 侧 场 存在 有 不 连续 性 , 按 场 的 边界 条 件 , 在 周 线 га 上 电流 应 满足 连续 性 
方程 , 因而 在 га 上 将 存在 有 线 电荷 和 线 磁 茶 分布 

令 周 线 Ta 上 的 线 电荷 密度 为 ou, 线 磁 荷 密度 为 ci dl 为 周 线 Га 的 元 长 度 
Js 为 口径 面 上 的 电流 密度 . る 为 口径 平面 4 的 法 向 单位 矢量 ; + ARAR Fa 的 
单位 矢量 ; ñi 为 位 于 口径 平面 、 与 ГА 垂直 方向 上 的 单位 矢量 ; б, + 和 A 三 者 成 
右手 螺旋 关系 

按 电流 连续 性 条 件 , 流出 Ta 上 dl 线段 的 电流 应 等 于 该 线段 单位 时 间 内 所 诚 
少 的 电荷 , 此 即 有 Js йла = Seat 或 008 = Js йл, 另 一 方面 , 对 于 时 谐 场 , 有 


1 8o. 
се = jo Ot 8t jw l (gg. fi1) (4.9.7) 


而 根据 磁场 的 边界 条 件 : Js =ù x H, 在 周 线 ГА E, Js = ñ x Hr, 于 是 得 
s= = (ñ x Hr) fy = -5 (è: Hr) (4.9.8) 


H (4.8.40) 式 可 知 有 e (ñ - E) = ps, (4.9.5) RAR RAR (ñ - E) Vw 
可 写成 (os /є) Vv ,因而 , 当 考 虑 周 线 Га 上 存在 线 电 荷 密度 ce 后 ,(4.9.5) 式 应 增 
加 一 项 线 积 分 项 , 而 可 写成 

Ep= ECT た (ê Hr) Vedi (4.9.9) 
+ 去 /| jwp (ñ x HU + (ñ x E) x уб + (а. E) Va] aS 


采用 类 似 步 又 或 应 用 E Ej H 的 二重性 対 (4.9.8) 和 (4.9.9) 式 作 对 偶 代 换 , 可 
得 在 口径 周 线 DA 的 等 效 线 磁 荷 密度 cm 和 P 点 的 辐射 磁场 分 别 为 


l,, 
Om = m (+ · Ег) (4.9.10) 


Er) Vyd 
E nya (4.9.11) 


+= Dve x E) + (ñ x H) x Vib + (6. Н) Vyas 


应 用 矢量 恒等式 , P 点 场 表 示 式 (4.9.9) 和 (4.9.11) 亦 可 分 别 表 为 (附录 E): 


Ер = f. V め (て ・ Hr)dl + is f. v(T x Er)dl 


-i 
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1 ay ӘЕ 
+ 2 JI (25% EE 25) ds (4.9.12) 
nas Vy(? - Er)dl + i f. w(t x Нг) 


femme на 


現在 , BATRA (4.9.12) 式 中 各 项 积分 对 积分 的 贡献 . 第 一 项 围 线 积分 含有 
Vy, 它 的 方向 是 沿 围 线 上 的 积分 变 点 与 P 点 的 连 线 方向 , 因而 将 产生 沿 z 轴 方 向 
的 分 量 ; 第 二 项 围 线 积 分 , 其 中 含有 E x +, 它 的 方向 是 垂直 于 口径 , 即 产 生 沿 z 轴 
方 向 的 分 量 : 第 三 项 面积 分 只 提供 Ер 沿 口径 极 化 方向 (如 z 轴 ) 分 量 . 因此 , 86 
积分 中 提供 有 面积 分 中 所 没有 的 z 御方 向 的 分 量 . BA, 当 P 点 在 2 ЖАШИЛ, Н. 
位 于 我 们 所 感 兴趣 的 远 区 , 由 于 围 线 对 称 线段 的 积分 方向 相反 , 其 积分 值 近似 为 零 
在 一 般 情 况 下 , 当 P 点 位 于 远 区 时 , 如 我 们 所 熟知 的 , 电磁 波 矢量 E. H 与 传播 方 
向 三 者 相互 垂直 . 因此 , 围 线 积分 与 面积 分 对 Ep, H p 的 贡献 将 是 使 它们 不 含有 沿 
传播 方向 的 分 量 . 

许多 微波 天 线 的 特征 是 其 口径 场 是 线性 极 化 或 近似 线性 极 化 、 口 径 尺 寸 其 大 
于 工作 波长 Ó, 远 区 辐射 场 具 有 较 尖 锐 的 方向 性 , 且 最 大 辐射 方向 常 集中 在 9 角 较 
小 区 域 . 此 时 , (4.9.12) 式 中 的 线 积分 值 很 小 而 可 略 去 , 于 是 空间 中 任意 一 点 P 的 场 


强 Ep 可 近似 地 表 为 
(r) -iff (z 90 y Se =) as (4.9.14) 


类 似 地 , 对 于 磁场 H, 有 
== = Jf (a? ーー m) dS (4.9.15) 


Hu A ER H 的 某 一 直角 坐标 分 量 , 则 我 们 便 有 


up(r) = 元 = Jf. c 22 фаи 5 ) as (4.9.16) 


AH, y = er /r; & 是 口径 面 的 法 向 单位 矢量 . (4.9.16) 式 即 前 已 给 出 的 标量 
Kirchhoff 公式 (4.8.55) 的 近似 式 , 其 中 已 是 口径 平面 4 代替 了 封闭 曲面 S. 

在 几何 光学 近似 (Ao — 0, ko = の yeoAo = 2r /Ào — co) 情况 下 , 口径 上 任意 一 
点 的 场 可 视 为 局 部 平面 波 场 源 , 而 可 表 为 如 下 形式 : 


u = F(x,y, z)e jkoL(z,u,z) (4.9.17) 
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这 里 , F(z,y,z) 为 口径 面 上 场 的 振幅 ; Le, y, を ) 为 场 的 相位 , Lx, y, 2) = 常数 代表 
等 相 面 . 
Du 1 OF 


o, f Vu = cou VL + ua 


& —jkou - VL (4.9.18) 


AVL 的 方向 垂直 于 等 相 面 , 表示 出 射线 3 的 方 向 , 故 有 VL = |VL| š. 可以 
证 明 , |VL| = k /ko = n, 这 里 n 为 媒质 e, 的 折射 率 ( 见 附录 F). 于 是 (4.9.18) XX 
可 写成 


ди = —jkuh-3 (4.9.19) 
on 
—jkr —jkr 
ayy (He at= (ка| ae (4.9.20) 
Ən dr r T T 


式 中 ,* 是 口径 4 上 某 点 到 所 求 场 点 已 方向 上 的 单位 矢量 . 
将 (4.9.19) 和 (4.9.20) 代入 (4.9.16) 式 得 


—jkr 
up(r) = ral us - | (ae + =) -P + kñ. - J ds (4.9.21) 
A 
对 于 远 区 场 近 似 , r > X 参见 图 4.9.2, 我 人 有 R || = r-r: â, 
ñ # = 0080, 1 < jk, 于 是 最 后 得 到 便于 计算 天 线 远 区 辐射 场 的 公式 ; 


jk eik" 


up(r) ғ 4n r 


JJ ueit âr (A. 8 + cos0) dS (4.9.22) 
A 


图 4.9.2 口径 的 辐射 


我 们 将 限于 考虑 口径 面 4 为 平面 GIA ñ = а„), 且 口 径 场 为 线性 极 化 情形 . 
设 场 沿 x 方向 极 化 , 口径 上 的 场 分 布 为 = E4(z',y)， 应 用 球面 与 直角 坐标 
单位 矢量 间 的 关系 : а, = вїп Ө сов ya, + sin 0 sin pa, + cos 0&, 和 m = z'&, + y'à,, 
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(c',y') 为 口径 上 积分 变 点 M (r^) 的 直角 坐标 , 7'. a, = z sin 0 соз + у' sinô sing; 
к = w/e = 2л/А; 并 因 Ер = up, 其 方向 即 为 口径 上 电场 的 极 化 方向 . T E, 
(4.9.22) AAT RA 


Ep(r) xi =f / Ea(2',y') (à; - 8 + cos) elkin8(z' cose+ ダ sme)49/ (4.9.23) 


车 口径 面 为 等 相 面 , 则 а, .$8 = 1; 当 口 径 上 相位 变化 很 小 时 , 取る -$=1 1 导致 的 误 
差 将 很 小 . 在 此 情况 下 , (4.9.23) 式 可 简化 成 : 


j° -ikr ksin の 
j JJ Ед(2',у') (1 + cos の ) e* sin Ge cos e-ty' sin e) д] gr (4.9.24) 
T 


(4.9.24) 5j (4.9.23) 式 相 比 , 它 以 较 简单 的 积分 形式 联系 着 辐射 场 与 口径 场 , Ж 
明 只 要 口径 上 场 分 布 Ел(а', y) HOM, 即 可 计算 出 辐射 场 ; 并 且 其 结果 能 较 正 确 
地 反映 距 天 线 口 径 甚 原 处 ( 近 区 ) 的 电磁 场 特 性 . 因此 , 以 下 将 以 此 为 基础 了 分 析 
和 计算 口径 天 线 的 辐射 图 型 , 即 天 线 的 方向 图 . 
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口径 场 方法 是 应 用 Kirchhoff 公式 由 已 知 天 线 口 径 上 场 分 布 计算 口径 型 天 线 辐 
射 场 的 一 种 方法 . 我 们 将 不 考虑 如 何 从 场 源 求 出 口径 上 场 的 分 布 , 而 是 假定 在 给 定 
口径 的 形状 、 及 其 上 的 线性 极 化 场 分 布 的 情况 下 〈 如 口径 形状 为 矩形 和 圆 形 ; 口径 
场 的 振幅 为 均匀 分 布 和 余弦 ( 渐 减 ) 分 布 ; 相位 为 均匀 分 布 ( 同 相 场 )、 具 有 线性 、 平 
方 和 立方 变化 律 等 情形 ) 计算 口径 型 天 线 的 辐射 场 . 所 假定 的 这 些 典型 口径 场 分 布 
与 实际 天 线 中 所 遇 到 的 情况 十 分 相近 , 因而 分 析 、 计算 的 一 些 结果 对 天 线 的 设计 具 
有 实际 应 用 意义 . 

以 下 分 别 分 析 和 讨论 : ① 矩形 口径 上 的 同 相 场 、 振幅 为 均匀 分 布 和 余弦 分 布 ; 
© 圆 形 口 径 上 的 同 相 场 、 振 幅 为 均匀 分 布 和 渐 减 分 布 ; @ 口径 场 具有 直线 律 、 平 
方 律 和 立方 律 相位 偏 移 时 对 辐射 的 影响 ; @ 口 径 型 天 线 的 方向 性 系数 和 增益 ; 以 及 
(D 口径 型 天 线 辐 射 场 的 一 般 性 质 . 


4.10.1 知 形 口径 上 的 同相 協 


设 矩 形 口径 4 位 于 z-y 平面 , НА Ж ax b, 其 上 电场 沿 z 轴 方 向 极 化 , Ж 
场 沿 у 轴 方 向 . 如 图 4.10.1 所 示 . 
口径 上 的 场 分 布 的 表示 式 为 


EA (x! y) = F(a,y)e 39 G^) (4.10.1) 
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式 中 , F(z' y) 为 振幅 分 布 ; O(c’, y) 为 相位 分 布 . 


2 


图 4.10.1 矩形 口径 天 线 的 辐射 
由 (4.9.24) sh, P 点 的 辐射 电场 可 表 为 


Ep (r) = i / F(a’ yes?) (1+ cos) elk sin (z cos ety! sine) q ç” 
(4.10.2) 
AP, (z, y) 为 口径 上 积分 变 点 M(r') 的 直角 坐标 . 
通常 , 我 们 只 需 确定 两 个 主要 平面 , BU EPR (e = 0) M H ff (e = xz /2) 上 
的 远 区 P 点 的 辐射 场 分 布 . Al (1 + cos0) 为 缓 变 函 数 , 于 是 
对 于 E 平面 ( 即 zz 平面 ), о = 0, (4.10.2) 式 简 化 为 


Ep(r)|g = iL (1 + cos6@) JJ F (a! yht sing SPY aa! dy! (4.10.3) 
对 于 五 平面 (BU yz Р), o = x/2, (4.10.2) 式 简 化 为 
Ep(r)|g = i (1 + cos) Jf F(a! Jelty sin PI P29) dz day, (A.10.4) 
对 于 同 相 (相位 均匀 ) 5, @(z', y) = 0( 或 常量 ), (4.10.3) 和 (4.10.4) 式 便 可 表 为 
—jkr о, 
Ер(т)|ь = i= (1 + cos6) ll, F(x’, y )ei** sin8q yq, (4.10.5) 


一 jer uuu 
Ep(r)lg jT (1 + cos0) JI F(x, yho dr dy’ (4.10.6) 


故 应 用 (4.10.5) 和 (4.10.6) 5X, 即 可 求 得 给 定 口径 振幅 场 分 布 F(z',wy) 和 相位 分 布 
S(x,y) =O 时 Ep|, 和 Epy 的 场 方向 图 . 我 们 将 考虑 两 种 口径 场 振幅 分 布 : 
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1. 均匀 振幅 分 布 (均匀 照度 ) 
口径 上 场 的 振幅 和 相位 都 为 均匀 分 布 情形 相当 于 ТЕМ 平面 波 垂直 入 射 到 该 
口径 平面 . 此 时 , F(x,y) = Eo( 常 量 ), 对 于 E 平面 , 由 (4.10.5) 式 得 


ejkr 
Ер(т)|5 ғ) Dar (1 + совё) Es f 


积分 后 得 
sin (= sin ) 
Tr 1-Fcos0 2 
Ep(r)lg = ーー 2 — Eoqb— a — 
— зіп 0 
2 
或 . 
Ep(r)|z = Co g AL eo sin (4.10.7) 
2 V5 
式 中 ， . 
-jkr 
Co =j; A= ob 为 口径 的 面积 (4.10.8) 
而 А , 
а. опа. _ 2л 
y= 7j sind =F sin の ( = x) (4.10.9) 


Ер(т)\н = jS m Í` ag | 


. /kb . 0 
‘er 1 + cos sni sm 
= ~ z —Eoab— — — 


! Ar H sind 
EX, 
Ep(r)|g = Co E, ALI £098 sin Va (4.10.10) 
2 pe 
式 中 , 
ho = © sind = © sind (4.10.11) 


对 于 口径 型 天 线 , 通常 有 ac» À Al b > А, 辐射 场 的 主办 集中 于 9 较 小 范围 内 . 
因子 (1 + cos 0) /2 近似 等 于 1 或 常数 , 故 天 线 的 方向 特性 主要 决定 于 后 一 因子 . 
而 , RRE E 面 和 H 面 方向 性 图 的 函数 形式 为 
sin め 


f(0) = の 


(4.10.12) 
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24 ゅ =0 时 , (の ) 具有 最大 値 , 且 (Olaa = 1. 图 4.10.2 曲线 (a) 给 出 了 直 
ЖУ 7(0)- 的 关系 曲线 . 
1.0 ra ? 
est で 、 (b) 
0.6 V 


cosy 
1- Qux). 
(人 AW 


a sin y 
(a) = 


(а) 矩形 均匀 照度 ; (b) 矩形 余弦 照度 ; (с) 圆 形 均 匀 照 度 
图 4102 口径 天 线 方向 性 图 f(0)- 曲线 


在 半 功 率 点 , (の) = f(0)),,, / V2 = 0.707. 由 (4.10.11) 式 不 难得 知 在 该 点 . 
w = 1.3915. 故 由 (4.10.9) 和 (4.10.11) 式 , 我 们 有 


b 
wor = S: віп бов = 1.3915 和 vou = T sin бон = 1.3915 


BRE RAAT ARRA p FEIER SEE RA RE 6, MU E EA H 面 
方向 图 的 主办 宽度 为 : 


260m = 2 arcsin (=>) Rd 0.892 (rad) (4.10.13) 

xa a 

和 1.3915A À 
209g = 2aresin ( - xb ) 2 0.897 (таа) (4.10.14) 


而 第 i MAR (BUR) 相对 于 主办 的 电 平 和 位 置 可 由 f(0) = siny /p 的 第 i 个 极 
值 及 其 位 置 确定 . f(0) 的 第 个 极 值 位 置 可 近似 地 由 siny = 1 给 出 , 由 此 可 得 
Vi = (2i 十 1)x /2, 故 可 知 第 i 个 边 辩 的 相对 电 平 为 
Ei max P" 1 _ 2 
Eo max ~ Di 7 (2i + 1л 


例如 , 5—98 ЫН EXIIT НЕР NAE 


(4.10.15) 


2 2 
SLdb; = 1015 (5) = —13.5dB 和 SLdb; = 1016 кез ~ —17.9dB. 
max Ü max 
(4.10.13) 和 (4.10.14) 式 表明 , ТЕЖЕЛШ Р 27 ARKEA SAHA Oe 
的 宽度 成 反比 , ЖП RE a AK, W E 面 方向 图 就 愈 尖 锐 . 
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2. 余 蓄 振幅 分 布 (余弦 照度 ) 
设 口径 场 振幅 余弦 分 布 为 
F(z’, y) = Eo cos = (4.10.16) 
对 于 Е 平面 , HERA (410.5) 式 后 得 
Ep(r)| EL (1 + соз) n. dy' f. cos d sinó da! 
(4.10.17) 


етік" 1 + cos 2 
—; Enab— TE he! sin ô dg’ 
J Ar 2 oa a T сов 7 


Ка un, kz' sin @ = viz, 并 应 用 积分 


作 变 数 变换 , & z P аз = 2dz 和 = 
oar acosbz +bsinbe y 则 (4.10.17) 中 的 积分 : 


公式 : fe cos 6zdz = BW. 
1 

= Ji cos © zeli dz = 2 cos Vi 3 

ュ 2 ェ ュ ー (2; /x) 


a 
1 f? TX! pt si 
2 cos ーー elke sin ô qy’ — 
а Ја a 


故 (4.10.17) RATA v 
Ep(r)| g = 2CoEoA- + сон ES. (4.10.18) 


对 于 五 平面 , 将 (4.10.16) 代入 (4.10.6) 式 得 
2 cos ae! f eiky’ sin ê qy’ 


2 


Ер(т)|н =j Dar — (1 + cosf) & | a 
-$ 
1 + cos sin 2 
= ÍQ p A 
20, A (4.10.19) 


以 上 式 中 , Co 和 4 GF (4.10.8) RAH 
故 瑟 面 和 五 面 内 的 天 线 的 方向 性 图 因子 分 别 为 
1 + cos 0 cos 1/3 (4.10.20) 


fel) = 5 торуу 


Lt созё sinye (4.10.21) 


和 
fu(0) = m 


CH фу = T sino 和 の 2 = T sin. 
^ cos di „-%1 的 关系 曲线 如 图 4.10.2 曲线 (b) 所 示 


Е 平面 方向 性 图 因子 
1 — (2w1 /n) 
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在 E PETER EMBED AA, 有 EIN = 0.707, 由 此 不 难 解 得 (或 


从 其 方向 性 图 曲线 近似 求 得 ) 此 时 的 y = “sin fop ~ ~ 1.86. 因而 E YMER 
宽度 为 


1. 42 入 
200E = 2arcsin ーー RI ーーー = 1. 182 (rad) (4.10.22) 


TSHR 0, — 5.935 处 MENHIR E ma, /Eomax = —0.0708, 相对 
ВА WUE: SLdb = 101g(—0.0708)? = —23.0dB. 由 余弦 照度 的 主办 宽度 和 
边 瓣 电 平 结果 可 见 , 相对 于 均匀 照度 情形 , E 平面 的 方向 图 的 主 斩 宽度 变 宽 了 , 然 
而 边 准 电 平 有 了 降低 . 另 一 方面 ,在 Н 平面 的 方向 图 则 与 均匀 照度 情形 相同 . 


4.10.2” 圆 形 口径 上 的 同 相 场 


设 圆 形 口 径 4 的 半径 为 a, 位 于 cy 平面 , 其 上 电场 沿 z 轴 方 向 极 化 , 磁场 
Ж у 轴 方 向 . 口径 场 振幅 和 相位 为 均匀 分 布 , 它 相 当 于 TEM 平面 波 垂 直入 射 到 该 
口径 平面 上 . 俩 形 口 径 采 用 平面 极 坐 标 为 (/, の ), 4 上 的 积分 变 点 M(r') 的 坐标 
为 (p', の ): 而 所 求 场 P(r) 点 的 直角 坐标 为 (z,y,z), 对 应 的 球 坐 标 为 (7,9, р), 如 图 
4.10.3 所 示 . 


图 4.10.3 [BILE XE BIN] 


应 用 坐标 系 间 单 位 矢量 之 间 的 关系 : à, = sin 9 cos à; + sin Ө sin ya, + cos 04, 
Al r' = p' cos q/à, + p sin gay, MA r'- à, = р cosy’ sin 0 cosy + p' sin の sin Ө sin v, 
以 及 对 于 同 相 口径 场 , 可 取 ぁ (/, の ) = 0. Р, 口径 场 可 表 为 


E (p!) = Fle ge 3999) = Fg’) 
B (69.20 35 P MIURA EAE 
Ep(r) “jS Ta + cos@) n F(p', の elke’ sin 0(cos y’ cos e 十 sin p” sinp) qg’ (4. 10. 23) 


这 里 , Ep(r) 的 方向 沿 口 径 场 的 极 化 方向 . 
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对 于 . 平面 ( 即 zz 平面 ), v = 0, (4.10.23) 式 简化 为 


Ep(r)|g & oot) JJ Е(р/, jeit sin 8 сов ф' qg (4.10.24) 
对 于 H 平面 ( 即 yz 平面 ), o = 2/2, (4.10.23) 式 简化 为 
Ep(r)| = Co ч == ff F(p, gh nesine 48 (4.10.25) 
以 上 式 中 ,00 = 5 


下 面 考虑 贺 形 匠 径 上 两 种 场 振幅 分 布 情形 : 
1. 均匀 振幅 分 布 (均匀 照度 ) 
此 时 , F(p, の) = Bo( 常 量 ), 对 于 E 平面 由 (4.10.24) 式 得 


"a, 2n 
Ep(r)lg ~ CoE D 2080) J | n А dp (4.10.26) 
o [Јо 
因 有 Bessel 函数 的 积分 表示 式 ， 
1 2л i(zsi ) j^? 2x Т ) 
Ja ーー ei(zsine-ne)qiy — ーー el(z cos ф—тщр 
(z) z e= / dy 
4n=08, ә 2 
= x | "eizsin edo = x] " elecoseg (4.10.27) 
Jo(2) = == Д の = = Д の .10. 
于 是 , (4.10.26) 式 可 化 为 
Ер(т)|ь = CoEox (1 十 cos) | Jo(kp’ sin 0)p'dp' (4.10.28) 
0 i 


引用 Bessel 函数 的 积分 公式 ， / Jo(z)zdz = 2 (о), 对 (4.10.28) Ж ар 积分 后 ， 
可 得 І 
Ер(т)|ь = СоЕоА (1 + cos@) 

式 中 , А = ла? 为 口径 面积 ; Л (0) 为 一 阶 的 第 一 类 Bessel 函数 ; 而 
V = kasing = ар sinf (D = 2a 为 口径 直径 ) (4.10.30) 


同样 地 , 对 于 H 平面 , 由 (4.10.25) 式 可 得 


1 агг, a 
Ep(r)|g = Copo te f n elke’ sine d oap 


AW) 


^u (4.10.29) 


= Co Eo À (1 + cosh) 一 -一 (4.10.31) 
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以 上 结果 表明 , Æ EMH PEK Ep(r)|, 和 Ep(r)|g 方向 性 图 的 形状 相同 
其 f(0) 为 


FO) = (1 + cos 09210) (4.10.32) 


按 (р) / ~ v 作出 的 (通用 ) 方向 图 如 图 4.10.2 曲线 (с) 所 示 . 不 难 指出 ， 
在 半 功 率 点 波束 主办 的 宽度 为 : 


209 = 1.032. (rad) (4.10.33) 


而 第 一 边 瓣 位 于 Ysi = 5.125 处 , AT ЕЁ Fa НЛ A 


E 2 
SLdb; = 101g кез ~ 101g (—0.132272)? = —17.6dB (4.10.34) 


0 max 
2. АЖ (p e!) = Bo |1- (p Jay] ЖА 
FO = Бо -(/ay] 和 (0,67) =0 (4.10.35) 
对 于 平面 , 将 它们 代入 (4.10.24) 式 后 得 
a n 2л rs , 
Ep(r)| _ ов! + сое / [2 _ (p! /aY | / elke’ sin Ө cos p 4) p'dp 
(4.10.36) 
引用 (4.10.27)Bessel 函数 Jo(z) 积分 表示 式 , (4.10.36) 式 中 关于 dy’ 的 积分 可 表 为 
2x n , 2л , 
/ elke! sin cose" quy = / еј? co の du! = 2xxJo(z) = 2nJo(kp'sinQ) (4.10.37) 
0 0 
FE, (4.10.36) 式 可 化 为 


Ep(r)|g = Co Eon (1 + соб) / Ë — (p jay |" Jo(kp' sin の pd (4.10.38) 


作 变 数 变 换 , 令 z = kp' sin 0 = vf, 其 中 w= kasin0 = sin 0 (4.10.39) 
则 (4.10.38) 式 中 关于 ap^. 的 积分 可 化 为 


I= [ = (P/a) | Jo(kp! sin 8)p'dp' = sr Ë _ (е) љода 
° (4.10.40) 
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引用 Bessel 函数 积分 公子 
/ zt (z)dz = 2" Ingi(z) +e 或 (de = d [2*1 Ju 43(z)]. (4.10.41) 
(4.10.40) 式 积 分 工 可 写成 
I= = / (4? — 22)" d [zJ1(2)] | (4.10.42) 


于 是 , 对 (4.10.42) 式 积 分 进行 一 次 分 部 积分 后 , 并 再 次 引用 (4.10.41) XX, 可 得 


2 


а n M 2 21" 
I- qpent2 { z2) [eh 2] -/ [2:(2)] d (° — 27) | 
а? v n—1 
= の 2n+2 m | (y? — 22)” 22.71 (z)dz 
a? np 2 2xn—1 2 
= の 2n+2 2n / (v-z ) d [z Ja(z)] 


依 此 , 连续 进行 分 部 积分 (n — 1) 次 , 并 引用 (4.10.41) 式 , 便 有 


a2 y n—2 
T= VA 2?n(n — nf (02 — 22)" а [z3 J3(2)] 
0 
= а unl / zn+lJ (z)dz 
vm m n 


最 后 , 再 次 引用 积分 公式 (4.0.41), 就 得 到 


а? 
I= gan [z z^ RT C21 = ia” n! Ing (p) ‚ (4.10.43) 
故 (4.10.40) 式 积分 的 结果 为 
n [2 ー(/ Ja] Jo(kp’ sin の dp = =. 2"nlJa AQ) (4.10.44) 


将 它 代 入 (4.10.38) 3X, 便 得 到 圆 口 径 渐 减 振幅 分 布 的 远 区 辐射 场 为 


a n 
Ep(r)|g = CoEox (1 + cos) [ Ë — (p /aY | Jo (kp! sin 0) р'др' 


2 
= Co Eon (1 + cost) jn Pn! Jnl) 


_ CoEoA 1 + cosó 


LT a ^ua) (4.10.45) 
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式 中 . ゅ ニー ka sin0 = TD sind; D = 2a 为 口径 的 直径 ; A = na? 为 口径 的 面积 ; 而 


Anyi (Y) = 2" (п + 1)! us (4.10.46) 


函数 AL i 称 为 Lambda 函数 091. 
同样 地 , 对 于 H 平面 , 将 (4.10.35) 代入 (4.10.25) 式 后 得 


a n 2 — ‚_. 2, 
Ер(т)\н _ ов! + гон / h _ (p ЭЙ / elke sin Ө sin の 40) рар! 
(4.10.47) 
H (4.10.37) 式 可 知 , 关于 dy’ 的 积分 等 于 2nJo(kp sin Ө), 于 是 得 


Ep(r)|g = CoEox (1 + cosb) / ° [2 - (p lay| Jo(kp'sin8)p'dp! ^ (4.10.48) 


这 与 (4.10.38) 式 完全 相同 , 因而 , RNR 
Co Eo A 1 + cos 


Ep(r)|y = nil 3 Andi (b) (4.10.49) 
故 在 EVRA H 平面 天 线 的 方向 性 图 因子 均 为 
ちの = な の = 2057 (0) (4.10.50) 


AH, y = kasinó = АР anf. 
方向 性 图 因子 Lambda 函数 Anyi – Ylin = 0 ~ 3) 的 关系 曲线 示 于 图 4.10.4. 


Ag 


f(0) 


0 2 4 6 8 10 Y 


4104 ЖЕЛ B] ORT RISE 


24 ga/^ BAN, 对 于 主办 有 (1 + c0s 0) /2 == 1, 此 时 E 平面 和 H 平面 波束 的 
ЗЕЙ RE 209 可 由 函数 AL G) = 1/2 时 相应 的 y 确定 . 从 所 得 Anyi — p 曲线 
或 通过 数值 计算 , 不 难 求 得 对 于 给 定 的 圆 口 径 渐 减 分 布 的 形式 ( 即 ” 值 ), 半 功 率 点 
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处 的 dun 值 ; 以 及 第 一 边关 的 位 置 psi 和 边关 相对 主 四 的 电 平 的 分 贝 数 SL. 已 
知 don, WERE Е 209 为 


wo 入 の 
209 = 2 arcsin (S92) = Vuo A 


D x D (rad) (4.10.51) 


例如 , 34 n = 0 时 , 可 求 得 wo © 1.6164 和 Yso ғ 5.125, 此 时 , 主办 宽度 200 = 
LO3A/D, SL, = 101g(—0.1323)? = —17.64В; 34 m = 1 FF, 可 得 dy. 1.9944 
Al psi =: 6.381, 此 时 , 209 =: 1.26\/D ,SL, = 101g(—0.05862)? = —24.6dB; `4 
n = 2 时 , DRE duo c 2.3133 和 ws。 c 8.87, ШЕ, 200 = 1.65A /D, SL, = 
10 1g(—0.01592)? = —36.0dB. 这 些 结果 表明 , 増大 п 信 ( 即 增 大 口径 振幅 分 布 渐 减 
程度 ) 可 使 边 瓣 降低 , 然 将 导致 主 狗 宽度 增加 . 


4.10.3 ”口径 场 相位 偏 移 对 辐射 的 影响 


对 于 口径 型 微波 天 线 , 一 般 要 求 口径 4 上 具有 均匀 的 相位 分 布 , 或 者 按 天 线 设 
计 要 求 的 给 定 相位 分 布 (可 有 一 定 容 差 ). AM, 对 于 实际 的 天 线 , 通常 由 于 在 天 线 
制造 加 工 、 装配 过 程 中 , 技术 上 不 可 能 实现 理论 上 的 要 求 而 会 引入 偏离 所 需 口径 相 
位 分 布 的 相差 ; 例如 , 对 于 抛物 面 (或 透镜 ) 天 线 , 口径 上 要 获得 所 需 的 均匀 相位 分 
布 , 则 要 求 天 线 馈 源 应 是 一 理想 点 源 , 并 位 于 焦点 上 , 且 抛 物 面 (或 透镜 ) 具有 理想 
的 几何 形状 , 但 这 些 实际 上 均 难 实现 . 因此 , 天 线 口 径 的 相位 分 布 与 所 要 求 得 分 布 
总 会 出 现 偏离 , 而 具有 一 定 的 不 均匀 性 . 

口径 上 的 相位 不 均匀 分 布 一 般 地 可 写成 


Ф(2',у') = cz! + coz"? + egr? +- 


+ diy + ау? + dzy” + (4.10.52) 


以 下 我 们 分 析 和 讨论 (4.10.52) 式 中 线性 律 、 平 方 律 和 立方 律 相 位 偏 移 对 方向 图 的 
影响 . | 

1. 直线 律 相位 偏 移 

当 平 面 波 垂直 入 射 到 口径 平面 AN, 口径 上 的 场 是 同 相 的 , 而 当 平 面 波 沿 着 与 
A 的 法 线 作 一 定 角度 a 入 射 时 , 口径 场 的 相位 将 按 直 线 律 变 化 , 如 图 4.10.5 所 示 . 

BORG Ый x 方向 极 化 , 其 振幅 分 布 是 变量 可 分 离 型 , Ң F(z y’) = F(a’), 
而 相位 分 布 仅 沿 口径 z 轴 方 向 按 线性 律 偏 移 , 即 沿 y 轴 方 向 振幅 和 相位 均 是 均 勾 
分 布 . 故 

F(x y) =F) 和 Ty) = еј (A.10.53) 
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图 410.5 ”直线 律 的 相位 偏 移 
式 中 , 8」 是 口径 上 沿 z 箱 的 最大 相 位 偽 移 量 . 将 (4.10.53) 代入 (4.10.3) 式 , 有 


2 


—jkr nora . af 
Ep(r)|g = j (1 + cos) E, | rael sin 0—jó, 22 da! dy! 
T 
n 


еј" 


b 2 
ュー (1 + cos の) Eo / dy / F(a el (kin 0 4204.10.54) 
一 五 —g 


=] 


将 上 式 与 同 相 场 情 形 的 (4.10.5) 式 比 较 可 见 , 除了 被 积 函数 中 指数 项 前 者 为 为 
elkasin® Ji exp [j (k sin0 — 26; /а) 2] 外 , 两 者 积分 形式 完全 相同 , 因此 , 口径 
上 存在 振幅 分 布 F(z 人 ) 与 线性 律 相位 分 布 (ó, Z 0) 时 , 方向 图 的 形状 没有 改变 , 只 
是 整个 方向 图 产生 了 偏转 , 即 最 大 辐射 方向 偏转 了 一 个 角度 0, 该 偏转 角 0 而 可 由 
зіп(ф — бу) (Ф — бу) = 1 ME. 此 时 应 有 


の 1 Ó1 = T sin @ ôi =0 


由 此 可 解 得 
. (hA 
0 = arcsin 的 (4.10.55) 

5: BAK, 偏转 角 9 BAK. 口径 上 直线 律 相 位 偏 移 可 以 产生 方向 图 偏转 这 个 特性 
已 被 广泛 地 用 于 雷达 扫 瞄 天 线 中 . 

2. 平方 律 相位 偏 移 

当 球 面 波 或 柱 面 波 入 射 到 平面 口径 上 时 , 口径 面 上 将 产生 平方 律 的 相位 偏 移 . 
例如 , 当 抛物 面 天 线 的 馈 源 偏离 焦点 时 ,就 会 产生 平方 律 相 移 ; 又 如 从 扇形 和 角 锥 


形 喇 叭 天 线 张 开 处 向 口径 传播 的 波 分 别 具 有 柱 面 波 和 球面 波 特性 , 因而 其 口径 平面 
上 亦 将 会 产生 平方 律 相 移 . 
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设 和 矩形 口径 场 沿 z 方向 极 化 , 其 振幅 分 布 Flay) = Fla), 而 相位 分 布 仅 沿 
口径 z 轴 方 向 按 平方 律 偏 移 ; Wr у 轴 方 向 振幅 和 相位 均 是 均匀 分 布 . 故 
F(a’, y) = F(z) 和 g(x’,y) = QE) (4.10.56) 


AP, 62 是 口径 上 沿 z 轴 的 最 大 相位 偏 移 量 . 
将 (4.10.56) 代入 (4.10.1) 式 , 有 


—jk 
Ep(r)lg е — (1 + cosf) [re Јек sine- -ie (2) dz'dy' 


—jk . MAY 
= jŠ (a + cos f а f? F(a et sing-j& (38) a, 
a -4 
1 1 sk! sin 035, ( 222)? 
ы! F (ag mea) dz/ (4.10.57) 
-$ 


AP, A = ар. A (1 + соѕ0) /2 ERROR, Ep(r)|, 的 方向 特性 主要 取决 于 方向 
图 因子 : 
f. (0) = z F(a’ eis? sin 6— cie (1E) dz (4.10.58) 


现 作 变 数 变换 , 引入 新 变数 : z = -一 , dz' = zdz Ж = ка sin = 52 sin 6, + 
是 (4.10.58) 式 fg(9) 可 化 为 


9.(0) = sf. F (az /2) eit? i622" dz (4.10.59) 


积分 形式 的 。( ゅ ) REL v 为 变量 的 方向 图 因子 . 欲求 此 积分 原 函 数 的 解析 式 是 
困难 的 , 但 当 5, 值 较 小 时 , 可 应 用 ee = S zm /ml, 将 e 展 成 级 数 后 再 进行 逐 
项 积分 , 并 取 其 前 两 项 作为 近似 , 即 ” ” 

1 


1 
gs (Y) = 5 "i F (az /2) 9"? p (—j6222)" т) dz 


m=0 


= Lea C Q^ = if 27" (ах /2) ејд 


1 
や 3 sf F (az /2)el%zdz 一 i2 / z?F(az/2)e'*dz (4.10.60) 
EST -1 


55 — AH, (4.10.59) 式 积分 亦 可 采用 数值 积分 法 进行 积分 . 此 时 , 将 它 写成 
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24) = 5 Í F (az /2) eos(0z) + jsin(92)] [cos(G22?) — jsin(822)] dz 
= jf F (az /2) [cos(wz) cos (022?) + sin(v) sin (022?)] dz 
43 / F (az/2) [snos cos (22) — осеб) sin (322?)] qa 


二 式 中 车 被 积 函 数 为 奇 函 数 时 其 积分 值 为 零 对 于 均匀 和 余弦 振幅 分 布 , F (az /2) 
为 偶 函 数 , 故 有 : if F (az /2) sin(yz) sin (622?) dz = foro: /2) sin(Vz) cos. 
(5222) dz = 0, 于 是 


0) = | Е (az /2) [cos(wz) cos (622°) 一 jcos(@z) sin (8222) dz (4.10.61) 
而 功率 方向 图 型 为 : 
Pe (H) = 9.00) ge (H) 
= | n ` F(az /2) сов) cos (あめ ) dz | 


2 


+ | / F(az /2 ) cos(wz) sin (5927) dz (4.10.62) 


由 于 有 现成 的 数值 积分 子 程序 可 供 使 用 , 因而 对 于 积分 p。( め ), 采用 数值 积分 
法 将 十 分 简便 、 计 算 精度 较 高 ; 且 可 适用 于 较 大 的 ó, 值 . 图 4.10.6(a) 和 (b) 就 是 
采用 数值 积分 法 分 别 求 得 的 矩形 口径 场 上 最 大 相位 偏 移 为 5 = (0 ~ л) 的 平方 律 
HE 均匀 振 幅 和 余弦 振幅 分 布 的 归 一 化 功率 方向 图 p。( ゆ め -. 平方 律 相差 是 对 称 
的 相差 , ps (v) 相对 yw = 0 是 对 称 的 , 故 图 中 仅 给 出 了 方向 图 的 > 0 部 分 . 


(a) 均匀 振幅 分 布 (b) 余弦 振幅 分 布 
图 4.10.6 平方 律 相 移 对 方向 图 的 影响 
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从 图 中 可 看 出 , 当 9。 = 0 增 大 至 & = л /2, 方向 图 主办 的 位 置 未 变 , WMA 
増大 , 并 且 随 着 ó> 的 增 大 主 锥 与 边 瓣 混在 一 起 而 形成 更 宽 的 波束 ; 若 相位 偏 移 过 
大 还 将 导致 方向 图 更 加 恶化 . 因此 , 在 天 线 设 计 中 总 要 求 尽量 减 小 口径 上 的 平方 律 
相 移 . 


3. 立方 律 相 位 偏 移 
设 和 矩形 口径 场 沿 z 方向 极 化 , RIO P(e’, y') = Fl), 而 相位 分 布 仅 沿 
口径 z 轴 方 向 按 立 方 律 偏 移 ; 沿 у 轴 方 向 振幅 和 相位 均 是 均匀 分 布 . 故 


Fay) = (т) 和 Bay) (2) (4.10.63) 


AP, дз 是 口径 上 沿 z 轴 的 最 大 相位 偏 移 量 . 
口径 上 具有 立方 律 相差 的 方向 图 亦 可 采用 在 平方 律 相差 情形 相同 的 近似 方法 
进行 分 析 和 处 理 . 此 时 , E 面 方 向 图 因子 的 表示 式 为 


1 ft , 3 
=L aj(%z 一 5az ) 10. 
9s( ゆ ) = 5 J ке) dz (4.10.64) 
24 бз 值 不 大 时 , 相应 (4.10.60) 式 的 表示 式 为 


9ь(%Ф) = Y CY COs)" JI F (az /2) z9 gv 4 
m=0 ` 一 1 


1 1 
RI 3 / F (az /2) e'"*dz 一 Е / F (az /2) 7el ツ 2dz (4.10.65) 
-1 -1 


由 于 数值 积分 法 十 分 简便 、 计 算 精度 较 高 ; 且 可 适用 于 较 大 的 оз 值 情形 , 故 对 
于 立方 律 相位 偏 移 的 方向 图 p。( ゅ )- ゅ 仍 应 用 数值 积分 法 计算 . 此 时 , 我 们 将 (4.10.64) 
写成 : 


9ь(%)= 3, F (az /2) [cos(wz) + jsin(vz)] [cos(ósz2) — jsin(ósz3)] dz 
I 
= > / F (az /2) [cos(vz) cos (0323) + sin(wz) sin (53z°)] dz 
+5 f. F (az /2) [sin(viz) cos (632%) — cos(bz) sin (532°) | dz 


对 于 均匀 和 余弦 振幅 分 布 , ge(yW) 虚 部 的 积分 被 积 函数 为 奇 函数 , 其 积分 为 零 , 故 


gs) = / F(az /2 ) [cos(wz) cos (632°) + sin(wz) sin (632%) ] dz (4.10.66) 
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而 功率 方向 图 型 为 
Ppl?) = gg) ` дь” (20) 
1 2 
= {/ F(az /2) [cos(%z) cos (652?) + sin(wz) sin (632%) | az} (4.10.67) 


对 于 矩形 口径 场 具 有 均匀 振幅 和 余弦 振幅 分 布 、 具 有 立方 律 的 相位 偏 移 情形 ， 
其 归 一 化 功率 方向 图 p ぁ ( ゅ )-w 曲线 如 图 4.10.7(a) 和 (b) 所 示 . 为 使 图 中 曲线 清 析 起 
見 , 仅 对 最 大 相位 偏 移 为 53 = x /2 TET VERE; 为 便于 比较 , 图 中 也 给 出 了 бз = 0( 同 
相 场 ) 时 的 结果 . 


wdB 


(a) 均匀 振幅 分 布 (b) 余弦 振幅 分 布 
图 4.10.7 立方 律 相 移 对 方向 图 的 影响 


从 图 中 可 看 出 , 由 于 立方 律 相 差 是 不 对 称 相差 , 故 当 存在 有 ds Z 0 相位 偏 移 
时 , ERTER ERES, 还 产生 与 主办 不 对 称 的 边 辩 , 且 靠 近 主 六 一 侧 的 边 
辩 电 平 较 另 一 侧 为 大 . 立方 律 相位 偏 移 对 雷达 天 线 的 工作 是 十 分 有 害 的 ， 它 极 易 混 
清和 误导 我 们 观察 的 目标 . 立方 律 相差 也 称 慧 形 相差 

以 上 已 讨论 了 口径 上 相位 偏 移 对 方向 图 的 影响 . 一 般 来 说 , 口径 上 的 偏离 设计 
要 求 的 相位 不 均匀 将 会 导致 方向 图 主 六 宽度 的 变 宽 , 以 及 整个 边关 的 电 平 增高 
4.10.4 ”口径 型 天 线 的 方向 性 系数 和 增益 


现 考 虑 天 线 的 方向 性 系数 和 增益 与 口径 场 的 关系 . 

REX, 天 线 方向 性 系数 D 是 天 线 在 最 大 辐射 方向 的 功率 与 天 线 在 各 方向 辐 
射 功率 的 平均 值 之 比 . 天 线 口径 辐射 的 总 功率 Pr 等 于 流 过 口径 的 功率 , 即 坡 印 亭 
矢量 沿 口径 平面 的 法 向 分 量 对 口径 的 积分 , 故 总 功率 为 


- TP J IBY (âz - 8)dz' dy, (4.10.68) 
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对 于 均匀 口径 场 相位 分 布 , 有 O(c’, y) = 0, 8-4, = 1; 由 (4.10.68) 式 , 在 各 方 
向 辐射 功率 的 平均 值 为 


Py, = TEES = / / |F(2’,y)|? da/dy' (4.10.69) 


并 且 已 知 口径 上 相位 分 布 为 均匀 时 , 辐射 最 大 方向 为 z 轴 方 向 , 即 9 = 0 方向 , 于 
是 由 (4.10.2) 式 可 得 点 P(r) 处 的 最 大 辐射 功率 为 


Pnax(r) = Pus = 5 (iam | JJ к=. y)dz' 2 (4.10.70) 


故 口径 型 天 线 的 方向 性 系数 D 可 表 为 


2 
p е, Uf ree] "I Lf pet] 

р = Bex 一 
Poo я слу) агау E MEE 


对 于 口径 上 振幅 分 布 为 均匀 照度 , F(c',y') = Eo, 于 是 便 有 


(4.10.71) 


A 
D = 4755 


式 中 , 4 = n dz'dy 为 口径 的 面积 
A 
对 于 矩形 口径 上 沿 z 方向 振幅 分 布 为 余弦 均匀 照度 , F(z',y') = Eo cos (nz! /a), 


则 有 
3 3 ; 2 
/ dy’ Eo cos ( =) dz’ 
4л |/-$ -$ a 8 A 


3 š - = 4m == 0.81. in (4.10.72) 
2 2 
/ dy’ E cos? (=) dz’ 
ー# -4 a 
对 于 一 般 情形 , 应 用 Schwartz 不 等 式 : 


2 
"i fgdz'dy| < n f?dz'dy np. (4.10.73) 


AH, f 和 9 是 两 个 任意 函数 . > f = F(x,y), g= 1, 我 们 有 


/ F(z’, の awdy| 


< f[ me の ^) dz'dy (4.10.74) 
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将 此 代入 (4.10.81) 3X, 便 有 
D < 4xA/X (4.10.75) 
因此 , 当 口 径 上 的 相位 分 布 为 均匀 分 布 时 , 均匀 照度 给 出 最 高 的 方向 性 系数 . 
一 般 地 , (4.10.75) 式 亦 可 写成 
D=v4nA /XX (v < 1) (4.10.76) 


RH, > 称 为 口径 利用 系数 , SORE, v = 1; 対 知 形 口径 余弦 照度 , ャ = 0.81. 
对 于 微波 天 线 , 天 线 效率 na ~ 1, 故 天 线 的 增益 为 
G =naD = D (4.10.77) 
410.5 “口径 型 天 线 辐射 场 的 一 般 性 质 


综 上 所 述 , 口径 天 线 的 辐射 特性 与 口径 的 电 斥 寸 (口径 尺寸 与 波长 之 比 ), 与 口 
径 场 的 振幅 分 布 和 相位 分 布 有 关 . RRE Е( H) 平面 的 口径 申 尺 寸 意 大 , 则 在 
相应 平面 内 方向 图 的 波 淤 宽度 愈 尖 锐 ; 相对 于 口径 场 均匀 照度 , 口径 场 的 振幅 渐 减 
分 布 可 使 方向 图 的 边 瓣 电 平 降低 , 但 主办 宽度 则 有 所 变 宽 ; 口径 场 的 线性 相位 偏 移 
可 使 方向 图 主办 产生 偏转 , 而 平方 律 与 立方 律 的 相位 偏 移 则 将 导致 方向 图 恶化 , 它 
们 在 天 线 设 计 中 是 必须 关注 的 . 表 4.10.1 给 出 了 以 上 求 得 的 口径 场 具 有 均匀 相位 
分 布 、 不 同 振幅 分 布 时 的 辐射 特性 . 


R 4.10.1 ”只 径 场 具 有 均匀 相位 分 布 、 不 同 振幅 分 布 的 辐射 特性 


oe oth SR Swe Fee Foe 
形状 分 布 函数 200 /rad ES Du 系数 计算 公式 
年 形 Ед = Eo 0.88- —13.2 an = 
矩形 EA = Eocos (=) 1182 23.0 0.81 x in : UY 
nz A A sin 
短 形 Ва = Босо? (T) — 14s 7820 0867 x Anas D = 0 | 
АЖ Ea = Eo 1042 —17.6 ans = 
BUE Ед = Eo Ë - (5/*] 1362 —24.6 0.75 x Ani. UR 
BDE ”EA = Eo Ë - (5)] ° 1472 —30.6 0.56 x Anis ae 


4.11 口径 型 天 线 一 一 口径 场 方法 的 应 用 


本 节 以 喇叭 管 天 线 、 透 镜 天 线 和 Cassegrain 天 线 为 例 , 说 明 口 径 场 方法 对 口径 
天 线 的 应 用 . 
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4.11.1 BAR XE 


没有 一 HRCA, 口径 尺寸 为 Dx5; 其 结构 和 选取 的 坐标 系 如 图 4.11.1 
所 示 . 


图 4.11.1 互 面 扇形 喇叭 管 天 线 


如 前 所 述 , 我 们 可 将 喇叭 管 天 线 分 为 内 部 问题 和 外 部 问题 . 由 内 部 问题 的 解 确 
定 出 喇叭 管 口径 上 的 场 ; 然后 再 按 Kirchhoff 公式 求 出 外 部 辐射 场 的 空间 分 布 、 增 
益 和 波束 宽度 等 . 

通常 , 我 们 假定 喇叭 管 口 径 上 的 场 与 无 限 长 喇叭 管 中 某 截 面 上 的 场 相同 . 采用 
柱 面 坐标 系 , 应 用 Maxwell 场 方程 组 可 以 解 得 满足 H 面 扇形 喇叭 管 边界 条 件 的 场 
分 布 . 类 似 于 矩形 波导 , 喇叭 管 中 的 场 亦 与 激励 的 波 型 有 关 . 图 4.11.2 是 其 中 激励 
ТЕ 型 波 的 电磁 场 分 布 , 它 与 波导 中 的 TEio 型 波 场 分 布 有 些 类 似 , 所 不 同 的 是 在 
扇形 喇叭 管 中 的 波 前 不 是 平面 , 而 是 p = 常数 的 柱 面 . 因而 口径 上 的 相位 分 布 是 不 
均匀 的 ; 此 外 , 场 的 振幅 与 VP 成 反比 . 


| 


= 


84112 H 面 扇形 喇叭 管 中 TE: 型 波 场 分 布 
因此 , 口径 上 的 振幅 分 布 可 近似 地 表 为 
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pu 
A(z',y') = Eo cos (=) (4.11.1) 


口径 上 的 相位 分 布 (2, у) 可 计算 如 下 : 

参见 图 4.11.1(b), 设 口径 中 心 点 O 的 相位 为 零 , HEM AOB 各 点 的 相位 
相等 ,并 等 于 零 . 口径 上 距 О 点 为 w 的 任意 一 点 M 落后 の 点 的 相位 角 为 : 

5, ux = 29 (Ун те - n) = 2 (5 c) Gua 


Ap Ар \p\2 R 802 


式 中 , Ap 为 喇叭 管 中 的 导 波长 . 对 于 实际 情形 , 一 般 有 < R, 亦 即 有 az < R, 故 
上 式 中 仅 保 留 ” /R 的 平方 项 , 并 将 xp 用 和 代替 , 则 有 


by = 2 (4.11.3) 
这 样 , 对 于 H 面 扇形 喇叭 管 , 口径 上 的 场 分 布 可 写成 
u = Eo cos (=) elke (4.11.4) 


将 (4.11.4) 代入 Kirchhoff 公式 (4.9.22)( 口 径 相 位 不 均匀 很 小 时 , A ゃ ・s = 1), 
即 可 求 得 此 扇形 喇叭 管 天 线 的 辐射 场 , 并 由 此 得 出 增益 和 波束 宽度 等 有 关 喇 叭 管 
天 线 的 方向 图 , 增益 等 祥 细 计算 , 一 般 超 高 频 天 线 书 中 均 有 和 叙述, 并 附 有 设计 曲线 ， 
这 里 不 再 细 述 . 

4.11.2 RARE 


透镜 是 利用 一 种 折射 媒质 使 方向 性 较 弱 的 原 辐射 器 出 射 的 球面 波 在 通过 透镜 
后 转换 为 平面 波 , 亦 即 变 成 方向 性 较 强 的 辐射 ; 或 者 转换 为 给 定形 状 的 波 前 , 即 所 
谓 的 赋 形 波束 . 

构成 透镜 的 材料 可 采用 的 低 损 耗 的 天 然 介 质 (折射 率 n > 1), INARA AGE TE 
Ж, 如 金属 延迟 介质 (m > 1) 或 波导 介质 (n < 1). 

设 有 一 单 面 透 镜 ( 仅 一 面 有 波 的 折射 ) 如 图 4.11.3 所 示 , F 点 置 有 一 点 源 辐射 
器 . TOT 是 透镜 的 剖面 , FO = 7( 焦 距 ), TOT’ 上 任意 一 点 PU F ARAN RAE 
标 是 (r,0), 而 以 O 点 为 原点 的 直角 坐标 为 (z, у). 

为 了 在 透镜 口径 上 获得 平面 的 相 波 前 , 则 从 F 点 发 出 的 波 到 达 口 径 上 任意 一 
点 的 电 长 度 必 须 相 等 , 亦 即 应 有 


FP=FO+n0Q 8 r=f4n(rcosé-—f) (4.11.5) 
由 此 可 解 得 透镜 的 剖面 方程 为 
r= CDS (4.11.6) 


Tr. cos 0 — 1 
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对 于 n> 1 的 透镜 , 这 是 原点 在 一 个 焦点 上 、 偏 心率 为 n 的 双 曲 线 . 故 对 于 球 
面 透 镜 透 镜 剖 面 是 旋转 双 曲 面 ; 对 于 柱 面 透镜 , 则 是 双 曲 柱 面 . 


T ”透镜 口径 
图 4.11.3 ÉTEXEGEB ERU ‹ 


若 采 用 直角 坐标 , (4.11.5) 式 可 表 为 
(ж + f)° +y? = f + mz 


或 А 
(n? —1)22 +2 (п – 1) fz-3? = 0 (4.11.7) 


以 上 透镜 剖面 的 设计 在 于 给 出 透镜 口径 上 有 均匀 的 相位 分 布 ; 透镜 口径 上 场 的 振幅 
分 布 则 与 点 源 辐射 器 的 方向 图 有 关 . 由 4.10 节 中 的 分 析 , 已 可 知 欲 获得 尖锐 的 辐 
射 方向 图 , 透镜 口径 上 最 好 有 均匀 振幅 分 布 , 不 过 此 时 边 辩 的 相对 电 平 也 较 高 , 所 
以 实际 上 总 是 设计 口径 上 的 场 振幅 分 布 有 一 定 的 渐 减 以 保持 有 较 强 的 方向 性 与 适 
当 的 边 准 电 平 . 

现 考 虑 球面 透镜 情形 . 设 PO) 为 点 源 辐射 器 在 0 方向 上 单位 立体 角 辐 射 的 功 
Ж; P(p) 为 口径 面 上 与 此 9 角 相应 点 (距离 轴线 为 p) 处 单位 面积 所 辐射 的 功率 . 


图 411.4 ”球面 透镜 口径 振幅 分 布 的 计算 


P(6)dQ = P(p)dS 
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参见 图 4.11.4, 不 考虑 透镜 表面 的 反射 , 根据 能 量 守恒 原理 , 我 们 有 
P(p) dn _ sinédé 


P() = ad dp (4.11.8) 
. манд dp (rn—1)fsin® 
将 p=rsind 和 (4.11.6) XX, 以 及 求 得 的 g= (ncosó — D 代入 式 后 , 便 有 
3 
PO ШТ eae er (611.9) 
相应 的 振幅 分 布 则 为 
3 
ro = ысу xd; re — 7 (4.11.10) 
或 写成 
A(p) = f(0)A(0) (4.11.11) 
其 中 ， 
f(0) = (ncos@ — 1)" (4.11.12) 


f? (n — 1)? (n — cos 0) 
对 于 不 同 的 折射 率 值 ヵ , f(0) FH 0 = bo = 0 时 的 值 归 一 化 后 , 画 得 的 f (0) / f (00) 
与 的 关系 曲线 如 图 4.11.5 所 示 . 


1.0 


图 4.11.5 “透镜 不 同 折射 率 n 时 的 /(0)//(0)-Ө 的 关系 


从 上 图 可 见 , 即使 原 辐射 器 是 无 方向 性 的 点 源 (4(9) = 常量 ), 由 于 透镜 的 折 
射 作用 , 口径 上 场 的 振幅 分 布 将 自 口 径 中 心 向 边缘 逐渐 减 小 ; 如 果 原 辐射 器 的 4(9) 
了 9 增 大 而 减 小 , 那么 在 口径 上 场 振幅 分 布 将 自 口径 中 心 向 边缘 减 小 更 其 , 并 且 随 
n 值 减 小 也 变 得 更 快 , 所 以 场 有 和 集中 在 轴线 附近 的 倾向 . 
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由 (4.10.11) 式 可 知 , 若 已 知 点 源 辐射 器 方向 图 4(9), 则 口径 场 振幅 分 布 即 可 
算出 ; 因 口 径 上 的 相位 分 布 为 均匀 , 故 按 前 述 口径 场 法 就 能 计算 出 透镜 天 线 的 方向 

以 上 分 析 了 实现 球面 波 一 平面 波 转换 , 给 出 了 具有 均匀 折射 率 单 面 透镜 所 具 
有 的 剖面 方程 (4.11.6) 或 (4.11.7); 然而 , 这 种 不 同形 式 波 之 间 的 转换 也 可 以 采用 球 
透镜 来 实现 . 这 时 , 透镜 的 形状 为 球形 , 但 具有 不 均匀 的 折射 率 n(7). 

图 4116 给 出 了 两 种 球 透镜 1115,27, 其 中 (a) 称 为 标准 Luneburg ( 龙 伯 ) 8 
镜 , 图 (b) 称 为 Maxwell 鱼 眼 透镜 , 它们 是 美 籍 德国 数学 家 R. K. Luneburg 提出 的 . 


平面 相 波 前 


平面 相 波 前 
(a) 标准 Euncburg 透镜 (b) Maxwell f& BE 


图 411.6 Luneburg BRIBE 


参见 图 4.11.6(a), 点 源 辐射 器 置 于 透镜 表面 的 FP. HAA F 点 出 发 , 在 透镜 
内 射线 为 曲线 , 离开 透镜 后 沿 直 线 传播 , 口径 面 A 处 为 平面 相 波 前 .因而 , 标准 
Luneburg 透镜 将 球面 波 转换 成 了 平面 波 . 
设 a 为 球 透 镜 半径 ; r 为 相对 于 球 心 的 径 向 距离 , 则 Luneburg 透镜 的 折射 率 
可 表 为 
n(r) = 2 — (п/а)? (4.11.13) 


透镜 内 的 射线 的 轨迹 方程 为 : 
12 — 2zz cota + 22(1 + 2 cot?a) = a? (4.11.14) 


AY, a 是 离开 源 辐射 器 的 射线 束 与 y 轴 的 夹 角 . 
由 (4.11.13) 式 可 見 , Æ r = 0 球 心 处 , п = 2 具有 最 大 值 ; 在 т = a 球 表面 处 ， 
п = 1. 因此, 透镜 的 表面 与 自由 空间 的 波 阻 抗 相 匹 配 , 其 上 没有 反射 和 折射 现象 . 
由 于 球 透镜 具有 径 向 对 称 性 , 其 方向 图 可 在 360° 范围 内 进行 扫描 而 不 产生 失 
真 : 若 在 F 处 用 反射 器 代 以 源 辐射 器 便 是 一 雷达 全 方位 反射 器 , 可 用 作 人 工 目标 和 
雷达 信 标 . 因此 , Luneburg 球 透 镜 是 一 类 受到 关注 的 透镜 天 线 . 
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图 4.11.6(b) 所 示 的 Maxwell 鱼 眼 透镜 可 将 自 焦 点 F 的 点 源 辐射 会 聚 到 球面 
上 的 另 一 个 焦点 F 的 点 源 辐射 . Maxwell 鱼 眼 的 折射 率 可 表 为 
2 E 


透镜 内 的 射线 的 轨迹 方程 为 
2? + z? + 2z ctga = а? (4.11.16) 


AF, a 是 离开 源 辐 射 器 的 射线 束 与 у 轴 的 夹 角 . 

由 图 4.11.6 (b) 可 见 , 如 果 我 们 只 用 此 球 的 左 半球 作 透 镜 , 则 在 口径 4(z = 0 
平面 ) 上 所 有 出 射 的 射线 都 与 z 轴 平 行 , 平面 4 为 等 相 面 . 此 时 , 半 个 Maxwell fi 
眼 即 可 将 位 于 F 处 的 点 源 的 辐射 转变 成 向 自由 空间 辐射 的 平行 波束 . 然 此 时 由 于 
在 口径 4 上 的 折 射 率 Z 1, 故 将 引起 一 定 的 能 量 反射 . 

4.11.3 Cassegrain( FRR) KR 


Cassegrain 天 线 主 要 有 三 部 分 组 成 : (a) 主 反射 体 (抛物 面 ), (b) 副 反 射 体 ( 双 
曲面 ), (c) 馈 源 , 如 以 上 图 4.11.7 所 示 . 


喇叭 馈 源 


图 4.11.7 Cassegrain 天 线 示意 图 


双 曲 面 有 两 个 焦点 F 和 F. F 称 为 实 焦点 , 『 称 为 虚 焦 点 . 在 Cassegrain 天 
线 中 , 双 曲 面 的 虚 焦 点 F 亦 是 抛物 面 的 焦点 F, 两 者 重合 , 而 馈 源 则 处 在 双 曲 面 的 
KRA F 上 . 

应 用 双 曲 线 和 抛物 线 的 几何 性 质 , 将 不 难 证 明 : 从 E" 点 发 出 的 球面 波 经 过 双 
曲面 和 抛物 面 两 次 反射 后 , 在 抛物 面 的 口径 上 可 获 平面 波 . 参见 图 4.11.7, 即 对 任 一 
射线 , 有 

F'B+ BO + CD = 常数 (4.11.17) 
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事实 上 , 由 双 曲 线 的 几何 性 质 可 知 , C, B, F 位 于 一 条 直线 上 , 并 且 有 
F'B-~FB=(, (4.11.18) 


这 里 , C1 = 2a 是 双 曲 线 的 两 顶点 间 的 距离 , 为 一 常量 . 
又 由 抛物 线 的 几何 性 质 可 知 , 有 


FB+BC+CD=C, (C2 亦 为 一 常量 ) (4.11.19) 
СЕН (4.11.18) 和 (4.11.19) AEA 
F'B + BC + CD = С, + €; = Cs( 3 8) (4.11.20) 


这 就 是 说 , 在 Cassegrain RAF, 天 线 口 径 面 为 一 等 相 面 ( 见 图 4.11.8). 


图 4.11.8 Cassegrain 天 线 球面 波 一 平面 波 


按 口径 场 法 , 为 了 分 析 和 计算 Cassegrain 天 线 系 统 的 辐射 特性 , 我 们 还 需 知道 
天 线 口径 上 场 的 振幅 分 布 , 它 决定 于 馈 源 的 方向 图 f(b) 和 Cassegrain 天 线 系统 的 
几何 特性 , 因此 , 我 们 需要 根据 几何 光学 方法 由 射线 对 应 关系 确定 出 口径 上 坐标 y 
与 辐射 角 ゅ 的 关系 , 从 而 得 出 口径 上 场 的 振幅 分 布 Aly). 

一 种 方法 是 采用 所 谓 “ 等 效 抛物 面 * 法 . 它 的 意义 是 把 复杂 的 Cassegrain RE 
系统 等 效 成 一 个 抛物 面 ( 即 “ 等 效 抛物 面 "), 而 把 天 线 涉 及 的 问题 简化 为 具有 相同 
馈 源 、 但 主 反射 器 不 同 的 单 抛物 面 天 线 的 设计 . 

参见 图 4.11.9, 我 们 绘 出 从 馈 源 以 不 同 ゅ 角 出 射 的 射线 经 双 曲 面 和 主 抛物 面 
两 次 反射 后 的 各 条 平行 于 z 轴 射 线 ; 再 绘 出 馈 源 以 不 同 v 角 出 射 的 射线 的 延长 线 ; 
然后 确定 出 这 两 组 射线 对 应 不 同 y 角 时 的 各 个 交点 . 可 以 证 明 联结 这 些 交 点 所 得 
到 的 等 效 曲面 为 一 等 效 抛物 面 , 其 口径 与 主 抛物 面 的 口径 相同 , 而 焦距 则 较 主 抛物 
面 的 焦距 为 长 . 
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从 图 4.11.9, 我 们 注意 到 , 在 此 情况 下 Cassegrain RRRA BE y 5 v» AR 
对 应 关系 与 相同 馈 源 、 采 用 等 效 抛物 面 时 的 y 与 v 角 的 对 应 关系 是 相同 的 . 因此 ， 
利用 等 效 抛物 面 确 定 出 的 口径 场 分 布 就 是 我 们 所 欲求 的 Cassegrain 天 线 口径 场 分 
du. BORE, 采用 了 “等 效 抛物 面 * 的 概念 就 把 Cassegrain 天 线 的 设计 问题 化 为 一 般 
抛物 面 天 线 的 射 计 问题 . 


4.11.9 Cassegrain 天 线 “ 等 效 抛物 面 ” 


关于 Cassegrain 天 线 的 几何 参数 , 和 它们 之 间 满 足 的 关系 式 , 以 及 与 Cassegrain 
天 线 的 等 效 抛物 面 的 证 明和 焦距 的 确定 可 见 附录 G. 
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电磁 波 在 空间 的 传播 过 程 中 遇 到 障碍 物 (如 金属 物体 , 或 与 所 在 空间 媒质 参数 
不 同 的 物体 ) 时 就 会 产生 波 的 散射 ， 此 类 障碍 物 常 称 为 散射 体 . 显然 , 散射 波 场 强 
的 空间 分 布 与 散射 体 的 材料 电磁 特性 及 其 电 尺寸 大 小 、 形 状 和 结构 ( 即 其 物理 性 质 
和 几何 ) AK. 如 散射 体 的 形状 可 以 是 规则 的 简单 柱 体 、 球 体 , 或 其 它 不 规则 的 形 
体 ; 材料 可 以 是 良 导 电 体 、 介 质 体 、 外 包 有 一 层 介 质 的 良 导 体 或 由 多 种 材料 组 合 在 
一 起 的 复合 结构 等 ; 此 外 , 介质 还 有 无 耗 、 有 耗 、 各 向 同性 与 各 向 异性 等 区 别 . 

电磁 波 散射 问题 具有 广泛 的 工程 应 用 , 特别 是 军用 雷达 , 它 一 直 是 微波 理论 与 
技术 领域 研究 的 热点 .雷达 即 是 利用 其 天 线 所 发 射 的 电磁 波 遇 到 目标 ( 即 障 但 物 ， 
如 导弹 、 战 机 等 飞行 体 或 舰艇 等 ) 后 所 产生 的 散射 波 来 发 现 和 识别 目标 的 . 所 谓 隐 
身 飞机 等 则 是 设法 减低 散射 波 的 场 强 使 雷达 难以 发 现 . 此 外 , 利用 电离 层 、 对 流 层 
进行 散射 通信 ; 应 用 遥感 技术 分 析 和 了 解 地 面 植被 和 海浪 波动 的 随机 散射 情况 ; 以 
及 地 下 勘探、 电磁 兼容 、 干 扰 抗 干扰 等 等 问题 都 牵涉 到 电磁 波 的 散射 ， 因此, 研究 
电磁 波 的 散射 机 理 、 分 析 与 计算 散射 场 强 的 大 小 与 分 布 , 具有 十 分 重要 的 实际 意义 . 

设 在 某 给 定 媒 质 空间 中 含有 障碍 物 时 真实 电磁 场 源 辐射 的 电磁 场 为 E. Н, 而 
不 含 障碍 物 时 辐射 的 电磁 场 为 E H, 电场 和 磁场 的 改变 量 分 别 为 E? 和 H°. 则 
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定义 E? 和 分 别 为 散射 波 电 场 和 磁场 , 即 
E°? = E — F: (4.12.1) 
H° = H - H: (4.12.2) 
式 中 , Et 和 H: 分 别称 为 入 射 波 电场 和 磁场 ; E 和 H 分 别 为 媒质 空间 中 含有 障碍 
物 时 场 源 所 产生 的 总 电场 和 总 磁场 , 它们 是 相应 的 入 射 波 场 与 散射 波 场 之 和 . 

严格 求解 电磁 散射 边 值 问题 ( 即 计算 散 射 场 ) 一 般 是 很 困难 的 , 除 概 少数 形状 
规则 的 简单 几何 散射 体 (如 圆柱 、 圆 球 、 椭 圆柱 和 椭 球 等 情形 )、 场 源 为 平面 波 或 柱 
面 波 、 散 射 体 的 媒质 为 简单 媒质 (其 参数 均匀 、 各 向 同性 ) 时 始 可 用 严格 的 解析 方 
法 求解 之 外 , 对 于 大 多 数 情形 , 则 需 采 用 高 频 近似 方法 或 数值 方法 . 高 频 近 似 方法 
适宜 求解 电大 尺寸 散射 问题 , 例如 , GO( 几 何 光 学 )、PO( 物 理光 学 )、GTD( 几 何 绕 
射 理论 )、UTD( 一 致 几何 绕 射 理论 ) 等 方法 , 它们 适用 于 电大 尺寸 的 散射 问题 ; 而 数 
值 方 法 则 适用 于 求解 与 波长 相当 和 电 小 尺寸 的 散射 体 或 复杂 形体 和 复杂 媒质 的 散 
射 问题 , 如 MM( 矩 量 法 )、FD( 有 限 差分 法 )、FDTD( 时 域 有 限 差 分 法 )、FEM( 有 限 
元 法 ) 、 BE( 辺 界 元 法 ), 以 及 混合 数值 方法 . 

随 着 电磁 理论 和 高 速 大 容量 电子 计算 机 技术 的 发 展 与 进步 , 促进 了 各 种 数值 方 
法 和 近似 方法 的 发 展 和 应 用 , 现今 业已 有 可 能 求解 一 些 复 杂 形 体 和 复杂 媒质 、 电 大 
尺寸 的 散射 问题 , 并 形成 了 一 门 新 的 学 科 “计算 电磁 学 ". 有 关 电 磁场 数值 方法 的 论 
述 读者 可 参阅 相应 专著 . 对 于 散射 问题 的 研究 , 解析 方法 仍 有 其 重要 地 位 , 它 是 求 
解 电磁 场 问题 的 基础 ， 本 书 将 应 用 解析 方法 来 分 析 和 讨论 平板 、 圆 柱 和 圆 球 的 平 
面 波 电磁 散射 , 尽管 所 局 限 的 是 规则 形体 和 简单 媒质 , 但 因 求 得 的 是 问题 的 精确 解 ， 
故 可 应 用 它 作为 近似 方法 和 数值 方法 的 检验 标准 ; 此 外 , 由 所 得 解 也 易于 求知 散射 
场 解 随 参 数 变化 的 趋势 , 从 而 可 更 深入 地 揭示 问题 的 物理 本 质 . 

雷达 天 线 的 辐射 图 型 多 为 方向 性 极 强 的 针 形 波束 , 所 辐射 的 电磁 波 可 近似 地 视 
为 是 一 平面 波 , 故 实际 上 所 需 研 究 的 电磁 散射 常 为 目标 的 平面 波 电磁 散射 . 平面 波 
散射 问题 是 电磁 理论 最 基本 的 问题 之 一 , 它 亦 是 工程 电磁 学 研究 中 一 类 重要 的 电磁 
场 边 值 问题 . 

设 有 一 平面 电磁 波 沿 z 轴 方 向 传播 , 此 时 仅 在 z 轴 迎 着 传播 方向 可 观测 到 有 
电磁 场 存在 ; 但 若 其 传播 途中 含有 障碍 物 , MRE z 轴 方 向 外 , 在 其 它 方向 上 也 可 
观测 到 有 散射 的 电磁 场 . 

对 于 二 维和 三 维 电磁 目标 的 散射 问题 , 分 别 应 用 以 下 雷达 散射 宽度 (RSW)ozp 
和 雷达 散射 截面 (RCS)csp 表示 它们 的 散射 特性 . 

二 维 目标 的 散射 宽度 оор 的 定义 是 


| Ер]. IHs]? 
= lim |2 = lim |2 4.12.3 
72D = роо | "P Igi? par "Pig? ( ) 
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三 维 目标 的 雷达 散射 截面 ap 的 定义 是 


ES? Hs)? 
озр = lim bs | = lim ие (4.12.4) 
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現在 , 我 们 来 研究 TM, 平面 波 入 射 到 条 形 导体 平板 的 散射 问题 . 具体 地 说 , 就 
是 要 求解 此 时 空间 中 的 散射 场 , 然后 按 (4.12.3) 式 求 出 此 二 维 问题 的 散射 宽度 сор. 

WE u.c 媒质 中 有 一 沿 z 方向 极 化 、3: 方向 传播 的 TM, 平面 电磁 波 斜 投射 
到 宽度 为 w KEX ce 的 条 形 导体 板 上 , 如 图 4.13.1 所 示 . 


(a) (b) 
图 4.13.1 (a) 平面 电磁 波 的 条 形 导体 平板 散射 (b) TM, 极 化 波 


入 射 波 的 电场 和 磁场 , 省 写 时 间 因 子 d 后 , 分 别 可 表 为 
E! = &,Eoe ік" (4.13.1) 


i 


AF, Eo 为 常数 , 是 入 射 波 电场 的 振幅 ; k = wyn 为 波 数 ; тр 为 媒质 波 阻 抗 ; 而 


. dL. А 
н = "d x Е! (4.13.2) 


3° = а, соз(л 一 i) — à, Sin( 一 pi) = —à4 cos o; — à, sin ps 
z Cos( e v^ ( 700) z e y 810 (pj (4.13.3) 
T = ат + Gy + azz 
故 (4.13.1) 和 (4.13.2) 式 可 写成 
E: = à, Eoeik(z cos р; +y sin の 。 ) (4.13.4) 
4 Eo ^ ・ ^ jk( Бау si 、 
H' = > ás sin pi + à, cos pi) ele cos pity sin ps) (4.13.5) 


这 里 , o; 为 - 相对 z 轴 度 量 的 角度 , 如 图 所 示 , 它 大 于 90°. 
当 平 面 波 投射 到 宽度 v 的 条 形 导体 板 上 时 , 在 其 表面 上 将 激励 有 表面 感应 电 
流 Js, 并 向 空间 辐射 . 因 条 形 导体 板 为 无 限 长 , 是 与 z 无 关 的 二 维 问题 , 故我 们 仅 
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需求 Js 在 zy 平面 (p, ys,0) 内 对 应 球 坐标 为 (r = p,9。 = 90°, ps) 处 所 产生 的 电 
磁场 , 即 散射 场 E^ 和 H5; 这 里 0, 和 ó, 为 散射 角 . 由 于 严格 求解 上 述 宽度 w 为 有 
限 的 导电 平板 上 的 面 感 应 电流 分 布 Js 很 困难 , 因而 难以 求 得 其 散射 场 的 精确 解 . 
下 面 将 采用 物理 光学 近似 , 即 假定 条 形 导 电 平 板 上 的 面 电流 密度 Js 可 近似 地 用 入 
射 波 投射 到 无 限 大 导电 平板 时 求 得 的 面 电流 密度 代替 ; 然后 再 应 用 磁 矢 量 势 A 法 
求 出 远 区 散射 场 , 并 最 后 按 散射 宽度 的 定义 得 出 宽度 为 ш. KEA оо 的 条 形 导 电 
平板 的 散射 宽度 . 

现 假定 条 形 导 体 板 的 宽度 w= oo, 即 考虑 TM, 平面 波 的 无 限 大 导电 平板 斜 入 
射 情形 , 此 时 将 仅 在 ぁ 。 等 于 反射 角 o, = л— v. 的 方向 上 有 电磁 场 存 在 , 反射 波 电 
场 和 磁场 可 表 为 


Е" = å, li Ege 9 7 (4.13.6) 
Hr = zs x Er (4.13.7) 

Е 
8" = à, cos Yr + à, sin Yr T = бт + буу 十 和 zz (4.13.8) 


iK TM, 反射 平面 波 的 电场 (4.13.6) 和 磁场 (4.13.7) 式 可 写成 
E” = &,T Ege he cos wrtysin pr) (A.13.9) 


Eo ,. N 4 : 
Н" = г (Gz sin pr 一 Gy cos pr) e jk(z cos pr ty sin er) (4.13.10) 


以 上 式 中 , p. ATM, 波 (垂直 极 化 波 ) 的 反射 系 数 : 和 о. 可 由 假定 条 形 导体 板 
宽度 ш = оо 时 其 表面 上 电磁 场 应 满足 的 边界 条 件 确定 出 . 对 于 完全 导电 的 ш = оо 
导体 板 ， 按 电场 边界 条 件 : Ez|y=0 = (E: + E;)|,_o = 0, 即 有 


Eš + Е" = mEo (eikz соз ез + Гуе соз er) =0 
由 此 得 Г, = -1 My, = x pl NET). 于 是 , (4.13.9) 和 (4.13.10) 将 分 别 化 为 
E" = —G, Ege (s coser tusin er) (4.13.11) 
_ Ёо 


H* (—à; sin pr + Gy cos Yr) eik(z cos erty sin pr) (4.13.12) 


AF, Г, ATM, 波 的 反射 系数 ; o, 亦 相 对 z 轴 度 量 . 
导电 平板 上 的 感应 电流 密度 可 根据 在 界面 上 的 磁场 应 满足 的 边界 条 件 ; 


Js|a= Ü = ñ x H'| y-0 = ñ x (H' + Н") =° (A.13.13) 
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确定 . RE, ñ = à, 为 界面 的 外 指法 向 单位 矢 ; H DS ARA, Ж (4.13.5) 和 (4.13.12) 
代入 上 式 ， 因 有 Pr = л Pi, 得 
Eg — Âr (sin piit? cos pi 上 sin pre ike’ cos er) 


Js = G, x 一 
la °° y n ^ .ajkz! cos pi —jkz' cos pr 
T à, | cos р;е! + cos pre 


B a 


=0 
=a! 


„ 2E, . pen! 
= à, — sin g, ejkz cos の s 
7 


假定 有 限 宽度 条 形 导 电 板 上 感应 的 面 电流 密度 .Js 近似 等 于 以 上 求 得 的 Sola, 


RI 5 2En : jkT’ сов; 
Js = Js|aA=co = az sin yel Pi (4.13.14) 


Js 就 是 散射 场 的 场 源 , 应 用 和 磁 矢 量 势 法 由 4 可 得 散射 电磁 场 . 由 (4.2.21) 式 可 
知 , 它 所 产生 的 矢量 势 AW 


aad [fen nt 
式 中 ， 


R= a (уи) (0) VI PT (AA3.6) 


这 里 , (p, yp,z) 为 柱 面 坐 标 ; 带 撤 的 为 源 点 坐标 , 不 带 撤 的 为 场 点 坐标 . 将 (4.13.14) 
和 (4.13.16) 代入 (4.13.15) 式 后 , 则 可 得 


(4.13.15) 


A= à," 0 elks’ cos pi qg’ 


ann |e Пр 2 * G- zy 
(4.13.17) 
可 以 证 明 , ЗИТ Hankel 函数 有 如 下 无 穷 积 分 表示 式 (参见 附录 Н): 
нб) _ j 十 oo ev 
0 (ax) = = = === (A.13.18) 
于 是 , (4.13.17) 式 可 化 为 
A = —à;j p sin ф; / Нб (k [р — p'at” созе: з 04.13.19) 


注意 到 : A 只 有 z 分 量 , 并 正如 对 二 维 问题 所 可 预期 的 , CS z 无 关 . 对 于 远 区 场 ， 
o> p.m 


lp 一 | = Vp? + (9)? — 2pp соз(ф„ — の ) ~ |: _ 26 cos(ps — の ) 
= p — p! cos( s — v) (4.13.20) 
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面 电流 密度 Js 存在 于 条 形 导电 平板 上 ， 参 见 图 4.13.1, йт z 轴线 有 р = 
a’,y' = 0, ЖЕ, 由 (4.13.20) 式 , 有 


lo — р | p — z' cos ps (A.13.21) 
X, GH Hankel 函数 有 大 宗 量 渐 近 式 : 
2 _. _ 2)., _ 
(5) = 4/2 enilenn/2—n/4) — теі 4.13.22 
ape) e ye үг (4.13.22) 


故 (4.13.19) 式 积分 中 的 Hankel 函数 可 写成 


2 2j —j —z' cos 
HŠ (2 (k |p — p "De, LM jk(p OS Ys) 


/ 2j eT? j ik es 
= z” сов 4.13.2 
于 是 , 远 区 矢量 势 4 可 化 为 
Eo / 2j е nud n jkz'( 十 cos pi) dr! 
A = —à,j—— sin qj eJ? 4008 p, T 608 Pi) dg 4.13.24 
on Мак ур PA J, ( ) 
积分 后 便 得 到 


,LW Po &ш ( +cos qi) 
A--à, J ыз COS ps pi 
a2) n Y 2xk 


. | kw 
sin っ (cos Ps + cos @;) ЕТУ 
х < sin ps — Ve (4.13.25) 
っ (cos Ps + COS (i) Р 


按 矢 量 势 А 法 , 由 (42.4) 和 (4.2.3) 式 , 已 知 4 所 产生 的 电磁 场 可 表 为 


E° = -jwA+ ーーV(V . A) (4.13.26) 


1 
н°= УХА (4.13.27) 


Ва = Aâ AF z ЗЕ, HS z ER, 故 (4.13.26) 式 中 的 第 二 项 V(V.4) = 0, 


、 (d _ 94。 。 
URVxA= ET Z tty Әр @。,(4.13.26) 和 (4.13.27) 式 可 写成 


E? = —jwA = —]шА„й„ (4.13.28) 
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对 于 远 区 场 op > p',p>>d 


因 
8 fee 1 N e ike e ike 
т) (3) 5 
9p \ Vp 20/ үр VP 


ЖШ (4.13.25) 式 可 知 , 有 = —jkA,, (413.29) 式 中 的 H° 可 进一步 简化 为 
1 /1 834z. . А .k , 
H° 一 т Є 8o à, *ikA A) mj As (4.13.30) 


H1' (4.13.28) 5j (4.13.30) 可 知 , E° = Esa, WA z 分 量 ; 而 H° = Ha, 主要 是 р 
分 量 . 将 (4.13.25) 式 4。 代入 上 两 式 后 , 最 后 便 得 到 远 区 散射 波 电磁 场 Bs 和 Hš 
分 别 为 


. | kw 
T sin | 本 (cos ys + cos v) oikp 
E; = tp Eig 4 / >= el kw (cos s+cos pi) sin Qi 


k 
(cos Ps + cos qi) vP 
(4.13.31) 
sin Ë (cos ps + cos | 
: 1 ーー Pi E 
Н? = wEo JE ы е (cos pstcos өз) ・ | _ 2 | eke 
. 2л sin 0: kw VP 
" - (cos Ps + COS ti) p 
(4.13.32) 


式 中 , 波 阻抗 9= -у = E = E 


RET TM, 入 射 波 有 限 宽度 w 条 形 导电 平板 的 远 区 所 产生 散射 场 后 按 射 宽 
度 的 定义 (412.3) 式 , 可 知 其 双 站 雷达 散射 宽度 为 


2 


， | kw 
E$]? олы? sin | > (cos ps + cos pi) 
'e»p(bistatic) = lim |2лр-—25 | = sin o; -一 二 -一 一 一 一 一 
n az (cos Pa + COS pi) 
(4.13.33) 


而 当 o, = o; 时 , 其 单 站 雷达 散射 宽度 为 


2 : a132 
m {sin ei B cos 2 ) (4.13.34) 


kw cos tpi 


d2p(monostatic) = 
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对 于 入 射 角 yp; = 120?、 导 体 板 宽度 宽度 分 别 为 w = 2A 和 ш = 10А 时, 按 
(4.13.33) 式 绘 出 的 TM, 平面 波 的 有 限 宽度 导体 平板 电磁 散射 的 双 站 雷达 散射 宽度 
02D( 分 贝 )~ 散射 角 ws 的 关系 曲线 如 图 4.13.2 所 示 . 


30 


ф,= 120° 
ш 2А 一 一 
w=10A -一 一 


Bistatic SW 101g(o55/X) dB 


观测 САЯР) fl o, 
图 4.13.2 ”宽度 w 条 形 平板 导体 的 ТМ, 极 化 波 的 双 站 电磁 散射 


X (4.13.33) 含有 因子 sinu /u, 其 中 u = kw(cosy, + cospi) /2; 4 u = 0 Bj, 
sinu /wu = 1 具有 最 大 值 , 亦 即 当 u = kw(cos ys + cos pi) /2 时 , сор 有 最 大 值 . 因而 ， 
Xt w = 2A Al ш = 10А 情形, 当 o; = 120"、 散 射 角 ps = n- v; = 60°, 即 在 散射 角 等 
于 反射 角 的 方向 上 双 站 cap 出 现 最 大 值 ; 而 偏离 散射 最 大 方向 则 按 sinu /u 規律 変化 . 

按 (4.13.34) 式 绘 出 的 TM, 平面 波 的 有 限 宽度 导体 平板 电磁 散射 的 单 站 雷达 散射 
宽度 o2p(dB)~ 入射 角 o, 的 关系 曲线 如 图 4.13.3 所 示 . 単語 czp(dB) 最 大 值 出 现 
在 入 射 角 cosy; = 0( 即 在 ws = 90° 的 方向 上 ); 偏离 散射 最 大 方向 时 则 按 sinu /u 规 


图 4.13.3 


TM,&TE, ik 


$,— $; 
w=2A 一 一 
w=10A 一 -一 


Monostatic SW 1016(0›р/А) dB 


观测 (散射 ) 角 y,= o, 
宽度 w 条 形 导 电 平 板 的 TM。 和 TE, 极 化 波 的 单 站 电磁 散射 


414 TE, 平面波 的 条 形 导电 平板 的 电磁 散射 .341. 


4.14 TE, 平面 波 的 条 形 导电 平板 的 电磁 散射 


设 有 一 TE, 极 化 波 斜 入 射 到 宽度 为 w KEA oo 的 条 形 导 电 平 板 上 , 如 图 
4.14.1 所 示 . 


图 4.14.1 TE, 平面 波 电磁 散射 的 条 形 导体 平板 散射 


设 入 射 波 的 磁场 为 
Н? = âs Hoei?" (4.14.1) 


则 相应 的 入 射 波 电场 为 
Eš = mH: x 8° (4.14.2) 


式 中 , Ho 为 常数 , 是 入 射 波 磁 场 的 振幅 ; k = w/e ARK n 为 媒质 波 阻抗 . 
由 图 4.14.1 可 知 , 有 8° = â, cosy; 一 9。sine: Ж т = à;z + дуу + azz, W 
TE, 入 射 平面 波 的 磁场 (4.14.1) 和 电场 (4.14.2) 式 可 写成 


H: = à, Hoeik(z cos os ty sin ч) (A.14.3) 


E = nHo (à; sin pi — Gy соз pi) el cos Pity sin eo |. (4144) 


这 里 , o, 为 —8' 相对 z 轴 度 量 的 角度 , 如 图 所 示 , CXF 90°. 

类 似 于 TM, 概 化 波 情 形 , 当 TE, 极 化 波 投射 到 宽度 w 的 条 形 导 体 板 上 时 , 在 
其 表面 上 将 激励 有 表面 感应 电流 Js, 并 向 空间 辐射 , 在 点 (0, 95, 0) 处 所 产生 散射 
HR E? 和 H° 这 里 о, 为 散射 角 . ARBRE w 为 有 限 的 条 形 导 体 平板 上 的 
面 感应 电流 分 布 Js, 我 们 仍 采 用 物理 光学 近似 , 假定 此 Js 可 近似 地 用 条 形 导 电 
平板 的 宽度 ш = oo 时 求 得 的 感应 电流 Js 代替 , 然后 再 应 用 磁 矢 量 势 4 法 求 出 远 
区 散射 场 和 散射 宽度 . 

设 条 形 导 电 平 板 宽度 ш = oo, 即 考虑 TE, 极 化 波 的 无 限 大 导电 平板 斜 入 射 情 
Ж, 此 时 将 仅 在 o, 等 于 反射 角 pr = x — vi 的 方向 上 有 电磁 场 存 在 , 反射 波 的 磁场 
和 电场 可 表 为 

Н" = —&,Ty Ное!" (4.14.5) 
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E’ =H" x 8" (4.14.6) 
Al 8" = а, cosy, + à, sing, Ж т = &;z + дуу + б,2, Ж ТЕ, 反射 平面 波 的 磁 
35 (4.14.5) 和 电场 (4.14.6) 式 可 写成 
Н" = â Tj Hoe i os er Fu віп er) (4.14.7) 
E" = n; Ho (—&, sin pr + Gy соз pr)e IK cos er ty SiN er) (4.14.8) 
以上 式 中 , ry A TE, 波 (平行 极 化 波 ) 的 反射 系数 ; ア / 和 o, 可 由 假定 条 形 导 电 
平板 宽度 ш = oo 时 其 表面 上 电磁 场 应 满足 的 边界 条 件 确定 出 . 对 于 完全 导电 的 
ш = оо 导电 平板 , 按 电 场 边界 条 件 : Erlo = (EL + E;)|, Q0, WA 
EX + Е? = пНо (sin qp, el^? cos ps 一 Ty sin pre kz cos е") = 0 
ШЕН Гу = 1 和 e, = x 一 pi( 反 射 定律 ). FÆ, (4.14.7) 和 (4.14.8) 分 别 化 为 
Н” = à, Hoei*(® cos ei—ysin の (4.14.9) 
Е" = пНо (—G, sin y; + Gy cos qi) elk(z cos pi —y sin pi) (4.14.10) 
按 磁场 边界 条 件 可 得 w= oo 时 导电 平板 上 的 面 电 流 密度 .Js 为 
Tsla-w = ñ x (Н+ Hr)| yo = 2 (Gy x Gz) Не}#® ce 
= &,2Hoelkz cos; (A.14.11) 
现 假定 有 限 宽 度 条 形 导 体 板 表面 上 的 面 电流 密度 Js BDA (4.14.11) 式 给 出 的 
Ј5| доо; 即 散射 波 的 场 源 Js = 75| доо: WE (4.2.21) 式 可 求 得 А, 再 应 用 矢量 
势 法 由 (4.2.3) 和 (4.2.5) 式 分 别 求 出 散射 波 磁场 和 电场 . 
采用 前 对 于 TM, 极 化 波 由 已 知 Js 推导 4 的 相同 步骤 ( 详 见 (4.13.15) 
(4.13.19) 3X), 从 比较 (4.14.11) 与 (4.13.14) 式 可 见 , 对 于 ТЕ, 极 化 的 入 射 波 情形 ， 
两 者 差别 仅 是 à, — à, 和 > sin > Ho, 故 由 (4.13.19) R, 我 们 有 


Ho f” ka! 
A= -aj 7 | HG? (к |p — p! |)el**' cos eia (4.14.12) 
0 


这 表明 , 对 于 TE, 极 化 波 , 矢量 势 ANA z 方 向 分 量 . 
对 于 远 区 场 , p> o. pA 
此 时 , (4.14.12) 式 矢 量 势 4( 类 似 于 求 得 (4.13.25) 式 ) 亦 可 化 为 


. [ku 
a sin — (cos ps + cos pi) en ike 
A= —à.iuwH e) E (cos の 。 十 cos qi) .14.1 
ásjpw Hoi デー Z (4.14.13) 


w 
ES (cos ps + cos yi) 


414 TE, 平面 波 的 条 形 导电 平板 的 电磁 散射 .343. 


对 于 z-y 平面 ( 即 0, = 90°), 应 用 直角 与 柱 面 坐标 系 中 单位 矢量 间 有 关系 式 : 
à; = Âp COS Y — à, sin の (4.14.14) 


故 可 知 


. | kw 
; sin ~z (cos Ps + cos qi) eite 
_ _: jË (cos we 十 cos yi) е И 
Ap = —juwHo4/ nk? 2 COS ws 7 


k 
> (cos Ys + cos qi) ve 
(4.14.15) 


. [kw 
- sin | — (cos gs + cosi)! | i, 
A, = junu Ho J еј E (cos ф»-Есоз yi) sin の 12 Jl 18 
Ф 2nk "Ok 


— (cos Ps + cos yi) vP 
(4.14.16) 
注意 到 : 我 们 有 A, — 0 和 2 = 0, 故 柱 面 坐标 系 中 的 旋 度 表示 式 可 简化 写成 


vaca, 12049 124 
p Op p Op 
10 (pA) 1 9 _ l Ne itp 
>A, 有 二 一 一 2 = -(..:)-— je) = _(... (z; +i) = 
p p Op ( ap (Ve ) C) 2p J yp 
—jkA, BA 
| 、[19(p4。) 1 Ae) i 
VxA-áà,|-—L-—£---—|sa-àá,kA 
Е dp p де Dante 
于 是 , H (4.2.3) 式 , 可 得 散射 波 磁场 可 表 为 
н? = lv X A= à, A (4.14.17) 
т їс Ae 14. 
可 见 , H° NA z 分 量 . 将 (4.14.16) 代入 (4.14.17) 式 , 便 得 到 
in |= (coss + cos i) 
m m ñ 7 sin 2 COS Ys + COS (pi e ike 
Hz = wHoy ое 3 (C8 ete) sin pg e (4.14.18) 
л っ (cos Ys + COS i) Ma 
1 、 
由 (4.2.5) 式 E = vV x H 可 知 , 散射 波 电场 为 
s_1/, 13H; ӨНг\ . 1 OH; 
7 jwe (ai ы др ) Ë OY е др (414.19) 
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の er-jkp 1 N ecike _ ， e ike ky 
并 因 ap ve) = (z | ik) m^ 一 jk Z 和 = = п, 将 (4.14.18) 代入 
ER, 或 应 用 横向 场 关系 式 : ES = nH;, 即 有 


sin ЕС ps + cos 2) eite 
= (cos Ps + cos qi) vP 

RAT TE, 入 射 波 有 限 宽度 w 条 形 导 电 平 板 的 远 区 所 产生 散射 场 后 , 按 射 宽 
度 的 定义 (4.12.3) 式 (磁场 ), 可 知 其 双 站 雷达 散射 宽度 为 


jk ;gw 
Ej = mu Ho ое (eos の s 十 cos es sin ps 


(4.14.20) 


. [kw ? 

onu? sin | = (cos の 。 + cos pi) 

cap (bistatic) = 一 4 sin ___ (4.14.21) 
ES (cos ps + cos qi) 


对 于 单 站 散射 情形 , o, = pi, 上 式 退 化 为 


. 2 
の 2 り (monostatic) = 2и. {sin Pi ES (4.14.22) 
(4.14.22) ЖЕНТ TE, 极 化 入 射 波 的 单 站 散射 宽度 оор, 它 与 (4.13.34) RE 
出 的 TM, 极 化 波 的 сор 表示 式 相 同 . 对 于 ш = 2A 和 ш = 10А, 已 绘 于 图 4.13.3 
中 . TE, 极 化 波 和 TM 极 化 波 的 的 双 站 сор 分 别 由 (4.14.21) 和 (4.13.33) REE, 
两 者 表示 式 略 有 不 同 , 前 者 式 中 是 sin? ps, 而 后 者 式 中 为 sin? pi. 
在 图 4.14.2, 我 们 一 并 给 出 了 pi = 120°. 0° < ps < 180°、 导 体 板 宽度 分 别 为 
ш = 2А Ж w = 10A 时, f£ (4.14.21) 式 作出 的 ТЕ, 极 化 波 的 双 站 ozp( 分 贝 )~ 散射 
Я 。。 的 关系 . 显 见 , 条 板 宽 度 愈 大 , сор 的 最 大 值 也 愈 大 , HRMS. 


Bistatic sw 10lg(o /24) dB 


观测 (BUH) Жо, 
图 4.14.2 ТЕ, 极 化 波 的 有 限 宽度 导电 平板 的 双 站 电磁 散射 


414 TE, 平面 波 的 条 形 导电 平板 的 电磁 散射 . 345 - 


由 于 TM, 极 化 波 的 散射 宽度 oop 表示 式 中 含 因子 sin2 yi, 而 ТЕ, 极 化 波 所 
含 因子 为 sin? ps, 因而 这 两 种 极 化 波 的 双 站 散射 宽度 сор 图 型 虽 十 分 相似 , 但 并 不 
等 同 . 为 便于 比较 和 说 明 它们 的 双 站 сор 图 型 闻 的 差别 , 我 们 于 图 4.14.3 和 4.14.4 
中 重新 分 别 给 出 了 当 o, = 120°、 条 形 导电 平板 ш = 2 和 和 ш = 10) PF, TM; 与 
TE, 极 化 波 的 双 站 сор 图 型 . 


20 


Bistatic SW 10lg(csp/X) dB 


0 30 60 90 120 150 180 
观测 (散射 ) 角 g, (ф,= 120°) 


4143 w=2\ 条 形 导 电 平 板 的 ТМ, 和 TE, 极 化 波 的 双 站 电磁 散射 


30 тт r] 


= トッ 
o c 


Bistatic SW 10lg(o)5/A) dB 
o 


' | \ 
0 i 60 90 120 150 180 
观测 (散射 ) AA o. (Ф, = 120°) 


图 4.14.4 w= 10A 条 形 导电 平板 的 TM: 和 TE: 极 化 波 的 双 站 电磁 散射 


从 图 4.14.3 和 4.14.4 可 见 : 对 于 TM, 极 化 波 , cop 最 大 值 (总 是 ) 发 生 在 镜 
面 反射 的 方向 上 (本 例 , ps = 60°); 对 于 TE, 极 化 波 , оор 最 大 值 则 发 生 略 大 于 镜 
面 反射 的 方向 上 ; 但 当 条 形 导 体 板 宽度 为 wA 变 很 大 ( 例 ш = 10А) Bf, 此 SW 最 
大 值 方向 将 朝 TM, 概 化 波 的 oop 最 大 值 方向 靠拢 , 这 是 因为 对 于 大 的 w/d 值 , 当 
ps 变化 时 , TE, 极 化 波 的 双 站 散射 宽度 表示 式 中 的 因子 [sin u/u]? 是 р, 的 快 变 函 
数 ; 而 因子 sin? о, 基本 上 是 慢 变 函数 , 因而 在 函数 [sinu/u]^ 的 最 大 值 附近 实际 上 
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为 一 常数 . 另 一 方面 , 当 w/d 值 较 小 ( 例 ш = 2А) 时 , 情况 则 并 非 如 此 . 


415 TE, 极 化 平面 波 的 矩形 导电 平板 的 电磁 散射 


设 有 一 平面 电磁 波 沿 (0i pi) 斜 入 射 到 a x b 矩形 导电 平板 上 , 这 时 不 仅 在 其 
镜面 方向 上 有 反射 波 的 场 , 而 在 所 有 其 它 (9。,e。) 方 向上 都会 有 散 射 協 存 在 , 如 图 
4.15.1(a) 所 示 . 这 是 三 维 的 电磁 散射 . 为 简化 分 析 , 我 们 分 别 讨论 入 射 波 的 TE。 和 
TM, 两 种 特殊 极 化 情形 , 后 一 情形 将 留 在 下 节 中 给 出 . 


HH (a) (b) 
图 4.15.1 a x 矩形 导电 平板 的 TE。 极 化 波 的 电磁 散射 


对 于 TE。 入 射 极 化 平面 波 , 设 电场 E 位 于 入 射线 与 矩形 导电 平板 法 线 构成 
的 yz 平面 内 、 与 m 方向 垂直 , 而 磁场 Hi 沿 z 方向 ; (0;, р) 为 入 射 波 的 方向 角 ; 
(05,5) 为 散射 波 的 方向 角 , 如 图 4.15.1(b) 所 示 (其 中 o, 未 给 出 ). 

TE, 入 射 极 化 波 的 磁场 H: 可 表 为 


H: — à, Hoe 7^9 7 — à, Hoe іу sin の 一 cos з) (4.15.1) 
相应 的 入 射 波 电场 为 
E = nH’ x 8° 
= nHo (à, cos 0, + à; sin 0,) e I (vsin e: cos p) (4.15.2) 


以上 式 中 , Ho ARM, 是 入 射 波 磁场 的 振幅 ; k = wpe 为 波 数 ; 8° = à,sin0; — 
&„ cos 0, 为 沿 入 射 波 方向 的 单位 矢量 ; r= Gyr + дуу + azzi п 为 媒质 波 阻 抗 . 

此 入 射 波 投射 到 矩形 导电 平板 将 在 其 上 激 起 面 感应 电流 Js, 并 向 空间 辐射 产 
生 散 射电 磁场 . 仍 应 用 物理 光学 近似 法 , 假定 此 面 电流 密度 .Js 可 近似 地 用 无 限 大 
导电 平板 情形 的 面 电 流 密度 Js|4_。 代替 , 再 由 矢量 势 法 求 出 散射 场 . 
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对 于 无 限 大 导电 平板 , 仅 在 与 入 射 波 的 镜像 方向 上 有 反射 波 . 设 反射 波 磁场 可 
表 为 


H = à, Dy Hae ks _ à, Ty Hoe FY sin 0, +z cos 0,.) (4.15.3) 
相应 的 反射 波 电 场 为 : 
E” = nH" x 8 
= тГуу Ho (—&, сов 6, + à, sin 0r) e Ey sin gr 十 zcos6r) (4.15.4) 


式 中 , Dy 为 波 的 反射 系数 ; 8 = д, sin pr + à; cosy, 为 沿 反 射 波 方向 的 单位 矢量 . 
按 导 体 表 面 电 场 应 满足 的 边界 条 件 : (Et + ES], = 0, 易 知 有 Py = 1 和 
„ = 0,(Snell 反射 定律 ); 另 一 方面 , 由 磁场 边界 条 件 : Jola- oo = hx (H' + H")| yw D 
х (H'+ H")| yaw, 可 得 Js|,=o = = &,2Hoe shy’ sin 6, , 故 需求 的 面 电流 密度 
Js po B 
Js Js = ày2Hoe T" sin 0, (4.15.5) 
已 知 Js, 由 (4.2.21) 式 即 可 求 得 它 在 空间 中 所 产生 的 磁 矢 量 势 4 


/ NjkR —jkR,,—jky’ sin 0; 
-J TG as = yE Ho | J — 048 (4156) 
A A 


RP, А = |н r'|; r = (ж',у',0) 为 源 点 (ERAT AE RA) 坐标 ; m = (r, 0s, ps) 为 场 点 坐 
bs. 

WALK, A R= jr — r'| & r—r'-à., X. à, = à, sin Ө» COS Ps + Gy sin Ө» sin ys + 
à, cos0,, W (4.15.6) 式 分 母 中 用 R = r, 面 分 子 中 RA R= r — r. a, 表示 , 可 将 
它 写成 


Aw амо Em // eik(z' sin 0, cos ps +y’ віп 0, sinqs—y ' sin 0,) Š e ael dy 
T 


7 е D +a/2 k А +b/2 " 0 s 0 
= dy 5 Но / е) z'sin s COB Ys Jy! / el y' (‘sin 0, sin ws 一 sin dy’ 


T -a/2 ー6/2 
(4.15.7) 
因 积分 : 
+a/2 1 +a/2 
/ elke’ sin 0, cos ps d! 一 — ike’ sin Ө, cos ps 
—a/2 jk sin 0, cos ws —а/2 
= — > _ sin ka sin 0, cos = абі) 
^ ksin 0, cos w。 2 5 Psp = x 
类 似 地 
+b/2 1 +b/2 
/ eiky (sin 0. зіп ys,~—sin 9) dy! = - - - - ejky (sin 0, sin ps 一 sin 0;) 
—b/2 jk (sin 0, sin o, — sin 0;) —b/2 


sin(Y) 
=b 
Y 
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式 中 ， k kb 
X = っ sind, cosps; Y= っ (sm の sin の 。 — sin 0;) (A.15.8) 
于 是 , (4.15.7) 式 磁 矢量 势 ATIRA 
ekr sin(X) sin(Y) (4.15.9) 


=a A. 
А =, Ho у Y 


在 球 坐 标 系 中 , 单位 矢量 à, 可 写成 : à, = ё» sin 0, sin ps + Go cos 0, sin Ys + 


Gy COS Ps, 故 可 知 磁 矢 量 势 4 的 三 个 分 量 为 
m" . етік sin( X) sin(Y) 
A, = On abHo sin 0, sin ps — x y 


| n . e sin( X) sin(Y) 4.15.10 
Ag — о ^b Ho cos 0, sin の 。 - X Y (4.15.10) 
er sin(X) sin(Y) 
Ay = abHo cos の 。 一 -一 —X v 


注意 到 : 在 4 的 三 


示 式 中 均 含 ° | TT IX, 
r 
—jkr —jkr —jkr 
TORDE 
Or r r r r 
而 在 球 坐 标 系 中 旋 度 表示 式 为 
|. (104g, Ap 1 0A 1184 дА, А, 
ухА =й, (: 00 rtan の rsin の oc) (а Op дг r 
N (Z Ag - 5) 


Or + r r 0 
由 (4.2.3) 式 可 知 , H° = "i x A. 对 于 远 区 场 , 仅 保留 V x 4 中 的 771 项 , 则 可 得 


Д . LOA . 18A 
Н" s а, ~ ag Fe + Gy m A (4.15.11) 
将 (4.15.10) RAER, 远 区 散射 磁场 H° 的 三 分 量 可 近似 地 表 为 

H = 0 


e`ikr 
Hz ~ IE abHy cosp, ーー ЗХ) ) sn) (4.15.12) 


2x 
suo jk o. € kr sin(X) sin(Y) 
Hš = zn Ho cos 0, sin ps 一 -一 " X Y 


の 


应 用 场 方程 E = = x H°, 则 可 得 远 区 散射 波 电场 为 
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此 即 有 
Е? = 0, Ej = nHy, Es = —nHo (A.15.13) 


Җор, = = ү 为 媒质 波 阻抗 故 可 知 


E; = 0 
jk e^ sin( X) sin(Y 
Ej -> nabHo cos 0, sin Ps —— — SEQ sin) (4.15.14) 
jk eikr sin( X) sin(Y 
e^ - nabHo COS (ps ——— NS ) x ) 


由 (4.15.14) 式 可 得 , BF (о. = л/2) 和 H 平面 (e, = 0), 散射 场 分 别 为 
EFH (0, = л /2) 


. fkb, : 
. eit sin É (sin gs — sin の | (4.15.15) 
Ej = C cos рр 
> (sin 0, — sin 0;) 
HF (o; = 0) 
ES = Еў 0 
| ka . 0 . kb . 0 
" oe sin | っ sings sin | Ç sin6; (4.15.16) 
О) hg || B 
— sin 0, — sin 0; 
2 2 
Xm, " 
C= —¥nabHo (4.15.17) 
远 区 总 散射 波 电场 为 
EP + |Е$|? +1882 = /IESl? + |Es|2 (4.15.18) 


Е RCS 的 定义 (4.12.4) 5X, 将 (4.15.12) 或 (4.15.14) 代入 后 , 可 得 雷达 散射 截 
озр = lim Eid — lim Ka 


| 可 | 


= An (9) ° (cos? 0, sin? ps + cos? Pa) Е ° EY i (4.15.19) 


, 
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H (4.15.19) 式 不 难 求 得 , 对 于 任意 入 射 角 9;, 当 ps = x /2. 3л /2 时 , озр Ж 
有 最 大 值 . 故 o; = 3r/2 ,0 < 0, < x /2 确定 的 平面 是 具有 最 大 散射 场 的 入 射 面 ; 而 
由 ys = x /2 ,3z /2 与 0< 0, < n /2 确定 的 平面 是 具有 最 大 散射 场 的 散射 平面 . 
对 于 E 主 平面 (ys = 1/2. 30/2), 双 站 RCS (4.15.19) REBA 


2 
E (sin 0, = sin 0;) 


> (sin 0, = sin 0j) 


"E 
の sp(bistatic) = 4x (5) cos? 0, sin (4.15.20) 


RP, “—” SXF o, = x /2,0< 0, < л/2; ”号 对 应 于 o, = 30/2 ,0 < 0, < 
л /2. 
对 于 背 向 散射 方向 (ps = pi = 3л /2 ,0, = 0;), 可 得 单 站 RCS A 


4.15.21 
kbsin 0; (4.15.21) 


2 ñ : 2 

の sp(monostatic) = 4л (2) cos? 0; E 
WF а = = 5А. 0; = 30°, ps = 90° 和 р, = 270° Ff, #& (4.15.20) HH 
出 的 TE, 极 化 波 的 矩形 导电 平板 电磁 散射 的 双 站 RCS o3p(dB)~ 散射 角 9。(0? < 
0, < 90°) 的 关系 曲线 如 图 4.15.2 所 示 . 24 e, = 90° Н, RCS 最 大 值 出 现在 接近 


0, се 0, = 30° 方向 上 . 


Bistatic RCS 10lg(o55/ 22) dB 


20" 
90 60 30 0 30 60 90 
は ーーー ф,=270°—»——— p, = 90° —» 
383 (BN) о, 


图 4.15.2 ax 矩形 导电 平板 的 TE, 和 TM。 极 化 波 的 双 站 电磁 散射 


对 于 a = b= 5А, ps = 90° 和 ws = 270° Bf, 按 (4.15.21) RAWAM ТЕ, 
化 波 的 矩形 导电 平板 电磁 散射 的 单 站 RCS csp(dB)— 入 射 角 0,(0° < 0, < 90°) 的 
关系 曲线 如 图 4.15.3 所 示 , 此 时 RCS 的 最 大 值 出 现在 Ө, = 0?( 垂 直入 射 ) 方向 . YE 
意 到 : 34 b > 和 时, 其 最 大 值 近似 出 现在 0, = bi( 镜 面 反射 ) 的 方 向上 , 这 是 因为 
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对 于 大 的 5 T (b > А), (4.15.20) 式 中 的 函数 sin(z) /z 相对 于 cos 0, 是 快 变 函数 ， 
cos 6, 在 函数 sin(z) /z 的 最 大 值 附 近 实际 上 为 一 常数 , 因而 最 大 值 的 位 置 主要 由 函 
数 sin(z) /z 的 最 大 值 确定 . 然而 , 对 于 较 小 的 E, 情况 则 将 有 所 不 同 ; 对 于 TE, 
入 射 极 化 波 , 导电 平板 的 散射 场 的 最 大 值 并 非 出 现在 其 镜面 反射 方向 上 , 而 是 随 着 
板 面 尺寸 相对 波长 的 值 的 增加 而 趋向 镜面 反射 方向 ; 这 种 情形 与 上 节 所 分 析 的 TE, 
极 化 平面 波 的 条 形 导电 平板 的 电磁 散射 类 似 . 在 下 节 里 , 我 们 将 看 到 TM, 入射 极 
化 波 的 矩形 导电 平板 其 散射 场 的 最 大 值 总 是 出 现在 其 镜面 反射 方向 上 , 而 无 论 板 面 
尺寸 的 大 小 ; 这 种 情形 则 与 4.13 节 讨论 的 TM, 极 化 平面 波 的 条 形 导 电 平 板 的 电磁 
散射 类 似 . 


£a 

к) 
“< 

~ 

© 

E 

un 

о 

x 

© 

Е 

= 一 20 

90 60 30 0 30 60 90 
F—— — p, = 270° トー р„=90°————»] 
入射 角 ゅ の.= ゅ ) 


图 4.15.3 ax b Н ЁН ГЕНЧ TE; 和 TMe 极 化 波 的 单 站 电磁 散射 
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参见 图 4.16.1, RA— TM, 极 化 平面 电磁 波 沿 (0;, i) 斜 入 射 到 a x b 矩形 导 
电 平板 上 , 除 在 其 镜面 方向 上 有 反射 波 的 场 外 , 在 所 有 其 它 (9。, рь) 方向 上 均 将 有 
散射 场 存在 . 

对 于 TM, 入 射 极 化 平面 波 , 电场 E 沿 z 方向 、 垂 直 于 入 射线 与 矩形 导电 平 
板 法 线 构成 的 yz 入 射 平面 内 , 磁场 H* 则 位 于 yz 平面 内 ; (0, pi) 为 入 射 波 的 方向 
ЎН; (9。,e。) 为 散射 波 的 方向 角 , 如 图 4.16.1(b) 所 示 (其 中 ps RAH). 

TM, 入 射 极 化 波 的 电场 E 可 表 为 


E: 一 à, Ege іё" EN à, Ege іку sin 0; —z cos 0;) (4.16.1) 
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相应 的 入 射 波 磁场 为 
Hi = Lai x Е 
7] 
E EL (Gy cos 0, + à; sin 6j) e Ku sin Ө: —z cos の) (4.16.2) 


以 上 式 中 , Eo 为 常数 ,是 入 射 波 电场 的 振幅 ; К = oue 为 波 数 ; 8° = à, sing; 一 
à, cosh; 为 沿 入 射 波 方向 的 单位 矢量 ; r = а.х + дуу + &; z; 7 为 媒质 波 阻 抗 . 


X (a) (b) 
图 4.16.1 a x b SRP TM, 极 化 波 的 电磁 散射 


此 入 射 波 投射 到 矩形 导电 平板 将 在 其 上 激 起 面 感应 电流 , 并 向 空间 辐射 产生 散 
射电 磁场 . 为 了 求 得 有 限 尺 寸 的 矩形 导电 板 上 的 面 电 流 密度 Js, 仍 应 用 物理 光学 
近似 法 , 假定 它 可 近似 地 用 导电 平板 是 无 限 大 时 的 面 电流 密度 代替 . 

采用 相同 于 上 节 TE, 极 化 波 情 形 的 方法 和 步骤 , 不 难得 知 需求 的 面 电流 密度 
Js 为 


E. sho tos 
Js = Islaz = à,27 cos бе SRY’ sin 6: (4.16.3) 


已 知 Js, 由 (4.2.21) 式 即 可 求 得 它 在 空间 中 所 产生 的 磁 矢 量 势 4 


H. Js(z', y ekR n > H Eo JI e IE Re -jky' sin 0; ; 
А = 25 dS" = д. о — Cos 0; ーー 4.16.4 
EI R от бов А R dS' (4.16.4) 


式 中 , R = jr — rl; r = (2,y,0) 为 源 点 (积分 变 点 ); r= (7,9。, 0.) 为 场 点 . 

对 于 远 区 , A R = |е 一 T| ттд, X. à, = Gr зїп Ө» COS ws 十 Gy sin 0, sin ws 十 
à, cos 0,, W (4.16.4) 式 分 母 中 用 R = r, 而 分 子 中 RA Вот т.а, 表示, 可 将 
它 写成 
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A= a LP? сов, JJ eik(z’ sin 6, COS ps + sin 8, sin psy sin 9) € дуду 
2 7 A т 
—jkr +a /2 +b/2 
= à, cos pÈ 2 / ° eke’ sin Ө, emenda! f eiky sin 8, sin ps —sin 8i) qy’ 
2x 9 T —a/2 —b/2 
(4.16.5) 
积分 得 
Д Eg e kr sin( X) sin(Y 
A= às Tab — cos 9, SEU sin OY) (4.16.6) 
式 中 ， 
kb 
X= = sin 0, COS Ys; Y= э (sin 0, sin ps 一 sin 0;) (4.16.7) 


因 球 坐标 系 中 , 单位 矢量 à, 可 写成 : à, = а. sin 0, cosy, + дө cos 0, cos ps 一 
à, sin ps, BREA 4 的 三 个 分 量 可 表 为 


еі" sin(X) sin(Y) 


А, = + abEo cos 0; sin 0, cos Ys 


211) r X Y 
7 e sin(X) sin(Y) 
— | — 4.16. 
Ag Эл ab Eg cos 0; сов 0, cos Ys x Y ( 8) 
. етік" gin( X) sin(Y 
Ag= ш: cos 0; sin Ys c ) L ) 
етік" 


注意 到 : 在 4 的 三 分 量 表示 式 中 均 含 有 因 子 


, 而 对 于 远 区 , ro 有 


T 


8 er 1 e-ikr e jkr 
2 = Í +i = jk 
Or ( T ) (: +) т J r 


而 由 (4.2.3) 式 可 知 , H° = "i x A. 对 于 远 区 场 , 仅 保留 V x A 中 r—1 项 , 则 可 得 


N . 10A 1ƏAə 
H° = 4,0 — д86———®© а, .16. 
a,0 – дө 9 d" Or (4.16.9) 
将 (4.16.8) 代入 (4.16.9) sÑ, 远 区 散射 磁场 H° 的 三 分 量 可 近似 地 表 为 
HË = 0 
su Jk e jr a sin(X) sin(Y) 
Нд = 255 eho cos Ө; sin ps — у (4.16.10) 
sn ЈК er f sin(.X) sin(Y) 
Hi =< Ол ab Eq cos 0; cos 0, cos ps —X Y 
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应 用 场 方程 : EE? = = x H°, 则 可 得 远 区 散射 波 电场 为 


Es =s 0 
。 e dr sin(X) sin(Y) 
Fs = nH, = Co " cos 0; сов Өв COS Ps —— — V (4.16.11) 
s етік" . sin(X) sin(Y) 
E = —nHsg = —Co T cos 0; sin Ps Y Y 
式 中 ， | 
ЈА N 
Co = ——аЬЕ 4.16.12 
o = — 5 abEo ( ) 


按 三 维 RCS 的 定义 (4.12.4) 式 , 将 (4.16.10) 或 (4.16.11) 代入 后 , 可 得 雷达 散 
射 截面 
2 : 2р; 2 
の sp = 4x (2) [cos? Ө; (cos? 0, cos? ys + sin? ys)] EM E (4.16.13) 


对 于 H 主 平面 (ws = x/2), 此 时 , X = 0, Y = К (sind, 一 sin0,), 双 站 RCS 
(4.16.13) 式 退 化 为 


2 
Ë (sin 0, — sin 2] 


b 2 
o3p(bistatic) = 4л (2) cos? 0; sin (4.16.14) 


> (sin 0, — sin 0;) 


由 此 可 知 , 在 此 最 大 散射 场 Н 主 平面 上 , 最 大 散射 出 现在 0, = 0, 的 方 向上 , A 
论 板 面 尺寸 的 大 小 . 

当 9 の 。 ニ の Ys = 3x /2 ,0 < 0, < x= /2 时 , 由 (4.16.13) 式 可 得 单 站 的 RCS 为 
= 


b\2 
c3p(monostatic) = 4л ($) cos? 0, | kb sin 6, 


(4.16.15) 

WF a = b = 5А, RTM, BRAY (4.16.14) 和 (4.16.15) 式 作出 的 双 站 和 单 站 RCS 
散射 特性 , 为 方便 与 TE, 波 情形 比较 , 已 分 别 给 在 图 4.15.2 和 图 4.15.3. 中 . 

采用 物理 光学 近似 , 求 得 的 导电 平板 的 单 站 雷达 截面 RCS 对 入 射 波 的 极 化 不 
敏感 , 正如 我 们 看 到 的 两 种 极 化 情形 的 条 形 导 电 平 板 的 SW 的 表示 式 (4.13.34) 与 
(4.14.22) 式 完全 相同 , 以 及 和 矩形 时 电 平 的 RCS 的 表示 式 (4.15.21) 与 (4.16.15) 5X 
亦 完全 相同 ; 然而 测量 表明 , 两 种 极 化 情形 的 SW 和 RCS 是 略 有 差别 的 . 物理 光学 
近似 法 所 给 出 的 RCS 表示 式 仅 在 邻近 入 射 波 的 镜面 反射 方向 最 精确 , 偏离 愈 大 则 
精度 愈 差 . 
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本 章 从 时 谐 场 Maxwell 场 方程 组 出 发 , 作为 电磁 场 边 值 问 题 , 对 无 限 长 不 同 
柱 体 结构 的 平面 波 散 射 问题 严格 地 进行 了 求解 . 首先 给 出 了 柱 面 波 函 数 , 并 推导 
了 平面 波 的 柱 面 波 函 数 展开 式 ; 继而 对 TM, ATE, 入射 平 面 波 , 分 别 通 过 圆柱 
纵 ( 轴 ) 向 电场 E, 和 磁场 H, 求 得 散射 问题 的 TM, RA ТЕ, 波 的 电磁 场 表示 式 ; 
较 详 细 地 分 析 和 讨论 了 无 限 长 的 导电 圆柱 、 介 质 圆 柱 、 介 质 甫 层 导电 圆柱 , 多 层 介 
FARMS ES PRES ABE TM, 和 TE, 平面 波 正 向 入 射 时 的 散射 问题 ; 以 
及 TM, 和 TE, 平面 波 斜 向 入 射 时 无 限 长 的 导体 圆柱 散射 ; 给 出 了 表示 波 散 射 方 
向 特性 的 双 站 (bistatic) 和 单 站 (monostatic) 雷 达 散 射 宽度 SW. 此 外 , 还 对 线 电流 源 
产生 的 TM, 极 化 柱 面 波 和 线 磁 流 源 产生 的 TE, 极 化 柱 面 波 的 无 限 长 导体 圆柱 的 
散射 进行 了 分 析 , 推导 了 所 要 用 到 的 Hankel 函数 加 法 定理 . 

在 本 章 的 附录 中 给 出 了 计算 无 限 长 的 导电 圆柱 、 介质 圆柱 、 Jr RS DE 
平面 波 TM, 和 TE, 散射 的 双 站 和 单 站 SW 的 Fortran 专用 程序 , 及 其 应 用 范例 . 
此 外 , 还 给 出 了 计算 多 层 介 质 圆 柱 和 多 层 介质 甫 层 导体 圆柱 的 平面 波 散 射 SW 的 
Fortran 程序 ， 这 是 一 个 通用 程序 ， 以 及 应 用 多 分 层 阶梯 分 布 法 来 处 理 径 向 不 均匀 
介质 圆柱 散射 问题 的 范例 . 


51 柱 面 波 函数 ——— 柱 面 坐标 系 Helmholtz 方 程 的 解 


柱 面 波 函数 ulo р) 是 圆柱 坐标 系 (o,p,z) 中 Helmholtz 方程 V2u + k?u = 0 
具有 2 = 0 时 的 解 , 即 二 维 标量 Helmholtz 方程 : 
Эи 19%u 1 O2u 
2 2 ы 2, — 
Ути + К u= $5 | pop Pop ru 0 (5.1.1) 


的 解 . 这 里 , k = oen 为 自由 空间 波 数 . 
用 分 离 变量 法 求解 , 令 方程 (5.1.1) 的 试探 解 为 


v(p, p) = R(p) S(p) (5.1.2) 
将 (5.1.2) 代入 (5.1.1) 式 , 经 变量 分 离 后 , 可 得 两 个 常 微 分 方程 为 
2 06 + (k*p? —n?)R=0 (5.1.3) 


до 
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2 
a $= 0 (5.1.4) 


方程 (5.1.3) 是 变量 为 kp 的 Bessel 方程 , 故 其 一 般 解 是 它 的 线性 无 关 特 解 第 一 
类 和 第 二 类 п [fr Bessel 函数 (kp) 与 Y. (kp) 和 Hankel 函数 HY (kp) 与 HY (kp) 
中 任意 两 个 的 线性 组 合 , 例如 ; 


R(p) = anJn(kp) + bn¥n(kp) 或 RA) = a,H( (kp)--b, HQ (kp) (5.1.5) 


R(p) = as Js (kp) + bn HI? (kp) (5.1.6) 
方程 (5.1.4) 是 谐振 动 方程 , 熟知 其 解 为 
$(o) = сһеј"? (n = 0, +1, +2,---) (5.1.7) 


以 上 式 中 , n ADR ans bn 和 cn 为 常数 . 
因而 , 二 维 Helmholtz 方程 (5.1.1) 对 于 给 定 ”的 特 解 (5.1.2) 式 可 表示 为 


иһ (р, p) = [an Ja (kp) + bnYn(kp)] ene (5.1.8) 
或 
ua(p, p) = [an HI) (kp) + bn HO) (kp) | ei (5.1.9) 


XE, an, 和 5。 为 原来 的 an, Mb, Bon 之 积 , 仍 为 常数 . 

由子 us(p, v) 必须 是 p 和 o 的 单 值 有 界 的 函数 . 因而 

(a) 它 应 是 y 的 2л 得 周期 函数 , 因此 , 以 上 分 离 常 数 n 应 选取 为 整数 . 

(b) 当 求解 域 包含 有 p = 0 时 , A y,(0). HPO 和 HO (0) 均 为 无 限 , 故 在 此 
TEE REESE RE, 而 只 能 取 含 Js (kp) 的 解 . 

(c) 当 求 解 域 包 含有 р = oo ЕЎ, 它 还 应 满足 辐射 条 件 , 即 解 应 为 向 +。 方向 传 
播 的 行 波 , 或 随 о 增加 而 衰减 . 对 于 时 间 因 子 eit, 当 p оо 时 , 从 HO (kp) 和 
HO (kp) 的 渐 近 式 可 知 , 前 者 为 向 p = 0 行进 的 会 聚 波 , 而 后 者 为 向 p — oo 传播 
的 行 波 , 故 这 时 unlo, p) 中 的 R(p) RERS Н? (kp) 的 解 . 

£k EBrXR, 对 于 不 同 的 求解 域 情形 , 二 维 标量 Helmholtz 方程 适宜 的 特 解 形式 
如 下 : 

(i) 求解 域 : 0 < o < oo 


ип (0,4) = as Ja (kp)e)"* (5.1.10) 


5.2 平面 波 的 柱 面 波 展开 式 ( 波 变 换 ) 


(ii) 求解 域 : 0<p< oo 


un(p, P) = [an Jn (kp) + bn¥n(kp)] eine 


tin (9, p) = [an HQ (kp) + bn HO) (kp) | ey 
(ii) 求解 域 : 0 < p < oo 
un(p, P) = as HP (kp)el™e 
方程 (5.1.1) 的 全 解 则 是 所 有 不 同 n 的 特 解 得 线性 组 合 , ВП 
и(р, の) = > иһ (р, p) 


这 里 , и. (p, v) 和 ulo, v) 就 是 柱 面 波 函数 . 
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(5.1.11) 


(5.1.12) 


(5.1.13) 


(5.1.14) 


最 简单 情形 之 例 : UE u = E, п = 0(5 р 无关, 均匀 柱 面 波 ) 对 于 无 界 空间 , Ж 


解 域 为 0< p < p=0 M p= oo), WH (5.1.13) 式 , 有 


Е.(р) = EoH§” (kp) ( 记 Eo = ao) 


5.2 平面 波 的 柱 面 波 展开 式 ( 波 变 换 ) 


(5.1.15) 


考虑 eo. но 无 界 媒质 中 , 有 一 沿 +z 方向 传播 的 平面 波 , 其 振幅 为 Eo REN 


向 沿 z 方向 , 如 图 5.2.1 所 示 . 


图 5.2.1 平面 波 的 柱 面 波 函 数 展开 
入 射 平面 波 的 电场 Ei 可 表 为 


i = Ege ÉZ (ko 一 wVA050) 


(5.2.1) 
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在 直角 坐标 系 (x,y,z) 中 标量 Helmholtz 方程 УЗЕ, + kë E, = 0 的 解 为 E, = 
Eoe ikoz, 而 在 圆柱 坐标 系 (o, р, х) PRE p = 0 为 有 限 与 单 值 要 求 的 特 解 为 Е, = 
JA(kop)e i". 因此 , 我 们 可 将 平面 波 用 柱 面 波 函 数 的 无 限 和 ( 即 柱 面 波 函数 的 展开 
式 ) 表示 : 

Ei 一 Ege io? = Eye ior cos? — po У an Ј2(Кор)е!"? (5.2.2) 

AP, an 为 待定 的 展开 式 系数 . 

下 面 的 工作 就 是 来 确定 展开 式 系数 au. 为 此 , 将 (5.2.2) 式 的 后 等 一 式 两 边 同 
FE e Ime(m 为 整数 ), 并 从 0~ 2л 对 о 进行 积分 , 而 得 


oo 


2x 2л 
/ e (Кор cos #+me)do — / >` an Ja (kop)el ^7" equo 
0 0 


n-—-—oo 
oo 


2x 
= >` anJn (kop) | ei(n-mego (5.2.3) 


0 


?一 一 Ce 


另 一 方面 , GS Bessel 函数 的 积分 表示 式 为 
J,,(z) = = / еб Sm 2—96) (5.2.4) 


由 于 eeeme-n の ) 是 о 的 2л 周期 函数 , 在 Л. (2) 的 积分 表示 式 中 只 要 区 间 的 
长 度 等 于 2л, 积分 区 间 可 以 从 任意 一 点 开始 , 因而 , Ja (2) 亦 可 表 为 


J, (2) = = / : обете) dy (5.2.5) 
现 作 变换 , & w = o n/2, 然后 再 将 o! — р, WA 


. 1 2л А А ; 。 jr Qn | 
J, (z) = =f e j(zcose'+ne dg — = f ei(zcosptnp) dip 
0 


27 Jo 
此 即 有 A 
/ e j(zcose+ne)d ç = 257^ J, (z) (5.2.6) 
0 
此 外 , 易 知 有 正 交 关系 式 : 
2л. 2л п= т 
(n-m) dy = 
/ g do | 0 ndn (5.2.7) 


将 (5.2.6) 和 (5.2.7) 分 別 代入 (5.2.3) 式 的 左边 和 右边 后 , 便 有 


2л) "JA (kop) = 2nam Jm (kop) 
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由 此 可 得 
an =j” (5.2.8) 


于 是 , Й +z 方向 传播 的 入 射 平面 波 的 柱 面 波 函数 的 展开 式 (5.2.2) 可 写成 


Ei = Ee Shor cose = EQ У j7"J, (kop)eine (5.2.9) 


对 于 沿 —z 方向 传播 的 平面 波 ET = Eoelkoz = Eoejkopcose 的 柱 面 波 函 数 展开 
式 可 表 为 : 
Е? = Eo 》 bndnl(kop)el™e (5.2.10) 
类 似 地 , 可 以 证 明 式 中 的 展开 式 系数 b, = jn. 或 由 (5.2.9) 式 令 其 中 的 j 一 —j 
或 ko 一 —ko, 亦 可 求 得 此 Er 的 柱 面 波 函数 的 展开 式 为 


Е? = Бе!#о°©°з® = Eo 》 jn], (kop)eine (5.2.11) 


T—— оо 


5.3 正 向 入射 TM, 极 化 平面 波 的 理想 导体 圆柱 散射 


WHE go 、 ро 无 界 媒 质 中 有 一 ТМ, 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 方向 垂直 入 射 到 位 
于 其 中 半径 为 a 的 无 限 长 理想 导体 圆柱 上 , 电场 E* = гіа, 沿 圆柱 轴 z 方向 极 化 ， 
如 图 5.3.1 所 示 . 


图 5.31 正 向 入 射 TM. 极 化 平面 波 的 理想 导体 圆柱 散射 
采用 圆柱 坐标 系 (p, р, 2), 沿 +z 方向 入 射 的 平面 波 电场 E: 可 表 为 


Eš = Ege jkoz = Ege iocos (ko = wVE0H0) (5.3.1) 
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利用 平面 波 的 柱 面 波 函 数 展 开 式 (5.2.9), Bi 可 写 为 


= Eo > andn (kope? (5.3.2) 
AH, an = j ”为 入 射 波 展开 式 系数 ， 
EKR (2) 中 , 导体 圆柱 在 入 射 平 面 波 的 作用 下 其 表面 将 激励 起 电流 ,而 此 电 
流 将 产生 散射 场 . 散射 电场 亦 仅 具有 z 分 量 . 由 于 散射 场 是 沿 矢 径 p 方向 传播 的 
行 波 , 须 用 圆柱 函数 HP (kop) RET, 因此 , 散射 场 Es 可 表 为 
Eš = Fo Y 55 НХ?) (kop)el"* (5.3.3) 
式 中 , s。 为 待定 的 散射 波 展开 式 系数 , 可 利用 场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 
已 知 电场 E: 和 Es 后 , 应 用 Maxwell 方程 , 便 可 求 出 相应 的 磁场 为 


1 1 /18E, дЕ, . 
H =-——VxE=-- = á á 5.3.4 
jwHo jw Ho G де ^ Op e) 534) 
故 入 射 波 的 磁场 为 
; 1 дЕ! Ex & | 
Hi ニー- Z =- njan Ja (kop)e)^* 5.3.5 
P jwHop Op jwpop ， > ? (kop) ( ) 
. 1 дЕ! _ КоЕо 25 
Hi = an J! (ko p)ei"? 5.3.6 
° ^ jwuo Op jopo Jopo 2 mh (kop) (5.3.6) 
而 散射 波 的 磁场 为 
1 OFS 
s - z = njsn HP (kop)ei™” 5.3.7 
P jwpop де jwpop 。 > | op) 6:37) 
1 OES ы 
Hs = | ĈE _ koko > sn HP (ko p)elne (5.3.8) 


jeuo Op jogo , 


在 区 域 (1) 和 区 域 (2) 中 的 电磁 场 表示 式 如 下 : 
区 域 (1): o = oo 理想 导体 


EQ) = НӘ — 0 (5.3.9) 


区 域 (2): шо, =0 自由 空间 (ko = wwWHoE0) 
区 域 (2) 中 的 总 电磁 场 是 入 射 波 场 与 散射 波 场 的 二 加 , ВП 


со 
ЕО = Е +Е? = Е V. [an Jo (kop) + sn HO) (kop)] eine (5.3.10) 


n=— 00 
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2 i S 
HO = H? + H? = 一 


E ы 、 
ーー 5 nj [an Jn (kop) + sn Hf (kop)| e"? (5.3.11) 
jwpop , <, 


2 i з 
H?) = Hi + Hš = 


koko < ; " 

200 y^ [ant (kop) +s HO (op| e? (5.3.12) 
J の 0 n--—oo 

ЕО = ЕО = Н — 0 (5.3.13) 


AP, an =j”; sn 为 待定 的 散射 波 展开 式 系数 . 
现 应 用 在 p = а 导体 柱 面 上 Е, 或 H, 应 满足 的 边界 条 件 来 确定 出 系数 sn. 由 
边界 条 件 : 


EP| ,—-E| ,-0 或 Н] = НУ] = 0, 可 得 


p=a 


anJn(koa) + s, Hf? (koa) = 0 


由 此 得 
Sn 一 一 Jn (koa) an 或 Sn = Sn = j” Sn デー Ja (koa) (5.3.14) 
Hy (koa) On Hà (koa) 


求 得 sn 后 , 代入 (5.3.10) ~(5.3.12) 式 即 可 得 区 域 (2) 中 的 总 电磁 场 : 


ko 
EO = Eo У j^^ |7. (кор) 一 Io o a) HO) (кор) | eine (5.3.15) 
п== — оо Hy (Ko a) 
E ы _ JA (Коа) j 
HO =- nj +i | Jalkop) 一 HE (kop)| е" (5.3.16 
^ Je Hop > ? (kop) HE?’ (koa) (kop) ( ) 
kok ы ュー J. (koa) , А 
HQ) = や や j" Л (kop) — EH" (кор) | ei^? 5.3.17 
” ”jun > (kop) Н? (koa) (kop) (5.3.17) 


其 它 电磁 场 分 量 ED = к) = HP — o. 
(1) 导体 圆柱 表面 上 的 感应 电流 
在 р = а 导体 圆柱 面 上 , 总 切 向 磁场 为 


_ КоЕо < ._ Jn (koa) ; | 
н? ーー j^^ |J! (koa, 万 ② (koa) | еј" 5.3.18 
の la С jozo 。 > n( О )- HO (koa) (ko ) ( ) 


HY?) (z) = Jn(z) —i¥a(z), UR Bessel 函数 有 Wronskian 关系 式 : 


Win (2), ¥al2)] = Ja (Ya) = Jt G)Ya(G) = = (5.3.19) 
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J 2) HD (а) ~ JL (2 HA (а) =W[J,,(2), HO (2) 
=- jW[Ja(2), Yale] = -jŠ (5.3.20) 


于 是 , (5.3.18) 式 可 化 为 


2E, cQ ene 
HL 2 > リー の 
лашро ы Hw (koa) 


故 由 切 向 磁场 边界 条 件 可 知 , 导体 圆柱 表面 上 的 感应 电流 为 
Js=ñx НӘ), = à, x (â HP +a HO) = a HP 


o, 2E x 24 8" 
norm PE HE) (5.3.21) 
故 对 于 TM, 波导 体 圆 柱 散射 , 其 柱 面 上 的 感应 电流 是 沿 柱 轴 > 方向 的 纵向 电流 . 
(2) 散射 宽度 、p > А 远 区 场 
散射 宽度 сор 是 二 维 柱 体 散射 问题 的 一 个 重要 参数 , 按 定义 : 


— p Е, [pr 
озр = lim fano = lim MIT UE (5.3.22) 


cap 具有 长 度 单位 , 米 或 厘米 (m BE cm); 而 оор 的 分 贝 数 定义 为 
тор = 10 lge2p(dBm 或 dBem) 
(5.3.22) 式 中 , E? 和 H° 分 别 为 散射 波 电 场 和 磁场 , E 和 H: 分 别 为 入 射 波 电场 
和 磁场 ， 因 散射 波 为 柱 面 波 , E| ~ 07/2, 故 散射 宽度 оор 与 距离 无 关 . 
对 于 TM, 极 化 波 , E: 和 E? MA z OS, 按 (5.3.22) 式 , 有 


Es 2 
zp = lim Ed 
poo 


ЕР (5.3.23) 


` 


El p oo 时 , 第 二 类 Hankel 函数 HO (2) 的 大 宗 量 渐 近 式 为 
HO (2) = /Sein = /Bare еї = уђе =j") (5.3.24) 
故 由 (5.3.3) R, 远 区 散射 场 Es TRA 


Е | = Eo у; 2) jsnerioeine — po | A e 77 Y Spe”? (5.3.25) 
2|p—oo „£ ү лор nko Vp ^ " UU 
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FH (5.3.14) st, 因 Л „(2) = (-1)"Jn(z) 和 HË (2) = (-1)^ HP (2), MA S-n = 3,5 
将 上 式 与 (5.3.1) 代入 (5.3.23) SUR, 便 可 得 散射 宽度 op: 


2 
2j e-ikop „29 
Eo xks UD J >` Snel” e 


m 4 | ご 
= n=—0o -2 5 ene 
Tap р ethos же ko P» (5.3.26) 
_ 2A 
220 А сайн) 
1 n=0 
式 中 ， En = 
2 n #0 


将 (5.3.14) 式 84 代入 上 式 后 , 就 得 到 TM, 波 理想 导体 圆柱 的 散射 宽度 оор 的 最 
终 表示 式 为 


2 


2 
4 | 之 Ja(koa) ; 2% | ご J. (koa) 
oop = — > 一 ere| = 270 > En cos(ny) (5.3.27) 
ko n—-—oo HY (koa) л n=0 н? (коа) 


对 于 长 度 为 1 的 有 限 长 圆柱 , 利用 近似 式 zsp = aap 可 求 得 三 维 雷达 散射 


截面 zsp, 因而 有 е А 
03D = = >= rem cos(nq) 

H (5.3.27) 和 (5.3.28) 式 可 见 , оор 和 озь 与 方位 角 e AX. 4 e Z 1809 时 , Ж 
得 的 cop 和 osp 分 别称 为 双 站 (bistatic) 雷 达 散 射 宽度 和 散射 截面 ; 而 当 ¿= 180° 
时 求 得 的 cop 和 озь 则 分 别称 为 背 向 (RA) 雷达 散射 宽度 和 散射 截面 , 或 单 站 
(monostatic) 雷达 散射 宽度 和 散射 截面 . 

对 于 TM, 极 化 波 情形 ， 柱 体 半径 а 为 0.05,0.1,0.2,0.5 和 0.8Xo， 双 站 o2p/ 
Ao-e 的 关系 曲线 如 图 5.3.2 Bros; 24 w = 180° 时 , 单 站 oap/Xo-a/Xo 的 关系 曲 
线 如 图 5.3.3 所 示 . 

(3) a/Ao < 1 小 半径 ( 细 柱 ) 近 似 

对 于 圆柱 半径 a/Ao < 1 情形 , 我 们 应 用 Bessel 函数 小 宗 量 近似 式 . 由 于 当 圆 
柱 半 径 a/Ao < 1 Bf, Bessel 函数 的 宗 量 koa 很 小 , 对 Hankel 函数 的 求 和 收敛 很 快 ， 
只 要 取 其 首 项 (n = 0) 已 可 有 足够 精度 . 由 于 当 z 一 0 时 , 有 


Jo(z)zm1 Hez = in (5 + 7) (5.3.29) 


而 Hankel 函数 H(z) = Jo(z) — jYo(z), BOA 


.2 z „2 1.78107z 
HO) (z 2) AO 1 一 j 二 =n (5 +7) = ~ -jz Ip (5 +) = -jiln Go) (5.3.30) 


(5.3.28) 
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以 上 式 中 , y = 0.577216649... 为 Euler Ж. 
于 是 , 导体 圆柱 面 上 的 感应 电流 (5.3.21) 式 可 简化 为 


~ a, 1 = aj 1 (5.3.31) 
5 ало ooo Н? (koa) umm In(0.8905Kkoa) UU 


J 


而 导体 圆柱 的 散射 宽度 (5.3.27) 和 散射 截面 (5.3.28) 式 分 别 退 化 为 : 


2 2 


2》Xo 2 1 ло 1 (5.3.32) 
02р <ò m А |In(0.8905koa) 2 |In(0.8905koa) wa 
1 2 
= x ーーーーーー ーー 5.3.33 
73D Zo ™ |In(0.S905ko2) (5.3.33) 


(5.3.32) 和 (5.3.33) 式 表明 , 4S ARH a < Ao 时 , 其 散射 宽度 оор 和 散射 截面 
gs 与 方位 角 о 无关 . 这 点 从 图 5.3.2 的 o2p 5 р 的 关系 曲线 中 亦 可 看 出 . 


10 lgo。 ぁ / А (dB) 


0 30 60 90 120 150 180 Ф 


osp/ А 


ot 
00 02 04 06 08 10 12 i4 1.6 7 


图 5.3.3 导电 圆柱 单 站 散射 宽度 оор /Ao-a/Xo 的 关系 (TM, 和 TE, 3X) 
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5.4 正 向 入射 TE。 极 化 平面 波 的 理想 导体 圆柱 散射 


BEE eo ~ uo 无 界 媒质 中 有 一 ТЕ, 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 方向 垂直 入 射 到 位 
于 其 中 半径 为 a 的 无 限 长 理想 导体 圆柱 上 , 磁场 Н" = Hia. 沿 圆柱 轴 z 方向 , 电 
5 E = Eià, W y 方向. 如 图 5.4.1 Brom. 


Р(р,р.0) 


图 5.4.1 正 向 入射 TE, 极 化 平面 波 的 理想 导体 圆柱 散射 
采用 圆柱 坐标 系 (0,0, 2), 沿 +z 方向 入 射 的 平面 波 磁场 Hi 可 表 为 
H: = Hoe i*o* = Hoe iFopcose (ko = ш\/ оо) (5.4.1) 


引用 平面 波 的 柱 面 波 函 数 展开 式 (見 (5.2.9) 5X), (5.4.1) 式 Hi 可 写 为 
Hi = Ho Y аһ Ja (kop)el" (5.4.2) 
式 中 , an = j” 为 入 射 波 展开 式 系 数 . 
EKR (2) 中 , 导体 圆柱 在 入 射 平面 波 作用 下 在 其 表面 激励 起 电流 ,而 此 电流 
将 产生 散射 场 . 散射 磁场 亦 仅 具有 z 分量. 由 于 散射 场 是 沿 矢 径 p 方向 传播 的 行 
波 , 须 用 圆柱 函数 HP (kop) 展开 , 因此 , 散射 场 H: 可 表 为 


Н? = Ho У Sn HP (kop)ei"e (5.4.3) 
式 中 , з, 为 待定 的 散射 波 展开 式 系数 , 可 利用 场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 
已 知 磁场 Hi 和 Н? 后 , 应 用 Maxwell 方程 , 便 可 求 出 相应 的 电场 为 
_ 1 _ 1 (10H,, 8H. 
E md xH = jweo (5 Ow ) 


Р р ° (5.4.4) 
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故 可 知 入 射 波 的 电场 为 
i 1 OHi _ п 
e jweop Op jueop 。 > njan Jn (kop)e™? (5.45) 
i; 1 oO | ko Ho = n 
而 散射 波 的 电场 为 
„_ 1 OH; _ (2) n 
É, Е jweop дф jweop „ > njsn Н ? (кор)е ° (5.4.7) 
s_ 1 ӨН; _ _koEo ы (2). n 
Es = joao o ^ ~ jwe > Sn HO (kop)ei"? (5.4.8) 
在 区 域 (1) 和 区 域 (2) 中 的 电磁 场 表示 式 如 下 : 
区 域 (1): o = oo 理想 导体 
Eg? = HY = 0 (5.4.9) 


区 域 (2): jo, eo 自由 空间 (ko = w/uoEo) 
区 域 (2) 中 的 总 电磁 场 是 入 射 波 场 与 反射 波 场 的 又 加 , 即 


Ho ざ | 
ED = Et + Es = Te ra > nj [an Jn (Кор) + sn HP (kop)| einp (5.4.10) 
0 一 Oo 
; koEo 之 ; , 
BY) = E; + Eg = у; [an Ja (kop) + sn HQ) (kop)| e"? (5.4.11) 
TL——oo 


Н =Hi+Hi=H V. [enJn (кор) + sn Н (р) eine (5.4.12) 
EQ) ~ НО = HO) = 0 (5.4.13) 


RP, ал = J"; sn 为 待定 的 散射 波 展开 式 系数 
现 应 用 在 p = a 导体 柱 面 上 Н, 或 E, 应 满足 的 边界 条 件 来 确定 系数 ss， 由 
边界 条 件 : 
(2) (1) 
ラー| „9 -o 或 zo -zp| -owe 
Oz p=a p=a 


pHa Oz pa 


On J, (koa) + 5n HÈ?! (koa) = 0 


54 正 向 入射 TE: 极 化 平面 波 的 理想 导体 圆柱 散射 


由 此 得 
, 7 
п. k 
sn = — Zn (koa) an 或 Sn = ы = ]°з„ ニー Jal оа) 
Hy (koa) аъ Hà (koa) 


求 得 s。 后 , 代入 (5.4.10) ~(5.4.12) 式 即 可 得 区 域 (2) 中 的 总 电磁 场 : 


EQ = 


jweop ,. HË (koa) 


kolo 之 J! (koa) ; 
(2) — _ 0420 i7? | J' (k _ nO HO) k eine 
ES jweo >` j | n(kop) 一 一 ーー て ガ > (Кор) 


HY?” (koa) 
J} (koa) 
HY?” (koa) 


TL 


HP =н > у" Е 一 


TL— — о0о 


Psp) eine 


其 它 电 磁场 分 量 EP = н? = nt» = o. 
(1) 导体 圆柱 表面 上 的 感应 电流 
由 (5.4.17) 式 可 知 , 在 p = a 导体 圆柱 面 上 总 切 向 磁场 为 


HP | | = Ho Y j^" | (Коа) — — 099) gr) (коа) | eine 
p—a н? (koa) 


人 一 一 DO 


由 (5.3.20) 式 可 知 Bessel 函数 J, (2) 与 HO (2) 有 Wronskian KAR: 


W [Js (2), HO (а)] = Л. (2) HP (z) — Ja (z2)HO)(2) = コー 
T E, (5.4.18) 式 可 化 为 
2 a, ene 
HO р-а = 一 ] 0 nkoa PE HO (koa) 


故 由 切 向 磁场 边界 条 件 可 知 , 导体 圆柱 表面 上 的 感应 电流 为 


—à, HË 


Js=ñx HO | | =, хан: 
p=a 


oo 


_. .2Ho nm 0"? 
= ay) лка PE Н (kya) 


故 对 于 ТЕ, 波导 体 圆柱 散射 , 其 柱 面 上 的 感应 电流 是 沿 圆柱 的 yp 方向 . 


(2) 散射 宽度 , p > Ay 远 区 场 


> LIE (kop) — _ 8609) _ #2 to) eine 
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(5.4.14) 


(5.4.15) 


(5.4.16) 


(5.4.17) 


(5.4.18) 


(5.4.19) 


(5.4.20) 


散射 宽度 огр 可 采用 远 区 散射 电场 计算 , 亦 可 采用 远 区 散射 磁场 计算 . 对 于 
ТЕ, 极 化 波 , 入 射 波 和 散射 波 电场 有 两 个 分 量 E, 和 EL, 而 磁场 仅 有 一 个 分 量 H, 


. 368 - 第 5 章 ”电磁波 的 圆柱 散射 


因此 , 采用 远 区 散射 磁场 计算 散射 宽度 较为 方便 . 对 于 TE, 极 化 波 , 由 (5.3.22) =: 


. IH°|2 
の 2 り = jim, (27 Ë 24 (5.4.21) 
ЕН (5.4.3) zÑ, 应 用 Hankel 函数 的 大 宗 量 渐 近 式 (5.3.24), 可 得 р 一 oo 时 远 区 散射 
磁场 为 


7) ^e —ikop pine 


-њ M ү 
2j е-ікор C? 

= е”? 5.4.22 

Hoy лы ур 22 (5.4.22) 


n=—oo 


参见 (5.4.14) A, 有 3n = 84, 将 上 式 与 (5.4.1) 代入 (5.4.21) 式 后 , 便 可 得 散射 宽 


RE oop: 
2 
2] e-jkop {29 
Ho J 一 一 л уб >` s ene m 2 
Gop = 2np “aoe У š, ene 
[Hoe ikoz |? n= 
_ 2 ? 
ーー aaeos(ag (5.4.23) 
n=0 
1 n=0 
式 中 , En = 
2 #0 


将 (5.4.14) КАЕ з, 后 便 得 到 TE, 波 理想 导体 圆柱 的 散射 宽度 cz 的 
最 终 表 示 式 为 


2 2 
4 | 之 Ji(koa) | _ 2Җо | ご J! (koa) 
cap = ү- P» HO” Uk a)” Ф| = ーー >= HO (koa) cos(ny)} (5.4.24) 
对 于 长 度 为 ! 的 有 限 长 圆柱 , 三 维 雷 达 散 射 截面 cap 可 近似 地 表 为 
2 
4l? |= J! (koa) 
sp テー 2,6 HO (koa) cos(nq) (5.4.25) 


对 于 TE, 极 化 波 情形 , 柱 体 半径 a 29 0.05,0.1,0.2 和 0.529, 双 站 025 /Ao-v 的 
关系 曲线 如 图 5.4.2 Bras; 当 р = 180° 时 , 单 站 сор /Ao-a/Ao 的 关系 曲线 已 给 在 图 
5.8.3 中 . 

注意 : 对 于 ТЕ, w, 这 里 所 求 得 散射 宽度 (5.4.23) 与 TM, 波 的 (5.3.26) RE 
达 式 有 相同 的 形式 , 只 是 它们 有 各 自 不 同 的 散射 系数 in 这 是 因为 对 于 正 向 入 射 情 
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Ж, 两 者 的 入 射 波 场 和 散射 场 的 展开 式 相同 ， 而 散射 宽度 on 仅 与 散射 场 (因而 与 
其 展开 式 系数 8.) AX, 并 且 散 射 宽度 可 采用 远 区 散射 波 电场 或 散射 波 磁场 计算 . 
因此 , (5.3.26) 或 (5.4.23) 式 对 ТМ, 和 TE, 波 均 适 用 ， 显 然 ， 由 于 同样 原因 , 它们 
不 仅 适 用 于 理想 导体 圆柱 散射 ， 亦 适 用 于 正 向 入 射 情形 的 介质 圆柱 散射、 多 层 介 质 
圆柱 散射 ， 以 及 多 层 介 质数 层 导电 圆柱 散射 . 只 是 对 于 不 同 的 圆柱 结构 散射 ， 电磁 
场所 应 满足 的 边界 条 件 不 同 , 而 有 不 同 的 散射 系数 Sn. 


Bistatic SW 10lgo2p/A» (dB) 


0 30 60 190 150 180° 


图 5.4.2 “导电 图 柱 双 站 散射 宽度 ozp [op 的 关系 (TE W) 
(3) а/ж < 1 小 半径 ( 细 柱 ) 近 似 
对 于 圆柱 半径 c/Xo < 1 ВП koa 很 小 情形 ， 有 关 H (коа) 的 级 数 求 和 收 和 敛 很 
快 , 这 时 ， 在 导体 柱 面 上 的 感应 电流 与 散射 宽度 的 级 数 求 和 式 中 ， 取 其 前 三 项 已 可 
有 足够 精度 . 
因 当 Jo(z) 、 A(2 ^ Ну (2) 和 HO (2) HRE z 一 0 时 , RIA 


90 


Jo(z) = 1, (lz) = = 
z , , 1 
Ji(z) = —J_1(z) = PIR (2) = —J' 4(z) = 5 
Oz j-n (2 @' уы — 2 
Ho (2) ~ Um G E Ho (2) S -iz (5.4.26) 
2 2 . 2 2) 2 . 2 
HO (2) = HO) ei. H (2) = _ HO) я i 
JG) Tua AG) _ Fal) „у. 
н? 4 Н) HOG 4 
于 是 有 
SA n eine 1 1 O aa e 
Ў і "р = у +) uaGynos 3 Hk) 
„ы НА (koa) Но (koa) НҮ” (koa) Ні (koa) 
k 
ーー (1 — 2jkoa cos e) (5.4.27) 
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п=— 00 


= (оа) (1 – 2cosy) (5.4.28) 
将 (5.4.27) 代入 (5.4.20) 式 , 可 知 细 导 体 圆柱 面 上 的 感应 电流 为 


Js = -—G&,HBo(1 — 2jkoacose) (5.4.29) 
a< Ао 


将 (5.4.28) 代入 (5.4.24) 和 (5.4.25) 式 , 分 别 可 得 二 维和 三 维 细 导 体 圆 柱 的 散 
射 宽度 02D 和 散射 截面 03D A: 


TAO 4 2 ` 
x — (k 1-2 5.4.30 
оор 25 S (koa)! [1 — 2созе| (5.4.30) 
和 M 
дш ^u- .4.31 
озр Ë 4 — (koa)^ |1 — 2cosy|? (5.4.31) 


以 上 两 式 表 明 , FARI a を Ао BT, 其 散射 宽度 cop 和 散射 截面 cap 577 
у о AK. 


5.5 正 向 入 射 TM, 极 化 乎 面 波 的 介质 圆柱 散射 


BE co. wo 无 界 媒 质 中 有 一 TM, 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 方向 垂直 入 射 到 位 
于 其 中 半径 为 a WERK е. u 介质 圆柱 上 , 电场 E* = Еіа, 沿 圆柱 轴 z 方向 极 
化 , 磁场 Hi = —Hià, 沿 —y 方向 , 如 图 5.5.1 所 示 . 

按 电磁 场 边 值 问题 的 一 般 解 法 ,对 于 平面 波 的 柱 散 射 ,在 介质 柱 体 外 ， 我 们 
将 Helmholtz 方程 的 一 般 解 用 柱 面 波 函数 展开 ,其 中 Bessel 函数 是 (kop) 与 
HP (кор) 的 线性 组 合 , 并 且 取 Л, (кор) 的 展开 式 系数 为 入 射 平面 波 的 展开 式 系数 
ал, 这 意 谓 将 介质 柱 体外 的 场 表 为 入 射 波 的 场 与 由 于 介质 圆柱 在 入 射 波 作 用 下 所 激 
励 的 散射 场 (散射 波 展开 式 系数 为 54) 之 和 , 因为 当 介 质 圆 柱 不 存在 时 , 它 就 等 于 
入 射 波 的 场 ; 对 介质 柱 体内 , BAO (kp) 当 р 一 0 是 为 无 限 , Helmholtz 方程 的 一 
般 解 是 仅 含 (Ко) 柱 面 波 函 数 展开 式 (展开 式 系数 为 bs), 当 介 质 圆柱 不 存在 时 ， 
而 有 b, = as. 已 知 入 射 平面 波 的 展开 式 系数 an =j, 故 通过 介质 圆柱 内 、 外 的 
场 在 圆柱 表面 所 应 满足 的 电磁 场 边 界 条 件 可 确定 出 待定 展开 式 系数 sn 和 bn. 現 
在 , 我 们 来 求解 所 给 图 5.5.1 的 介质 圆柱 散射 问题 . 

采用 圆柱 坐标 系 (p, v, 2), W: +z 方向 传播 的 入 射 平面 波 电场 E: 可 表 为 


Е = Eoe Jo? = Eoe Fores? (ko = o /£gpig) (5.5.1) 
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P(p, @,0) 


图 5.51 正 向 入射 TM。 极 化 平面 波 的 介质 圆柱 散射 
利用 平面 波 的 柱 面 波 函数 展开 式 [見 (5.2.9) 式 ], 入 射 波 电场 E: 可 写 为 


oo 


Е = Eo 》 anJn(kop)e"? (5.5.2) 


n=—oo 


AH, on =j ”为 入 射 波 展 开 式 系数 . 
在 p > a 介质 圆柱 外 , 散射 波 电 场 Es 可 取 如 下 形式 : 


E = Eo 》 snH (kop)eine (5.5.3) 


她 一 一 OO 


RP, s 为 待定 的 散射 波 展开 式 系数 , 由 场 的 边界 条 件 予 确定 . 
应 用 Maxwell 方 程 H = - = x E, 可 求 得 相应 Ei 的 入 射 波 磁场 为 


1 OF Ey < 


Hi = ~- = 一- njanJn(kop)el”? 5.5.4 
p }шшор Op jopop > jan Jn (kop) ( ) 
; 1 OEi kobo < | 
„= z= - > an J, (Кор)е!"? 5.5.5 
° jwpo Op jopo , n (op) (5.5.5) 
Hi 一 0 (5.5.6) 


而 相应 ES 的 散射 波 磁场 为 


1 ƏEs EF < | v | 
E = —- njss Н) (kop)? 5.5.7 
P jeHop Op — junop > jsn (kop) (5.5.7) 
1 OES kg Eo оо ГА : 
H; = 一 一 一 和 =- У^ sn HE (kop)el™e 5.5.8 
° joo Op шш ,所 " (kop) (5.5.8) 


Н? =0 (5.5.9) 
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在 介质 圆柱 内 的 电磁 场 亦 采用 柱 面 波 函数 展开 式 表示 , 与 入 射 波 的 展开 式 具 有 
相同 形式 , 但 展开 式 系数 为 待定 的 5。, 且 其 中 的 ko — К. WE p < a 区 域 (1) 和 
p > a 区域 (2) 中 的 电磁 场 , 它们 各 分 量 的 表示 式 如 下 : 

区 域 (1): p < a: p,e 介质 (k = оу) 


EP = Ey Y bndn(kp)ein” (5.5.10) 
1 aE) Eo oo А 
НО =~ 282 a0. njb, Jalke”? 5.5.11 
Р jwup Op jwup | > ; (ko) ( ) 
1 EP kio © 
HO) = — — 0 БЛ! (kp)ein? 5.5.12 
° jwp Op jog > (ko) ( ) 
ED = EÜ) = НО =0 (5.5.13) 


区 域 (2): p 2 а: ио,Єо 自由 空间 (ko = wVHo50) 
区 域 (2) 中 的 总 电磁 场 是 入 射 波 场 与 散射 波 场 的 又 加 ,， 即 


oo 
EO = ES у, (аһ (кор) + sn H (kop) | eine (5.5.14) 
п=-— 00 
E oo 
(2) _ 70 : (2) jne 
HP =- > nj [anJn(kop) + sa HO) (kop)| е (5.5.15) 
0) koo < , (2) jne 
HY = 20-9 Y [anJa(hop) + sn HO (kop)] е! (5.5.16) 
JW Ho n= о 
EQ 一 EC = Н =0 (5.5.17) 


式 中 , dn =j; b, 和 sn 为 待定 的 散射 波 展 开 式 系数 . 
现 应 用 在 p = a 介质 圆柱 面 上 E, 和 H, 应 满足 的 边界 条 件 来 确定 系数 b。 和 
s. 由 边界 条 件 EO = EP) ж HY| =н], я 
р=а р=а р=а р=а 


Л (ka) = an Jn(koa) + sn HC (koa) (5.5.18) 
和 k k 
Ë b. JI (ka) = “° [an (koa) + sn HA) (koa)| (5.5.19) 
H Ho 


(5.5.18) 和 (5.5.19) 式 是 关于 系数 b, 和 s。 的 联 立 方程 组 , 解 此 方程 组 , 即 可 得 出 
bn 和 sn 的 解析 表达 式 . 为 此 , 将 (5.5.18) 与 (5.5.19) 式 相 除 后 可 得 


kou (Еа) _ (koa) + a B (oa) 
Кро (Ка) у (koa) + 2" - за HO (koa) 
п 


(5.5.20) 
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令 


а) _ Ко Ja(ka) _ /ш Jn(ka) (5.5.21) 
Ë = kuo Jalka) VE 2, (Ба) ^ 
则 有 
Ja (koa) + HF (koa) = |J} (koa) + 7 HO (koa) RD 
由 此 可 解 得 " 
š, = Sn _ — Ja (koa) — Ер (оа) | (5.5.22) 


an НО (koa) — RD” (koa) 
RA RD, 最 后 便 得 到 


ーー Ver dn (ka) In (koa) — Jr Ja (ka)J] (koa) 


МЕЈ! (ka) HA (koa) — Fr Ju (ka) HO) (koa) (5.5.23) 
而 将 s, 代入 (5.5.18) 式 可 解 得 系数 : 
bn = = = XB [Ja (oa) + nH (koa)| (5.5.24) 


当 求 得 系数 b, 和 n 后 , 便 可 由 (5.5.10)~(5.5.12) 式 求 出 区 域 (1) 中 的 电磁 场 ， 
以 及 由 (5.5.3). (5.5.7) 和 (5.5.8), 与 (5.5.14)~(5.5.16) 式 分 别 求 出 区 域 (2) 中 的 散 
射 场 与 总 的 电磁 场 . 

er = 1, pr = 1,k = ko 时 ,这 相应 于 不 存在 介质 圆柱 , 如 所 预期 的 , 由 (5.5.23) 
和 (5.5.24) 式 可 得 5n = 0, bn = an, 整个 空间 为 单一 co, по 媒质 , 只 存在 入 射 波 . 

此 外 , (5.5.18) 和 (5.5.19) 式 亦 可 写成 如 下 矩阵 形式 ; 


Jalka) Н (ка) 
k ko (2) 
—J' (ka) ——H,“” (koa 
m nf ) m ( 0 ) 


(5.5.25) 


b, 
$n 


(5.5.25) 式 可 应 用 Cramer( 克 拉 默 ) 行列 式 法 求解 ; 对 于 给 定 的 n(n = 0,1,2,---), 
此 线性 方程 组 亦 可 采用 数值 方法 求解 得 bn 和 5. 

注意 到 ,(5.5.1) 和 (5.5.3) 分 别 与 (5.3.1) 和 (5.3.3) 式 具有 相同 形式 , 故 已 知 散 
射 系数 s, 按 散 射 宽 度 сор 定义 , 由 (5.3.22) 式 可 知 , 它 具有 与 (5.3.26) 式 相同 的 
形式 : 


2 


EP] 2А | <S 
тор = lim Ё Az = 220 Y ` =,,š,cosne (5.5.26) 
LE: л n=0 
| 1 = 0 
AP, 散射 系数 8, 由 (5.5.23) BAM; en -| ә го . 
n 
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应 用 (5.5.26) 式 可 求 得 介质 圆柱 TM; 波 的 散射 宽度 . 对 于 e = 2.56、a = 0.520, 
其 双 站 czp/Ao-e 特性 如 图 5.5.2 所 示 ; “4 e = 1809 BF, 其 单 站 ozp/Xo-a/Xo 


10 


c 


| 
= 
© 


a=0.5Aq, Ag= 1.0 
€,=2.56, u,— 1.0 


10 lgos/ 4 /(dB) 


| 
мю 
© 


0 30 60 90 120 150 180° 


图 5.5.2” 正 向 入 射 平面 波 的 介质 圆柱 сәр /Ao- 的 双 站 散射 特性 


Ay =1.0 TM, 波 
10 £,—2.96, u,— 1.0 


V vul Е ` + i a 
0.8 10 12 14 1.6 /% 


5.5.3 ” 正 向 入 射 平面 波 的 介质 圆柱 сор /Xo-a/Xo 的 单 站 散射 特性 


0 a oo. "i 
02 04 06 


10 


10 lgo2p/ 4 / (dB) 
| 
© 


| 
トッ 
= 


一 30 Ф 
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 


5.5.4 Я er 介质 圆柱 czp/o-e 的 双 站 散射 特性 
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=1.0 
_ pel = (3.0.-40), r=10 
~ " 
`í 
Ó 04 

0.2 


0 aj А 
00 02 04 06 08 10 12 14 16 


图 5.5.5 £f er 介质 圆柱 czp/Ao-e/Ao 的 单 站 散射 特性 


特性 如 图 5.5.3 所 示 ; er = 3.0 — j4.0 时 的 双 站 czp/Xo-p 和 单 站 сор/Ао-а/ Ао 特性 
分 别 如 图 5.5.4 和 图 5.5.5 所 示 . 


5.6 正 向 入射 ТЕ, 极 化 平面 波 的 介质 圆柱 散射 


RE eo、 по 无 界 媒质 中 有 一 TE, 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 方向 垂直 入 射 到 位 于 
其 中 半径 为 a HERK е. u 介质 圆柱 上 , 磁场 Н" = Hi&; 沿 圆柱 轴 z 方向 , 电场 
E' = Bia, Ў y 方向, 如 图 5.6.1 所 示 . 


Р(р.Ф.0) 


图 5.61 正 向 入射 TE, 极 化 平面 波 的 介质 圆柱 散射 
对 于 TE, 波 介质 圆柱 散射 , 分 析 与 讨论 类 似 于 TM, 波 情形 . 
采用 圆柱 坐标 系 (p, р, z), W: +z 方向 传播 的 入 射 平面 波 磁场 H: 可 表 为 


Hi = Hoe kez = Hye ikopeos (ky = i Eolo) (5.6.1) 
利用 平面 波 的 柱 面 波 函数 展开 式 [見 (5.4.2) X], Hi 可 写 为 
Hi= Ho > a5 Ja (kop)e (5.6.2) 


п= — оо 
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式 中 , an = j" 为 入 射 波 展开 式 系数 ， 
Ж p 2 a 介质 圆柱 外 , 散射 波 电场 Hs пра РМ: 


Н? = Ho 》 sQH((kop)ei"* 


п=— 00 


AP, sn 为 待定 的 散射 波 展开 式 系数 , 由 场 的 边界 条 件 予 确定 . 


(5.6.3) 


应 用 Maxwell 方程 E = =V x H, 可 求 得 相应 H: 的 入 射 波 电场 为 


кє 1 ӘН Ho 


NjandIn (kop)el^* 
jweop Op ~ jweop ， > ? (kop) 


, 1 ƏH _ kolo で ; , 
Ei = 一 一 一 一 n JA (kop)el™e 

o= jue др joeo 2 tn] UP) 
Е =0 


z 


而 相应 Ae 的 散射 波 电场 为 


E? = 1 OH? _ > njs, HO) (kopja? 
P jweop Op С jweop , 
_1 ӨН; ЮН ы , ‚ 
ES = = nH?) k e"? 
の 7 jweo Әр jweo DE n ( op) 
= 0 


在 介质 圆柱 内 的 电磁 场 具 有 与 入 射 波 场 相 类 似 形 式 ， 故 在 р 
p 2 a Rik (2) 中 的 电磁 场 , 它们 各 分 量 的 表示 式 如 下 : 
区 域 (1): p < a: ре 介质 (k = шупе) 


HQ) = Н У? bnJn(kp)e”? 


п=— оо 
1 0H н & | 
EO = 2 _ 0 ib, (Ере 
p my Әф боер 22 "d nJn(kp)e 
1 og? kHg < | 
BY = 一 一 =- 》  b,J/(kp)elne 


jwe Op jwe 
EY = НО = HP =0 


n=-—o 


区 域 (2): p >a: Ho,so 自由 空间 (ko = wiio50) 


(5.6.4) 


(5.6.5) 


(5.6.6) 


(5.6.7) 


(5.6.8) 


(5.6.9) 


< a EX (1) 和 


(5.6.10) 


(5.6.11) 


(5.6.12) 


(5.6.13) 
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区 域 (2) 中 的 总 电磁 场 是 入 射 波 场 与 散射 波 场 的 登 加 , 即 


HO =н V [а (Кор) + sn H) (kop) | eine (5.6.14) 
Ho 之 ; 
(2) _ 70. j k nH) (kgp) | eine 6.1 
EP ge УС [anTn(kop) + ss H (ор) (5.6.15) 
koHo © ; | 
(2) — _ 20 ぞ 0 , (2) n 
の ニー ギー > [an J4 (Кор) + snE (hog) | ene (5.6.16) 
— 2) — 2) — a 
EO = HS ) 一 н = 0 (5.6.17) 


RP, on = 57%: b, 和 s 为 待定 的 散射 波 展开 式 系数 
现 应 用 在 p = a 介质 圆柱 面 上 H, 和 ,的 边界 条 件 来 确定 系数 b, 和 sn. 
根据 边界 条 件 Hi) ”= HP ЕО] = 万 | we 

р=а p=a p=a p-a 


b, Jn (ka) = aJ, (koa) + sn Н) (koa) (5.6.18) 

和 k k 
bn Jn (ka) = — [aJ (Коа) + sn HY (koa)| (5.6.19) 

0 


(5.6.18) 和 (5.6.19) 式 是 关于 系数 bn 和 sn 的 联 立方 程 组 , 解 此 方程 组 , 即 可 得 出 
bn 和 sn 的 解析 表达 式 . 为 此 , 将 (5.6.18) 与 (5.6.19) 式 相 除 后 可 得 


Sn 
Jn (Koa) 十 Hs (koa) 


koe Jn (ka) 
keo ETO 5.6.20 
keo J! (ka) J! (Коа) + Ên py (2) (koa) ( ) 
ат 
° koe Jn(ka) _ Ver Ja(ka) 
(1) _ KoE Janika) _ у Jnika 
Bg = keo Ji (ка) ^ pr J} (Ка) (5.6.21) 
则 有 . 
Ja (Коа) + 2 Hf? (koa) = |J! (koa) + £2.17" (koa) RD 
由 此 可 解 得 
~ Sn Jn ん a) 一 R J; k 
"as Cmm Pure (5.6.22) 
"m Hy’ (koa) — Ry Hx’ (koa) 
代入 RY, 最 后 便 得 到 
в, = Vn (Ra) Jn (koa) — Vern (ka) Jn (koa) (5.6.23) 


— Vis J (ka) HO) (коа) — Ven (ka) HO (koa) 
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由 (5.6.18) 式 可 知 有 


bn = = = ДЕ) [Js (oa) + š, HË? (koa)| (5.6.24) 

将 s, 代入 上 式 便 可 求 得 系数 bn. 

346, = 1, pr = 1,k = ko 时 , 这 相应 于 不 存在 介质 圆柱 , 如 所 预期 的 , 由 (5.6.23) 
和 (5.6.24) 式 可 得 5, = 0, bn = an, 整个 空间 为 单一 єє, по 媒质 , 只 存在 入 射 波 . 

当 求 得 系数 b, Al 5, 后 , 便 可 应 用 (5.6.10)~(5.6.12) 式 得 出 区 域 (1) 介质 圆柱 
内 的 电磁 场 , 应 用 (5.6.3). (5.6.7) 和 (5.6.8), 以 及 (5.6.14)+(5.6.16) 式 分 别 得 出 区 
域 (2) 中 的 散射 场 与 总 的 电磁 场 . | 

此 外 , (5.6.18) 和 (5.6.19) 式 亦 可 写成 如 下 矩阵 形式 : 


Jalka) Н (koa) ||, Ja (koa) 6.6.25 
Ë yr (ka) _ Fo Н (koa) Fa —9 J (koa) 6.25) 
£ と 0 と 0 


(5.6.25) 式 可 应 用 Cramer 行列 式 法 求解 ; 对 于 给 定 的 п (п =0,1,2,…:), 此 线性 方 
程 组 亦 可 采用 数值 方法 求解 得 bn 和 s. 
已 知 散射 系数 $。, 按 散射 宽度 сор 定义 , 由 (5.3.22) 和 (5.3.26) 式 可 得 


| 
© сор = lim |2лр71- 
02D jim | Pimp 
2 2 
4 о_О, 2Ào ы -o 
== > S401? = 2 endncosniy (5.6.26) 
~ A 1 n=0 
. 式 中 , 8, 由 (5.6.22) 式 给 出 ; en = . 
: . 2 n#0 


应 用 (5.6.26) 式 可 求 得 介质 圆柱 TE, 波 的 散射 宽度 . 对 于 介 电 常数 sr = 2.56. 
柱 体 半径 a = 0.5Xo, 其 双 站 .oap/Xo-p 的 关系 曲线 ; 当 р = 180° 时 , 其 单 站 czp/Xo- 
a/Ào 的 关系 曲线 ; 以 及 具有 复 介 电 常数 e = 3.0 — j4.0 时 的 双 站 cap/Xo-p 和 单 站 
o2p/ro-a/o 的 关系 曲线 它们 已 与 TM, 情形 一 并 给 在 图 5.5.2~5.5.5 中 . 


5.7 EHAN TM, 平面 波 的 介质 数 层 导体 圆柱 散射 


BUTE cor по 无 界 媒质 中 有 一 TM, 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 方向 垂直 入 射 到 一 
є н 介质 甫 层 的 无 限 长 理想 导体 圆柱 上 , 导体 圆柱 的 半径 为 а, 介质 散 层 圆柱 的 内 
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径 和 外 径 分 别 为 a 和 Ь; 电场 E: = Eia, 沿 圆柱 轴 z 方向 极 化 , 磁场 H: WY y 方 
向 , 如 图 5.7.1 所 示 . 


E=a „Буе Jr 
Е н 
2 


图 5.7.1 正 向 入射 TM: 极 化 波 的 介质 数 层 导电 圆柱 散射 
采用 圆柱 坐标 系 (p, 9,2), W +z 方向 传播 的 入 射 平面 波 电场 E: 可 表 为 


Ei = Ege Po ~ Ере jkopcose (ko = gyEoZo) (5.7.1) 
其 柱 面 波 函数 展开 式 可 表 为 
Ei = Eo Y ал 7.(Кор)е?"№ (5.7.2) 


式 中 , an = 7^ 为 入 射 波 展开 式 系数 . 
散射 波 电场 Es 可 取 如 下 形式 : 


Es = Eo Y Sn HP (kop)? (5.7.3) 
式 中 , s。 为 待定 的 散射 波 展开 式 系数 , 可 由 场 的 边界 条 件 予 确定 . 
在 p > 5 介质 散 层 导体 圆柱 外 , 总 电场 则 为 入 射 波 电场 与 散射 电场 之 和 , El 


ЕЗ) = Ei + E? Eo У [en Jn (кор) + sn НО (kop)| eine (5.7.4) 
YE а < p < 5 介质 散 层 圆柱 内 , 总 电场 ED 亦 具 有 EO 类 似 的 形式 , 它 的 全 
解 可 表 为 In (kp) Y. (kp) (ER HS” (kp) 与 HY (kp)) 的 线性 组 合 展开 式 , 即 


EP = Eo 》 [bnJn(kop) + en¥n(kop)] el™e (5.7.5) 


n=— o0 
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1 4 1 OE, 1 дЕ, 
已 知 E, H AW=--—VxEW@ H,=-- p= — | 
jen jwpop Ov jen Op 


于 是 , 我 们 可 得 区 域 (1)~(3) 中 的 电磁 场 各 分 量 的 表示 式 如 下 : 
区 域 (1): ヶ = oo 理想 导体 


EO = НО = 0 (5.7.6) 


区 域 (2): a X p & b, p,e SMA (k = шу) 


oo 
EQ) = Ey V [bs Ja (kp) + en¥n(kp)] eine (5.7.7) 
了 一 一 Ce 
HQ = Eo ух nj oy JL (Rp) + с„Ү„(Ер)]е”"” (5.7.8) 
шир ,一 
HO — を Po ` bn J’ (k Ү/(Ер)| in? 7.9 
(2) = 79 V [bad (kp) + сҮ; (Кр) (5.7.9) 
JWH ee 
2) _ 2) _ 2) __ 
EC ) = ЕФ) = H(? «0 (5.7.10) 


AF, bn 和 cn 为 待定 展开 式 系数 , 亦 由 场 的 边界 条 件 予 确定 . 
区 域 (3): b < p < oo, po,go 自由 空间 (ko = wV1650) 


EC = Ey >  |asJ,(kop) + sa HO) (kop)| е" (5.7.11) 
Е 2 ; 
(3) _ __—0 ; (2) ny 
HP Toe 2 [as Rog) + sn HCkop) | e: (5.7.12) 
HO) — FoEo Y [an 74 (Kop) + sn H (kop) | ei^ (5.7.13) 
? joo £ n "Um 
E® = E = g(9 — 0 (5.7.14) 


SUN FE er RUS SEREA p = a 界面 上 ER H,), 以 及 在 介质 甫 层 
与 外 层 eo, uo 空间 p = b 界面 上 Е, ЖП Ho 所 应 满足 的 边界 条 件 来 确定 系数 b, cn 
和 sp. 

H p= a 处 边界 条 件 : EP | | = 0 R HP | = 0, 可 得 


brJn(Ka) + enYn(ka)= 0 (5.7.15) 
由 p = ”处 边界 条 件 :PP| = EO) MHP) =н 分 別 可 得 
p=b p=b p=b p=b 


ba Js (kb) + e, Ya (kb) = an Tn (kob) + sn HX) (kob) (5.7.16) 
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和 
E [ba (kb) + ca Y (КБ) = “2 [as J4 (Rob) + sn H (kob)! 
H Ho 
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(5.7.17) 


以上 (5.7.15)~(5.7.17) 式 是 关于 系数 6。,c。 和 sn 的 联 立方 程 组 , 解 此 方程 组 , 即 可 


得 出 b, cs 和 sn 的 解析 表达 式 . 为 此 , 由 (5.5.15) 式 解 出 cn, 有 


Ja (ka) 5р hn 
Y, (ka)! 或 bn — Y,(ka) 


Cn = 


将 (5.7.18) 代入 (5.7.16) 和 (5.7.17) R, 消去 cn, 可 得 


lx ゅ ー m А) bn = OnJn(kob) + sn HIP (kob) 
All 
|z ー am кө) bn = САСО + sn HO (kob) | 


(5.7.19)+(5.7.19) 式 , 得 


Jn(kb)Ya(ka) — In(ka)¥n(kb) _ kuo an Jn(kob) + sn HË) (kod) 
Јл (КБ), (ka) — In(ka)¥n(kb) kok an J! (kob) + sn НО) (kob) 


即 
kou |J,,(kb)Y,, (ka) — J,,(ka)Y,,(kb)] [an J (kob) + Sn 名 (kb) 
= kpo [J!, (kb) Y, (ka) — Ja (ka)Y/ (kb) [an Ja (Rob) " sn Hé (kob) 
由 此 可 解 得 
Кор. (kob) [Ja (kb)Y (ka) — Jn(ka)Yn(kb)] 
_ 00$. = kuodJ,(kob) |J}, (kb)Y,, (ka) — Jn (ka)Y; (kb)] 
Sn = = 
an kuo HE” (kob) [.J7 (kb)Ya (ka) — Jn (ka)Y (kb) 


— ko HË) (kob) [Jn (kb) Yn (ka) — Jn (a) Ya (kb) 


求 得 8, 后 , 由 (5.7.15) 和 (5.7.16) 式 分 别 消 去 cn 和 bn, 便 可 解 得 


> ; nO 
bn = bn = -Yp (ka) — n (ob) + snlin (kob) 
an Jn (ka)Y, (kb) — In (kb) Yn (ka) 


3, HO 
ё, = “ = J,,(ka) Jn(kob) + Sn Hr (kob) 
ат, Ja (ka)Yn (kb) — Jn(kb)Yn (ka) 


(5.7.18) 


(5.7.19) 


(5.7.20) 


(5.7.21) 


(5.7.22) 


(5.7.23) 


(5.7.24) 
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此 外 , (5.7.15)~(5.7.17) 式 赤 可 号 成 名 下 知 隆 形式 : 


Ja(ka) Y,(ka) 0 bn 0 

м)  Yn(kb) -HÈ (hob) || | | л) (5.7.25) 
k k ko ,,(2) ~ k 

= Ji (kb) -YZ(ko —— H) (kob) || š, fo y 

т (kb) т (kb) uo Pn (Ro ) " J! (kob) 


(5.7.25) 式 可 应 用 Cramer 行列 式 法 求解 ; HTAR n (n = 0,1,2,...), 此 线性 方 
程 组 亦 可 采用 数值 方法 求解 . 

由 (5.7.22)~(5.7.24) 式 或 求解 (5.7.25) R, 当 求 得 系数 bn, cn 和 s, 后 , 便 可 由 
(5.7.7)~(5.7.9) 式 计算 出 区 域 (2) 介质 甫 层 中 的 电磁 场 ; 而 由 (5.7.11)~(5.7.13) XX 
计算 出 区 域 (3) 自由 空间 中 的 散射 波 电磁 场 和 总 的 电磁 场 . 

按 散射 宽度 oop 定义 , 由 (5.3.22) 和 (5.3.26) 式 可 得 
2 


сәр = lim Ё 
poo 


oo 2 


2 
УС sene 


如 一 一 Ce 


оо 
у EnSnCOsny 


n=0 


2% 
LL 5.7.2 
7 (5.7.26) 


4 
ko 
式 中 , en = | 1 n-0 ; 这 里 的 š, 由 (5.7.22) 式 给 出 ， 
2 n#0 
(a) 如果 b= a, W (5.7.22) 式 š, 将 退化 为 


sn _ —kpoJn(koa) [JA (ka)Y, (ka) — Jn (ka)Y/ (ka) 


т 


аһ — kuo HR (koa) |J; (ka)Y; (ka) — Jn (ka)Y (ka) 
ーー Jn (ko a) 
ーー (5.7.27) 


(b) 如果 £ = go, и = wo, WH k = ko, 井 因 有 Bessel 函数 Wronskian 行列 式 : 


Ws), Ya (2)) = YLO — (а) = Z 
WHS (2), Jn(2)] = HD (2)45(2) — HD” (z)J,,(z) = 1W [Js (2), Yo 2) 
WH (2), Ya (2) = HO GYz(G) — HP (дуу, (2) = WUs (2), Yal) 


于 是 (5.7.22) 式 5 的 分 子 和 分 母 将 分 别 简化 成 : 
(5.7.22) 式 的 分 子 = — J,,(koa) (Ji, (kob)Y,(kob) — Jn (kob) Y; (kob)] 


2 
= — zip (koa) 
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(5.7.22) 式 的 分 母 —Y, (koa) [н (kob) J (kob) ー н (kob) J; (ko) | 
ーー Ja (koa) [HP (kob)Y (Rob) — НО (Rob)Y, (eo) 


2 | 
= Tigh Ya (koa) — Jn(koa)] 


2 
ニーーー H” (k 
kob n (koa) 


代入 (5.7.22) 式 后 , 便 有 
- Ja (Коа) 
ニーー (ко) (5.7.28) 


将 (5.7.27) 或 (5.7.28) TARA (5.7.23) 和 (5.7.24) 式 , 可 得 


bn = ë, = 0 


如 所 预期 的 , 介质 甫 层 不 存在 时 应 有 bn = 6, = 0; 而 (5.7.27) 和 (5.7.28) 式 结 
果 正 是 TM, 入 射 波 理想 导体 圆柱 的 散射 系数 (見 (5.3.14) XX). 

应 用 (5.7.26) 式 可 求 得 TM, 波 介质 敷 层 导 电 圆 柱 的 散射 宽度 . 对 于 介 电 常数 
sr = 2.56、 柱 体 半 径 a = 0.159. b = a + A, /8 = 0.228125A。 5 b = a AL /4 = 
0.30625Ao 时 的 双 站 coop/Xo-p 的 关系 曲线 如 图 5.7.2 所 示 ; 而 b= oc 十 A。/2 = 
0.46259 与 =a+3》e/4= 0.61875Ao 时 的 双 站 zzp/Ao-e 的 关系 曲线 如 图 5.7.3 
所 示 . 


1.4 Àg— 1.0 ; A,=0.625Ay 
а=0.15% 
bi =at+A,/8 , b = a+2,/4 


1.0 Pd 6,722.56 , 1, —1.0 


< оз b=0.228125 

Š o6 ERR 
0.4 ト ーー 7x MEN 
0.2 by = 0.30625 TM, 波 


. - e 
0 30 60 90 120 150 180 


图 5.7.2 TM. 波 介质 散 层 导电 圆柱 cap /Xo-p 的 双 站 散射 特性 


对 于 具有 复 介 电 常数 e = 3.0 - j4.0、 柱 体 半径 a= 0.159 和 b = 0.275Aq 时 
的 双 站 cz ゎ /Ao-e 的 关系 曲线 如 图 5.7.4 所 示 ; 24 o = 180°, 介 电 常数 e = 2.56. 
柱 体 半径 a = 0.15Xo 和 a = 0.30Xo 时 , 单 站 02p/Ao-b/Ao 的 关系 曲线 如 图 5.7.5 所 
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示 ; 而 当 柱 体 半径 a = 0.15Xo、 介 电 常 数 er = 5.76 MEMBER e = 3.0 — j4.0 时 
单 站 op/Ao- め Ao 的 关系 曲线 分 别 给 在 如 图 5.7.6 和 图 5.7.7 中 . 


20 


> ~ b=0.61875 
Е 


10 leo / åa (4B) 


Ao 1.0;2,= 0.625%, 
ont 47 0-154, b = 0.4625 
CO y а+А/2,б,= a-t3A 74 
£,— 2.56, u.= 1.0 


30 60 90 120 150 180 
图 57.3 TM, BS RRR st а [И 02D /Ао-ф 双 站 散射 特性 


9 


`: Ao= 1.0 
0 ` а= 0.1529: b= 0.2754, 
` g,=(3.0,—4.0);u,=1.0 


1 
сл 


10 1go55/ hn (dB) 


| 
2 
= 


9 


"0 30 60 90 120 150 180 


图 5.7.4 介质 数 层 导电 圆柱 92D/Ao-b/ Ao. 单 站 散射 特性 


Ag=1.0;4,=0.6254, 4=0.30% 


6 £,— 2.06, u,= 1.0 
a=(0.15A, 


a ` 


Op / Ao 


i EA 


b/ A. 


00 02 04 06 OS 10 12 14 1.6 


图 5.7.5 TM, ЖЛ BUR Sh tH M| FE 92D/ Ao-b/ Ac 单 站 散射 特性 


5.8 正 向 入射 TE。 平面 波 的 介 原 敷 屋号 体 岡 柱 散 射 ・385 ・ 


6 ト Ag=1.0; А„=0.416775% 
a= 0.15Ao 
5° ¢ =5.76; u,=1.0 


03p/ А 
= № [v] x 


b/ A, 
00 02 04 06 08 10 12 14 16 


图 5.7.6 TM, AMARI BAI o2p/Ao-b/A« 单 站 散射 特性 
0.8 


Ap=1.0; a=0.15Ao š 
96F & (0-40) = 10 TE: 波 


0.4 


Gsp/ Ao 


0.2 


0.0 b/ Ag 
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


5.77 TM, 波 复 介质 数 层 导电 图 柱 osp/Ao-6/Ao 单 站 散射 特性 


58 正 向 入射 TE, 平面 波 的 介 原 敷 屋号 体 岡 柱 散 身 


设 在 无 界 媒质 sos wo 中 有一 TE, 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 方向 垂直 入 射 到 一 
e, и 介质 表层 的 无 限 长 理想 导体 圆柱 上 , 导体 圆柱 的 半径 为 a, MEREKAM 
外 径 分 别 为 a 和 b; 电场 H°: = Ніа, 沿 圆柱 轴 z 方向 , 电场 Е" = Eià, By A, 
如 图 5.8.1 所 示 . 

对 于 TE, 波 介质 散 层 导体 圆柱 散射 , 分 析 与 讨论 类 似 于 TM, 波 情形 . 

采用 圆柱 坐标 系 (p, 0,2), 沿 +z 方向 传播 的 入 射 平 面 波 磁场 Hi 可 表 为 


Н? = Hoes? = Hoe i005? (ky = wVE01) (5.8.1) 
НЕТЕТ ВА UR JT A RA 
Н} = Ho 》 anJn(kopjeiny (5.8.2) 


AP, an = j" 为 入 射 波 展开 式 系数 . 
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(3) £, Ho 
图 5.8.1 正 向 入射 TM, RRS Er P SP EAER 
散射 波 电场 Hs 可 取 如 下 形式 : 


Н? = Ho У? sn HP (kop)el™e (5.8.3) 


n=— 00 


式 中 , sn 为 待定 的 散射 波 展开 式 系 数 , 可 由 场 的 边界 条 件 予 确定 . 
E p > b TERUR TAREA, 总 磁场 则 为 入 射 波 磁 场 与 散射 磁场 之 和 , Вр 


н =Hi+HS= Ho У [an Jn (kop) + sn Hf (kop) ei^ (5.8.4) 
在 a < p <5。 介质 圆柱 内 , 总 磁场 HO 亦 具 有 HO 类 似 的 形式 , 它 的 全 解 可 
表 为 及 (kp) 与 7,(kp)( 或 HO (kp) 与 HY (кр)) 的 线性 组 合 展开 式 , 即 


H® = Ho У [bn Jj. (Kop) + ca Ya (kop)] еј" (5.8.5) 
已 知 H, йлуу Е 1 ух H = ĉa, 1 OM, 故 可 得 区 
jwe jwep дф jwe Op 
域 (1)~(3) 中 的 电磁 场 各 分 量 的 表示 式 如 下 : 
区 域 (1): = = oo 理想 导体 

| EY = НО =0 (5.8.6) 

区 域 (2): < p < b, ще 介质 (k = w/e) | 
H(9 = Hg Y [bn In (kp) + cn Ys (kp)] её (5.8.7) 
EQ) = Ho Y  nj[b,J,(ko) + en¥n(kp)] е" (5.8.8) 


jwep れれ ニーoo 
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Еф = E Y (bs JL (ko) + ca YZ (kp) е!” (5.8.9) 
EQ = HO = HO! =0 (5.8.10) 


式 中 , b, 和 cn 为 待定 展开 式 系数 , 由 场 的 边界 条 件 予 确定 . 
区 域 (3): b < p < oo, po,so 自由 空间 (ko = w /Bogo) 


со 


HO = Ho Y. |asJ,(kop) + sn HP (kop)| ee (5.8.11) 
有 二 一 CO 
H. oo 

(3) — 0 : (2) jnp 

EP = зор 2С mi [s Ung) + ss BD (kop)| e (5.8.12) 
koHo < j 

Е = Lo зу [an (kop) + sn H) (кор) einy (5.8.13) 
J の と 0 一 

E® = H® = НЗ — 0 (5.8.14) 


现 应 用 在 介质 甫 层 与 理想 导体 圆柱 p = a 界面 上 EL, URES ЖЕ E SNE 
£o» po 空间 p= b 界面 上 H, 和 E, 所 应 满足 的 边界 条 件 来 确定 系数 bn 和 sn 


由 p = а 处 边界 条 件 : EO |а = 0, 可 得 
bn J; (Ка) + c, Y, (ka) = 0 (5.8.15) 


由 p==b 处 边界 条 件 : HDD —Hf BP] = Е), 分别 可 得 


bn Ja (kb) + c, Y, (kb) = an Tn (kob) + sn HEP (kob) (5.8.16) 

和 k k 
zn (RD) + en Y (kb)] = 20 [an J, (Rob) + sn HE (kob) (5.8.17) 

0 


(5.8.15). (5.8.17) 式 是 关于 系数 bu c, 和 s, 的 联 立方 程 组 , 解 此 方程 组 , 即 可 得 出 
bn,cn 和 sn 的 解析 表达 式 . 为 此 , 由 (5.8.15) 式 解 出 ch, 有 


Л (Ка) ap Cn Ја (Ка) 
En = ута) b, R b. Yi(ka) (5.8.18) 
将 (5.8.18) 代入 (5.8.16) 和 (5.8.17) R, 消去 cn, 可 得 
2 — ae ДО bn = an Jn (kob) + sa 万 の (Ao の (5.8.19) 
和 f 
|а ー Fa ДО bn = he [an J} (kob) + Sn H (kob) | (5.8.20) 
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(5.8.19)+(5.8.20) =, 得 
J, (kb)Y/ (ka) — J! (ka)Y,,(kb) 
J; (kb)Yn (ka) — Jp (ka) Y (kb) 
_ keo аһ Jo (kob) + sn HN (kod) 


— .8.2 
koe aa d! (kob) + sn HA (kob) © š 1) 
即 有 
koe [Jn (kb) Y; (ka) — J! (ka)Ya (kb)] [ana (Rob) 4 sn Hf (kob)| 
=keo [J (kb) Y (ka) — J! (ka)Y (kb) AC " Sn HP (kob) | 
由 此 可 和解 得 
koe J; (kob) [Jj (КЬ)Ү (ka) — J;,(ka)Y,,(kb)| 
_ Sn — keoJ, (kob) (Jj, (kb) Yn (ka) — J; (ka)Y; (kb)] 
а 2 аа пп (5.8.22) 
аһ keo Н? (kob) [J} (КЬ)Ү (ka) — J! (ka)Y; (kb)] 
— ko HKP? (kob) [Jn (kb) Y; (ka) — Jf, (ka) Yn (kb)] 
求 得 s。 后 , 由 (5.8.15) 和 (5.8.17) 式 分 别 消 去 cn 和 bn, 便 可 解 得 
> b. vw, vkoe Sh (kod) + Sn) (kob) 
Pa 5 ag PP Re (tor の — (ун ы) 52 
和 (2)' 
z — бп kg _ In (hob) + ša Ha (kob) — 
Cn = = JR Ra Th (ha) V(b) — Jz (kb)Y2 (ka) (5.8.24) 
此 外 , (5.8.15)~(5.8.17) 式 亦 可 写成 如 下 和 矩阵 形式 : 
Ji(ka) — Y/(koa) 0 b. 0 
м)  Yna(kb) Н (kob) || |_| Jn (hob) (5.8.25) 
к, k ko (гу А 
ZAR) СҮ) -HR (kob) || š, 3i J! (kb) 


(5.8.25) 式 可 应 用 Cramer 行列 式 法 求解 ; 对 于 给 定 的 n (п = 0,1,2,...), 此 线性 方 
程 组 亦 可 采用 数值 方法 求解 . 

由 (5.8.22)—(5.8.24) 或 (5.8.25) 式 , 当 求 得 系数 如 ,cn 和 sn 后 , 便 可 由 (5.8.7)~ 
(5.8.9) 式 计算 出 区 域 (2) 介质 甫 层 中 的 电磁 场 ; 而 由 (5.8.11)~(5.8.13) 式 计 算出 区 
BR (3) 自由 空间 中 的 散射 波 电 磁场 和 总 电磁 场 . 
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按 散 射 宽 度 сор TEM, 由 (5.3.22) 和 (5.3.26) 式 可 得 


2 


812 оо 
023p = jim, [жю] = > 2_ enSncosng (5.8.26) 
д, = | 1 n 0 ;这 里 s, H (5.8.22) 式 给 出 
2 n チ 0 
(a) 如 果 b =a, 则 (5.8.22) 式 5, 将 退化 为 
< _ Sn _ _ keoJi (koa) [Jn(ka)Y; (Ка) — JA (ka)Yn(ka)] 
” an keg HQ (koa) [7 (ка)Ү (ka) — J! (ka)Y,, (ka)] 
— —_Jn{koa) (5.8.27) 


— HQ (koa) 


(b) ШЖ. e = co, ни = po, WH k = ko, RUF TM, 波 情 形 , 利用 曾 给 出 的 
Bessel 函数 Wronskian 关系 式 , 则 不 难 证 明 (5.8.22) 式 亦 可 退化 为 (5.8.27) Ñ. 

此 时 , 将 (5.8.27) 式 代 入 (5.8.23) IÈ (а = b) 和 (5.8.24) = (b — a), HA 
bn = ë, = 0. 

如 所 预期 的 , 介 原 敷 戻 不 存在 時 成 有 bn = 6, = 0; 而 (5.7.27) 和 (5.7.28) 式 结 
REE TE, 入 射 波 情形 理想 导体 圆柱 的 散射 系数 (見 (5.4.14) R) 注意 : HFT 
质 甫 层 导 体 圆 柱 散射 问 题 , 由 于 TM, WS TE, 波 的 边界 条 件 不 对 偶 , 因而 两 者 之 
间 不 存在 对 偶 关 系 . 

应 用 (5.8.26) 式 可 求 得 介质 圆柱 TE, 波 介质 散 层 导电 圆柱 的 散射 宽度 . 对 于 
所 给 定 的 参数 值 ， 双 站 тэр / Ào-? 与 单 站 の 2 り / Ào-a/ ло 的 关系 曲线 如 图 5.8.2~5.8.5 
所 示 , 对 于 复 介 电 常数 的 关系 曲线 已 与 TM, 波 情形 一 并 给 出 (参见 图 5.7.4 和 图 
5.7.7). 


TE, # 
b;=0.30625 
` Ao — 1.0, A,=0.6252o 
` g,=2.56, u,— 1.0 
a=0.15A, 
b; = atA,/8 , by — а+А,/4 


osp/ Ao 


by = 0.228125 


9 
0 30 60 90 120 150 180 


图 5.82 TE. 波 介质 甫 层 导电 圆柱 czp/Ao-e 双 站 散射 特性 
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20 


TE. 波 
e. | b, =0.4625 


b 
N Pid ` 
` + ` 
tM ` 
` 
n Й 
` ^ 
` " 


10 b, =0.61875 


10 lgo。 ヵ / А (dB) 


АМ= 1.0, 4, = 0.62540 
£,— 2.56, 1,— 1.0 
4 一 0.1540 
b, = a+A,/2, by= 04+3A,/4 ] 
„аз a л, , 14у у — + の 
30 60 90 120 150 180 


图 5.8.3 TE, RARE S BIE cap/Xo-p 双 站 散射 特性 


—205 


a=0.3040 _ 
Ag=1.0, Ag=0.6254 "wf N 
£,= 2.56, u,=1.0 Н 


の sp/ А 


00 02 04 06 08 10 12 14 16 


图 5.84 TE. 波 介质 甫 层 导电 圆柱 zz ぁ /Ao-6/A。 单 站 散射 特性 


Aq 1.0, A,=0.41667Ay 
57g, = 5.76, p,=1.0 
gL 00.154, 


osp/ А 


TE. Ж 


0 b b/ A 
00 02 04 06 08 10 12 14 1.6 


图 5.8.5 TE. RRR SE o2p/Aco-b/Ae 单 站 散射 特性 


5.9 正 向 入 射 TM, 平面 波 的 m 多 层 介质 
与 介质 敷 层 导 体 圆柱 散射 
没有 一 TM, 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 方向 垂直 入 射 到 位 于 无 界 媒质 co. no 中 


5.9 正 向 入射 TM。 平面 波 的 m # Et R Ej fr SAR .391. 


共有 m 分 层 的 无 限 长 圆柱 上 , 0 < p < ai ARG, 记 为 第 (1) ES; ai < p < az 为 第 
(2) E; 向 外 依次 为 第 (3) 层 ……… ‚ 和 第 (m) Ei; 多 层 圆柱 外 空间 记 为 第 (m+1) 
А. 分 区 半径 分 别 a1,a2,… ,am. 第 (1) РНБ (a)o = oo 理想 导体 圆柱 , 或 (b) 
єз, из 介质 圆柱 ; 第 (i) BBW ei. wi 介质 层 (i = 1,2,--- m), 第 (m+1) BA eo. uo 
自由 空间 . 入 射 波 电场 E' Eia. 沿 圆柱 轴 z 方向 极 化 , 如 图 5.9.1(a) 所 示 ， 


y 


cher „Ф.О 
(a) TM; E = & Eye i (0..0) 


E H 


(b) TE; H= a, Hye Yes 


(a) TM, 概 化 波 , (b) TE, 极 化 波 
图 5.9.1 正 向 入 射 平面 波 的 m SEBS t s Jr ЖБ SBR 
采用 圆柱 坐标 系 (p, р, 2), W +z 方向 传播 的 入 射 平 面 波 电场 ES 可 表 为 


Ei = Ege 7 = Ере 1009090 (ko = o /Eono) (5.9.1) 
其 柱 面 波 函数 展开 式 可 表 为 : 
E: = Eo Y a5 Ja (Кор)еі" (5.9.2) 


RH, a, = j7^ 为 入 射 波 展开 式 系数 . | 
ETM, 波 , 在 第 (2), (2), …, (m + 1) SE (区域) 中 的 电场 E INE z 分 量 

E,, 它们 是 Helmholtz 方 程 的 解 , 故 根据 其 一 般 解 , 可 写 出 各 区 域 中 电场 纵向 分 量 

EO. 已 知 电场 EC, 应 用 场 方程 有 = - x E=- 9E 1 8E 


ўор Op ^^ 
便 可 求 得 它们 相应 的 磁场 横向 分 量 . i 
第 G) 区 域 中 的 电场 纵向 分 量 Е, 以 及 磁场 模 向 分 量 HM 和 HO 的 表示 式 
如 下 : 


" Go, 
jop Op ° 


区 域 (1): 0 < pga 
(a) o = oo 理想 导体 柱 世 


EX=0 和 HY =0 


(b) &« ш MEER (ky = оуу) 


со 
EY) = Eg >` bD) y, (Ki pei". 


E . 
0) = 0 njb J, (ki pei"? 
je Jn (ki p 
P jwHmp > (kip) 


kiEo < ; 
НО) = 2179 BY J^ (k. pin? 
Ф Dm У n n( 1р) 


п=-— 00 


区 域 (2): a1 < p S aa, е2. ро 介质 (ko = о/р) 


оо 


EO = Eo 》 [М (Ею) + «ӘҮ (sp) | е" 
ーー の Oo 
Eo ы 
(2 一 -一 : 50) (2) jn 
HP =~ У) n Ps Qoo + PY. (ap) | e 


п=— 00 


k E oo А 
2) _ Kalo 2 2 n 
H® = Dos у [БАС + eP Ya (2p)| eie 


п=-— 00 


р (2): a1 < p < ai, ei、 ш 介质 (ki = w eii) 


Е = Ey 》 Oz の + On (Kip)| е" 


n=— 00 


E со А . | 
2) _ Æ OJ (к оу су (E оу] ein? 
н! m" > nj [c Ja (Kip) + c Y. (p) еј 
kEo 4 pa | | 
HO = 20 Y [МӘ hip) + «ФУД (kip) e"* 
шш "一 


区 域 (m): Gm-—1 < p < Gm; €m^ Hm 介质 (km = W/Emhm) 


Еб") = Ey Y [BGP J (Бр) + c Y sg) ee 


п= — оо 
Eo 
juu D 


Hf 一 一 


п=— со 


УС ni [12.6 + оо) е" 
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(5.9.3) 


(5.9.4) 


(5.9.5) 


(5.9.6) 


(5.9.7) 


(5.9.8) 


(5.9.9) 


(5.9.10) 


(5.9.11) 


(5.9.12) 


(5.9.13) 


(5.9.14) 
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km Eo 


oo 
= Y [ыб р) + A er (5.9.15) 


二 一 oo 


HO) = 


区 域 (m + 1): am S p < oo, gos uo 自由 空间 (ko = の oeo) 


oo 
EQ = Eo У) [anda (bop) + s Hf (kop) | ei? (5.9.16) 
E. оо 
(m+1) _ _ £0 ; (2) jnw 5 
H; jwHop „£ > m [o Jo (hop) + sn HI% (kop)| e (5.9.17) 
Hom) Eo УС ee の + ss HEP Qu] e" (5.9.18) 
оно 。 


式 中 , an = j" 为 入 射 波 展开 式 系数 . 

以上 (5.9.4)~(5.9.18) 式 中 , k; = оу; bk), bO, Pa = 2,3,---,m) 和 s, 
为 待定 系数 ， 它们 可 应 用 场所 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 ; 一 旦 确定 出 这 些 系数 ， 则 
第 (1)~(m) 各 介质 层 中 的 电磁 场 , 以 及 第 (m+1) 层 自由 空间 中 的 散射 场 和 总 电磁 
场 即 可 求 得 . 

在 相 邻 区 域 的 分 界面 上 电磁 场 的 边界 条 件 是 : 导体 一 介质 分 界面 上 电场 的 切 
向 分 量 和 磁场 法 向 分 量 应 为 零 ; 在 介质 一 介质 分 界面 上 电场 和 磁场 的 切 向 分 量 必 
须 连 续 . 以 下 我 们 将 应 用 这 些 边 界 条 件 来 推导 计算 m SED RST RES OA 
柱 散 射 的 散射 系数 s。 的 表示 式 , 并 构造 出 确定 s, 的 递 推算 法 . 

(A) m = 1( 単 戻 ) 情形 

应 用 o = a, 处 的 边界 条 件 : 

(a) 对 于 导体 圆柱 芯 , 有 


EO|., 50 或 HY ca 0 (5.9.19) 
于 是 , 由 (5.9.16) 式 得 
OnJn(koa1) + sn HŠ2)(koa,) = 0 (5.9.20) 
故 可 得 
了 = Sn (Ko) (5.9.21) 


an HY (koan) 
(b) 对 于 介质 圆柱 芯 , 有 


EO | jaa, = EP 和 HỌ |g, = НО) (5.9.22) 


р=а1 р=а1 
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于 是 , 由 (5.9.4) 和 (5.9.16) 与 (5.9.6) 和 (5.9.18) 式 得 


bD J, (Куа) = OnJn(koa1) + sn HO) (koan) (5.9.23) 
0 (ka) = » СТАС + sn НХ (koai)] (5.9.24) 
1 0 


由 (5.9.23)+(5.9.24) 式 , 可 得 


$n yy(2) 
kopi Jn(kia) _ Jn (Коал) + "m Hi (koa1) 


kiyo (йа) у (koai) + EH (ал) 
an 


由 此 可 解 得 
kiuo ,, ; 
k JA (клал) Ja (koai) — JA(kiai)J/ (koa) 
n = 2" = — Ropa 
um Куро 


ーー Jr (клал) НХ? (koar) — Ja (ка) НА? (Коал) 
kot 
МЕЈ (Каі) In (Коал) — Yhridn(kiai)T}, (Коал) (5.9.25) 
Eng J! (k1a1) HI? (куа) — Jiri Ja (Ki 1) HO (koar) 


式 中 , ko = o EUIS, ki = eiiis үш = (ee = (= 
(B) m > 1( 多 层 ) 情形 
(1) 应 用 o = a, 处 的 边界 条 件 
(a) 对 于 导体 圆柱 世 , 有 


EO = BN =0 x He = gf» =0 
* p-—ai 2 p=ai P р=а1 P p=G1 
FÆ, 由 (5.9.7) BR (5.9.8) 式 可 得 
Б(2) J, (зал) + сҮ, (Коал) = 0 (5.9.26) 
由 此 可 得 " 
Ст Ja (koa) 
KB = CY, (koa) (5.9.27) 
(b) 对 于 介质 圆柱 芯 , 有 
Eo ー po 和 nuo E なの | 
2 р=а1 Z р=а1 ? р=а1 Ф p-—ai 


TÆ, 由 (5.9.4) 和 (5.9.7) 与 (5.9.6) 和 (5.9.9) RG 


DJ, (kiar) = Б) 7, (Коал) + сҮ, (коа) (5.9.28) 
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f iE, 7 (kya1) = = [@ (oaa) + 2 Y; (зал) (5.9.29) 
H 本 式 , 可 得 
c 
Ja (k. — Y. (k. 
Кору Ja (Кал) E Salli n (ai) 
ky pe J} (Кал) c 
Jy (Кал) + НЭ) -3 Ya (k2a1) 
$ RY = Ко JA (ал) = v*2p1 Ja (k1a1) (5 9 30) 
Кро Ji (kiai) „Erm (Куа) ーー 
于 是 有 c» c "m 
Ja (Kk2a1) + nO Ya(k2a1) = = J} (kaa1) + "3 Y; (Коал) Ry 
由 此 解 得 


の Yn(k2a1) 一 RO YZ (koa) 
(2) 对 于 ei. ш 第 i 介质 圆柱 层 , 应 用 p = ali = 2,3, m — 1) 处 的 边界 条 


(5.9.31) 


件 
EO A EEH) 和 HO — HG) 
p—ai p=ai Ф lp2aa е р=а; 
可 得 
622 In (Бах) + ci Yn (kids) = ЫЕ In (iai) (P Ys (ia) (5.9.32) 
k, (4) pr ay 
" [bE Jn (kiai) + (Y (siad) 
ki ; | 
= (ka aa) + OYA sai] (5.9.33) 
{+1 
H (5.9.32)=(5.9.33) 3X, 可 得 
c cit) 
Бш Jn (Еа) + poo (ria) _ Jn(ki+1ai) + parn Fn (kisra) 
kii c B "oS 
Ј (кал) + pa Ya (kia) In (+104) + ey ACTED 
4 
i c 
J. (kiai) + Y, (kiai) - Jn ki Qi) + — Ya ky iQ 
RY Keep bhi " Ай yEi+1 Hi ( ) 9 Yal ) (5 9 34) 
kiBi+1 ce Vili c © 
In (ian) + Суу) J (kiai) + Se n Y; (kia;) 


n 
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于 是 有 
(+1) 0+0 
Cn (i) 
In Rips) + ту Ya (kijiti) = | In (kaqa ai) + т Yn(ki+10:)| Ry 
ЫЕ) nom 
T 
由 此 解 得 m " 
1 N . __ t ГА . . 
on In (ki414:) Fig dalina) (5.9.35) 
bs, Y, (kipa) — Hy Y/(ki410,) 
(3) 对 于 Em» Hm. 第 m 介质 圆柱 层 ， 应 用 P = а 处 的 边界 条 件 : 
Eom — Еб") _ 和 uem _ 一 н ü 
P=Am p—Qm p-—ümi ウー の 
可 得 
O°) In (mam) + cQ Ys (kmam) = an Jn(koam) + sn НО (koam) (5.9.36) 
km (m) 7! (m)yr 
= [ы J, (mam) + СУ (ат) 
m 
ko 1 (2) 
ーー [an J (Roam) + s, HC (koam)| (5.9.37) 


由 (5.9.36)+(5.9.37) 3X, 可 得 


ст 
Jn km тп, —Y. Enim. (2) 
kolin (ka am) + Mm) Ya ( ) J, (koam) + 2 “н (koam) 


kmi (m) Эл (Зу 
mo J! (km Om) + ба ук tm) ET 45 "m " Ht (koam) 


Ti, (im rn) + ir nam) 


nu 
Eois, Jn (kmam) + AY (kmam) 
i Ema RO 
Jn (kmam) + = "ol Yn (kaa) 


(5.9.38) 


FRA 


In (koam) + 22 a HR (koam) = Ë (koam) + 22 nos (koam) ne? 
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由 此 解 得 
了 = Sn Jn(koam) — Ry Ј, (Каъ) (5.9.39) 


an HE) (koam) — RE? HO" (koam) 
综 上 分 析 , 3 m = 1 时 , 对 于 理想 导体 圆柱 芯 和 介质 圆柱 芯 ,散射 系数 š, 分 别 
由 (5.9.21) 和 (5.9.25) 式 计算 ; 而 当 m > 1 时 , РЕ т — 1 介质 数 层 导体 圆柱 和 
т 介质 圆柱 , 其 散射 系数 5, 可 由 以 上 导 得 的 (5.9.27) 或 (5.9.30)、(5.9.31) R, 以 及 
(5.9.34). (5.9.35). (5.9.38) 和 (5.9.39) 式 所 构造 出 的 递 推算 法 计算 , 具体 递 推 过 程 
如 下 : 
(A) m = 1( 单 层 ) 情形 


对 于 理想 导体 柱 芯 : s, = toa) 
n (Коал) 


对 于 ar. иу 介质 体 芯 ; 

Ver Jp (K1a1) Jn (Коал) — fri Z, (kiai)J; (Коал) 
Jin Jt, (ai) HE? (koai) — iei In (ал) HO (koar) 
(B) m > 1( 多 层 ) 情形 


Sn 二 


(1) 首先 计算 : 
一 Ja (k2a1) 
对 于 理想 导体 柱 芯 Е" ш Y. (kai) 
对 于 єз, ш 介质 体 芯 : a (Коал) ~ RË J! (зал) 
Ы Yalkzm) ~ Rg Yi (ko01) 
式 中 ， | 
RY — VE52H1 In(k1a1) 
E C Jam JL (kiqa) 
(2) 依次 计算 : 
cO 
Jn ki る у Yn ki 4 
VE + ーー 
其 中 ， 


ont) _ Infkitiai) 一 RY J; (ki Gi) 
per) Y, (ki410:) — RO Y; (куто) 
Е = wymi (i—12,:,m-c1l) emer = 60, Hmai- Ho 


(3) RÆ RO 后 , 用 (5.9.39) 式 计算 散射 系数 : 


— (m) y 
= Moom) — Re Шаа) (м, (5.9.40) 


Qn Hn? (koam) — Rg” Hn” (koam) 


(i =2,3,---,m—1) 
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根据 (5.9.40) 式 进 行 编程 计算 , 可 求 得 散射 系数 Sn 一 旦 求 出 5, 按 散射 宽度 
сор 定义 (5.3.22) 和 (5.3.26) 3X, 即 可 求 得 TM, 平面 波 的 多 层 圆 柱 的 散射 宽度 为 


2 


2% | ご 
тәр = jim. el | = = 20 2_ ld (5.9.41) 
- 1 n=0 
式 中 , Sn 由 (5.9.40) 式 给 出 ; en = . 
2 n#0 


以 上 就 是 求 散射 宽度 s, 的 递 推算 法 . 

回顾 上 述 电 磁场 在 各 相 邻 区 域 分 界面 上 满足 边界 条 件 所 给 出 的 方程 , 对 于 理想 
ЭЖЕ, 我 们 得 到 了 含有 2m 一 1 个 未 知 数 OY), cP (i = 2,3,--- m) R18, FE 2m-1 
个 方程 的 联 立 方程 组 ; 对 于 介质 柱 芯 , 得 到 的 是 含有 2m 个 未 知 数 ҺЫ? MG = 
2,3,---,m) 和 5、 共 2m 个 方程 的 联 立 方程 组 . 因此 , 对 于 m > 1 多 层 圆柱 散射 
情形 , 我 们 亦 可 采 解 线性 方程 组 的 数值 方法 求 出 这 些 未 知 数 . 这 里 为 了 便于 分 析 和 
We, 重 写 下 此 方程 组 : 


bD J, (kga1) + Yn (kaa a) = 0 (导体 柱 芯 ) 


或 
bp (Кал) = ИЧ (Кал) + cO y, (кал) 
а bi (ааа) = 2 ua, (kaa1) + сҮ; (hear) | (Fr BRET) 


Ы л (а) + CO Y, (kia;) 


= 6+0 7, (&Ю; 10) + cy. (ki410;) 


ki О p ru. DIT 
= [os Ji (kiai) + OY! (k, а) 


ki i 
= Sth Ы Ta (kipra) + of YZ Aa] 
Hi+1 


(i = 2,3,---,m—1) 


Of” Л (kmam) + c Yn (kmam) = an Jn (koam) + snYn (koam) 
m m kolm 
bY”) J! (mam) + c Y? (kam) = Tor [and (koam) + sa Ya (Коа) (5.9.42) 
m HO 
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(5.9.42) RRA OD 和 (BRO, MPG = 2,3,… ,m), 和 sn 的 联 立 方程 
组 , 其 矩阵 形式 可 表 为 
Ах = f (5.9.43) 


这 里 , 联 立 方程 组 的 系数 矩阵 4 一 般 为 (2m — 1) x (2m — 1) 或 (2m) x (2m) 的 五 
对 角 带 型 矩阵 ; ж 和 了 均 为 1x (2m -1) 或 1x (2m) KIRE. 为 以 下 书写 简洁 
起 见 , 记 
uij = In (Keay); vij = Ya(kiaj); wom = Н? (koam) 
ko, ‚ kis; / k ' 
wj = п, 790080) Vij = тыл Wom = Н (kiaj) (5.9.44) 


k 
чот = Jn(koam); Ubm = POLLO 
0 


(a) 理想 导体 柱 芯 情 形 
以 m = 4 为 例 , 具体 写 出 (5.9.43) 式 , WA 


U21 の 21 0 2 0 

U22 V22 一 wa2 —%®з2 c 0 

Шуд 052 一 52 —— 32 o 0 
Ü изз V33 —U43 一 の 43 Ы) | = 0 (5.9.45) 

изз U33 — —U43 043 9 0 

0 иаа Оаа — Woo pA anuo4 

Чал 044 —Ш04 Sn anug 


此 时 , 对 于 给 定 的 n(n = 0,1,2,---), 求解 带 型 方程 组 (5.9.45), 我 们 即 可 得 列 
RE z, 即 系 数 b) (i = 2,3,---,m) 和 sn, 回 代 到 (5.9.7)~(5.9.18) 式 后 , 便 可 
求 出 区 域 (2)~(m+1) 中 的 总 电磁 场 , 以 及 多 层 介 质 甫 层 导 体 圆 柱 外 空间 的 散射 场 . 

因 计 算 散射 宽度 cop 只 需要 知道 散射 系数 sn, ШЕ, 亦 可 采用 行列 式 法 . 按 
Cramer 法 则 , 对 于 给 定 п 的 s, 可 通过 求 两 个 行列 式 值 之 比 得 出 : 

DetS 
^ Det4 


AP, Det 4 为 方程 (5.9.45) 系数 矩阵 4 的 行列 式 值 ; 而 Des 为 将 它 的 最 后 一 列 
用 此 矩阵 方程 的 右 端 矢量 f 替代 后 的 矩阵 行列 式 值 . 


Sn 


(5.9.46) 
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(b) su ш 介质 柱 芯 情形 
A m = 4 为 例 , 此 时 具体 写 出 (5.9.43) 式 , WA 


(1 
uj 091 一 O21 bn 


i А 
шур ~U —Un 0 " 


ГА ГА ГА ГА 
U22 V22 “一 32 一 32 
3 
0 (3) 


0 

0 

122 U22 — U32 —Ü?32 Ch 0 
0 

U33 U33 U43 一 の 43 Cn 0 


А / at , (4 
изз V33 Ugg 4g 0 bn 0 
0 Ua U44 一 2004 Cn Qn toa 


ГА i i РА 
Ugg U44 Чол Sn an 204 


同样 , 对 于 给 定 的 n(n = 0,1,2,---), 求解 带 型 方程 组 (5.9.47), 我 们 即 可 得 列 
矢量 z, 即 系数 OD oP, cP = 2,3,---,m) 和 sn, 回 代 到 (5.9.4)~(5.9.18) 式 后 , 便 
可 求 出 区 域 (1)~(m+1) 中 的 总 电磁 场 , 以 及 多 层 介质 圆柱 外 空间 的 散射 场 . 

对 于 介质 柱 芯 情形 , 采用 行列 式 法 求解 方程 组 (5.9.47), 按 Cramer 法 则 , 散射 
系数 sn 为 DetS 

sn = Dota (5.9.48) 
式 中 , Det A 为 方程 (5.9.47) 系数 矩阵 4 的 行列 式 值 ; 而 Deus 为 将 它 的 最 后 一 列 
用 此 矩阵 方程 的 右 端 矢 量 f 替代 后 的 矩阵 行列 式 值 . 

对 于 矩阵 行列 式 的 数值 计算 , 由 于 涉及 的 可 能 是 有 耗 介质 柱 情形 , 此 时 ， ci, pi 
为 复数 , 故 宜 选 用 可 求 复 矩阵 行列 式 值 的 程序 . 

鉴于 矩阵 行列 式 法 计算 散射 系数 s, 较为 费时 , 故 它 仅 适用 于 层 数 m 不 大 , 以 
及 有 需要 用 来 验证 递 推 法 结果 的 情形 . 


5.10 JER A TE, 平面 波 的 m 多 层 介质 
与 介质 甫 层 导 体 圆柱 散射 


设 有 一 TE, 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 方向 垂直 入 射 到 位 于 无 界 媒质 cos po 中 
共有 m 分 层 的 无 限 长 圆柱 上 , 0 < p < ai JED, 记 为 第 (1) Bs al < p < gs 为 
第 (2) 层 ; 向 外 依次 为 第 (3) 层 , …， 和 第 (m) ж; 多 层 圆柱 外 空间 记 为 第 (mm 十 1 
Ж. 分 区 半径 分 别 zu,gs.… ,am. 第 (1) BRAGA (a) 为 c = co 理想 导体 圆柱 , 或 
(b) ey. иу SURI 38. (i) 层 为 ei. ш 介质 层 (¿= 1,2, .,m), 第 (m+1) RA 
to. по 自由 空间 . ЛЯНЕ Н" = Hia. 沿 圆柱 轴 z 方向, E: = Eià, 电场 沿 +y 
方向 , 如 图 5.9.1(b) 所 示 . 


5.10 EHAS TE, 平面 波 的 m 多 层 介质 与 介质 甫 层 导 体 贺 柱 散 射 : 401 - 


对 于 TE, 波多 层 圆柱 散射 ,分 析 和 讨论 类 似 于 TM, 波 情形 . 
沿 +z 方向 传播 的 入 射 平面 波 磁场 Hi 可 表 为 


Hi = Hoe o? = Hoe™ikopeosy (ky = Eolo) (5.10.1) 
其 柱 面 波 函 数 展开 式 可 表 为 
Н} = Ho У anJn(kop)e”” (5.10.2) 


AP, an = j 为 入 射流 展开 式 系数 . 
对 于 TE, 波 , 在 第 (1), (2), …, (m 1) 各 层 (区 域 ) 中 的 磁场 H 仅 有 > 分 量 
H,, EM Helmholtz 方程 的 解 , 故 根据 其 一 般 解 , 可 写 出 各 区 域 中 磁场 纵向 分 量 


HÝ. 已 知 磁场 н, 便 由 场 方程 如 = —ухн = i a, 1 ОН: 。 求 得 
jwe jwep дж jwe Op 
电场 的 横向 分 量 . 
各 区 域 中 磁场 纵向 分 量 HO, 以 及 相应 的 电场 横向 分 量 EU 和 EO 的 表示 式 
如 下 : 
p (1): 0 < p Sal 
(a) o = oo 理想 导体 柱 芯 


EX =9 和 HO — O (5.10.3) 


(b) єз, из 介质 柱 芯 (ki = отит) 


н = Ho У) bP Jalki)? (5.10.4) 
ーー の Oo 
H. оо 
EQ) — 0 :pp(1) jn 
Р Ease n 
k Ho < ; 
リー ニー シー 2 OW In (expen (5.10.6) 


区 域 (2): a1 € p S az, єз. ио 介质 (ka = ニッ EsZ2) 


HO = Ho 》 [bP Jako) + Yi (kap)] ее (5.10.7) 
n=— 00 
Ho 之 j 
(2) _ Ho ; [52 (2) ne 
Es jog2p > m) [os Ja (kap) + en Y (ka) e (5.10.8) 
кН ご 
BP =- Уу [WP Ta (kap) + DY (kap) ea (5.10.9) 
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KER (i): oil Sp S ai: ci и, 介质 (ki = о/а) 
H® = Ho У) [o Jalkip) + сҮ, (kip) | е" 


n=— оо 


Ho < | IM | 
(2 _ -0 ; | が 9 | (2) . тыр 
Ej jue; > nj [8 JA (kp) + e Y,(kip)| e 
kiHg ご 
(2) ニー 一 2010 G) pr (2) у n 
E m у ‚ [к J, (kip) + с” Y, (k 的 ] e 


区 域 (m): ат-1 S D K Qm: €m^ Шт 介质 (km = の Ez ん) 


нї” = Hy Y; [лр + р) ee 
Ho 


Бб" 一 
P jwemp „ 


> nj |B In (im) + (Y (kmp)| ei" 


Em H 
(m) = Emito pom 7 ( ) 7 no 
ES осы 5 [ec Jp (kap) + СУ (km の | e 


п=— оо 


区 域 (m--1): am < p < оо: gos ро 自由 空间 (ko = wyhoao) 


HPD Ho У) [anJn(kop) + sn HD (kop)| е" 


п= — оо 


以上 (5.10.4) (5.10.18) 式 中 , ki = оу; BY, BY OG = 2,3,..., 
为 待定 系数 , 它们 可 应 用 场所 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 ; 
第 (1)~(m) 各 介质 层 中 的 电磁 场 , 以 及 第 (m+1) 层 自由 空间 中 的 散射 场 和 总 电磁 
场 即 可 求 得 . 


(5.10.10) 


(5.10.11) 


(5.10.12) 


(5.10.13) 


(5.10.14) 


(5.10.15) 


(5.10.16) 


(5.10.17) 


(5.10.18) 


m) 和 sn 
一 旦 确定 出 这 些 系数 ,， 则 


在 相 邻 区 域 的 分 界面 上 电磁 场 的 边界 条 件 是 : 导体 一 介质 分 界面 上 磁场 法 向 


(A) m = 1( 单 层 ) 情形 
应 用 p = a, 处 的 边界 条 件 : 


分 量 与 电场 的 切 向 分 量 应 为 零 ; 在 介质 一 介质 分 界面 上 电场 和 磁场 的 切 向 分 量 必 
须 连 续 . 以 下 我 们 将 应 用 这 些 边界 条 件 来 推导 计算 m 多 层 介质 与 介质 甫 层 导 体 圆 
柱 散 射 的 散射 系数 sn 的 表示 式 , 并 构造 出 确定 sn 的 递 推算 法 . 
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(a) 对 于 导体 圆柱 芯 , 有 


aH) өн 
ーー = — =0 或 EO = EO =0 5.10.19 
Op 'p-ai Op lp=ai 或 P ip=a M m ( ) 
于 是 , 由 (5.10.16) 式 得 
and! (koar) + sn HX (Кал) = 0 (5.10.20) 
故 可 得 "m 
в, = 28 = a) (5.10.21) 
an Hj; (koa1) 
(b) 对 于 介质 圆柱 芯 , 有 
HU =H?) BD] = E®| (5.10.22) 
р=а1 р=а1 pHa) p=ai 
FÆ, 由 (5.10.4) 和 (5.10.16) 与 (5.10.6) 和 (5.10.18) RA 
bD). (Кат) = and (коол) + sa HA (Коал) (5.10.23) 
К 9) Jt (kia) = fo [an JA (Коал) + sn HÉ (коал) (5.10.24) 
El と 0 
FH (5.10.23)=(5.10.24) 式 , 可 得 
Sn 
koes Jalkaa) _ Уо) SUI (юш) 
を go Jp (kia) J! (Коал) + ?n HQ (koar) 
Gn, 
由 此 可 解 得 
kie 
_ Sn kat, 7 (k101)Jn(koa1) — Jn (k1a1)J7 (koa) 
S z= — = — 
n n Кє Й 
a Бє Ja nai) НА? (юа) — Jn (K1a1) HE? (кал) 
_ Viri dn (kiai) In (Коал) — eri In (Кал), (Коал) (5.10.25) 


М Hri J! (kia) HO) (koai) — 4 [En Jalka HO! (Коал) 


(B) m > 128) 情形 
(1) 应 用 p = a, 处 的 边界 条 件 : 
(a) 对 于 导体 圆柱 芯 , 有 


ән? 
= -0 m EO) -0 
Op !p-a 9 Ip=ar 
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于 是 , 由 (5.10.7) 或 (5.10.9) 与 (5.10.3) 式 可 得 
DP Ji, (kaa) ) + e Y, (Коал) = 0 (5.10.26) 


由 此 可 得 
ce J (Азал ) 


©з _ n 2017 5.10.27 
62) Ү;(Кзал) (5-10.27) 
(b) 对 于 と 1 ヽ H1 介质 圆柱 芯 ， 有 
н? р=ау 一 Hg p=a, 和 EQ р=а1 一 | 
于 是 , 由 (5.10.4) 和 (5.10.7) 与 (5.10.6) 和 (5.10.9) 式 得 
b J, (кал) = On Jn (Коал) + сҮ, (зал) (5.10.28) 
2 DA sa) = 2 [up (koa) + Yi (зал)| (5.10.29) 
由 (5.10.28)--(5.10.29) R, 可 得 
c 
JA (k ーー (ん 
koci In(kiai) _ (521) + no (Коал) 
k1E2 J! (Кал) i c 
J! (kgai) + pa Ya (kan) 
令 
RY = _ k281 Jn COM VEihb2 Jn ee 21) (5 10 30) 
H — kieg (Ка) Vani Ji (iai) mE 
THA 
c c " 
Jy (Ka01) + = n) Yn (k2a1) = LT. n) а) RY 
由 此 解 得 " " 
_ 7 
Cn _ In (Коал) Ry J} (Кал) (5.10.31) 


00) Y.(koai) — RD! (Коал) 
(2) 对 于 ei. ш 第 i 介质 圆柱 层 , 应 用 p = ali = 2,3, ,m — 1) 处 的 边界 条 
件 
нб рса, = 万 (けり) # EQ p=an = EGT 


AP 一 Qt AP 一 Qi 


可 得 


b® Jn (kiai) + cO Y, (kiai) = b J, (Куа) + DY, (Бута) (5.10.32) 


5.10 JER AS TE, 平面 波 的 m SEP RSS dr RS SARE 405. 


ki 


[B J (kiai) + e Ya (а) 


_ +1 gto, (ki.,104) + АСО] (5.10.33) 
6:41 


由 (5.10.32)+(5.10.33) 3X, 可 得 


(3) (2+1) 


С. т, 
" Ja (Каз) + y Ya a) _ In(ki41ai) + gor Ya (Rea) 
ЕЕ c Е ct» 
J! (kiai) + G 可 Y; (ky ai) J! 1 (kiia) 十 一 一 一 n NOTI Y/(ki41ai) 
4 
omy, (hai) In (ias) + oy. (h ) 
Ja (k;a;) + — Yn kiai —T- Kili (i) а; 
RË _ k;+16; d К VEiHitl bn. (5.10.34) 
Кє, y Veit Hi cn 
+1 J! (kiai) + — ng Yi (ki Gi) t J! (kiai) + n 5 Yn Ht ai) 
(9 
于 是 有 


hth ctn (4) 
In (Кта) + non ーーーー Ya (ki41a;) = = | J! niai) + 一 一 一 "m —— Y, (ki410;) Ry 


由 此 解 得 | (3) 
"uu Л (калаг) — RO JL (usa) 
bey) Yn (kix1a4) 一 RP Y (kia) 
(3) 对 于 em、 Hm 第 m 介质 圆柱 层 , 应 用 p = am 处 的 边界 条 件 : 
н?» p=am = 万 の けり 和 ES”) р=ату 一 ae) 


p 一 am р=ат 


(5.10.35) 


可 得 
т) J (kmam) + c Ya (kmam) = an Jn(koam) + sn HL? (koam) (5.10.36) 


En Ë J! (Kenn mm) + су (ат) 
Em 


== [ean (koam) + sn HQ (koam)| (5.10.37) 
0 


由 (5.10.36)-+(5.10.37) 式 , 可 得 
(m) 


cn (2) 
ko€m In (Emm) + "cosa n(kmam) In(koQm) + =" Hs (koam) 


kme сү” E m) k 
° Ji (kmam) + Ro Vi (Kindy) Floam) + C Hn” (koam) 
nr 
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(m) (т 
Cn Cn 
ыш) Rom J, (Eam) + ун) Ya mam) С = Jn (kmam) + saint) 
H Кєр cem ү ойт cm 
2 7. (Ктат) + юй Ya mdi) Ji (Emam) + E Y (Ema) 
(5.10.38) 
THA 
(йам) + — HO) (koam) = Ë (koam) + HE (koam)| Н 
т 
由 此 解 得 
(m) ү, 
š, = $2 = —Jnlkoam) — Ry Jn(koam) (5.10.39) 


an Hi? (коа) — EO (koam) 


综 上 分 析 , 24 m = 1 时 , 对 于 理想 导体 圆柱 和 介质 圆柱 , 散射 系数 s. 分 别 由 
(5.10.21) 和 (5.10.25) 式 计算 ; 而 当 m > 1 时 , 对 于 含 m-1 介质 散 层 导体 圆柱 和 
m 介质 圆柱 , 其 散射 系数 s, 可 由 以 上 导 得 的 (5.10.27) 或 (5.10.30). (5.10.31), 以 
及 (5.10.34). (5.10.35), (5.10.38) 和 (5.10.39) 式 所 构造 出 的 递 推 算法 计算 . 注意 到 : 
对 于 TE, 5 TM, 波 散 射 系 数 的 推导 过 程 存在 相互 对 应 关系 ; 它们 的 s, 表示 式 
(5.10.39) 与 (5.9.39) R ( 除 分 别 为 RC" 与 nC?) 其 形式 完全 相同 , 因而 其 递 推 过 
程 亦 类 似 . 以 下 是 TE, 波 的 具体 递 推 过 程 ; 

(A) m = 1( 单 层 ) 情形 

对 于 理想 导体 柱 芯 : 5, = 一 

对 于 を 1 ヽ Ш 介质 体 芯 : 


š = v Hri J! ^ (kia1) Ja (koai) — А/Єт1 Jn (kiai) Jy, (Коал) 
ーー の pr ai) HO) (koar) — 4/8712, (ка) HŠ) (Коал) 


(B) т> 1( 多 层 ) 情形 
(1) 首先 计算 : 


ae CS (koai) 
对 于 理想 导体 柱 芯 bp) 一 Y/(k2a1) 


(2) (1) y 
HA с _ Jn (Кал) 一 Ен J! (Кал) 
对 于 £15 Hi 介质 体 芯 : 70 = ROY Y 
bn Yn (koa1) 一 Ry YA (k2a1) 
式 中 ， RY = _ VE1H2 Jn (Кал) 
VE2H1 Jn (Кал) 


J! (Коал) 
HQ” (koar) 
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(2) 依次 计算 : 


(i) 
Cn 
Ja (kiai) i Yn (Kiai) 
pO — IIS b (i= 2,3, m) 
VEit1Mi à 
we Ju (kiai) + SY (sas) 
TL 
其 中 ， 
cr Jn (Ела) 一 RY J! (kir1as) 
(+1) 一 9 » (i = 2,3, , m — 1) 
bn Yn(ki+1ai) — Ri Yn (ki+14i) 


ki = шуш (і = 1,2, m + 1); њу = €0, Hm41 = Ho 
(3) 求 得 RW? 后 , 用 (5.10.39) 式 计算 散射 系数 : 


~ Sn J, (k am) Ш RIP J! (k am) ュー タル 
^us on) RU HO han nan 
根据 (5.10.40) 式 进行 编程 计算 , 可 求 得 散射 系数 5,. 一 旦 求 出 Sn, 按 散 射 宽 
BE op 定义 (5.3.22) 和 (5.3.26) xk, 即 可 求 得 TE, 平面 波 的 多 层 圆柱 的 散射 宽 
度 为 


2 


= lim |2x Нг] = 2 ye 5.6081, (5.10.41) 
02р = eo іні д < mn ? ーー 
1 n=0 ` _ A 
式 中 , en = 2 nA0 这 里 的 3, 由 (5.10.40) RH. 
"n ` 


以 上 就 是 求 散射 宽度 s, 的 递 推算 法 . 

类 似 于 TM, 波多 层 柱 散 射 情形 , 对 于 理想 导体 柱 芯 , 由 各 相 爺 区 域 分 界面 上 満 
足 边 界 条 件 所 给 出 的 方程 , 我 们 得 到 了 含有 2m—1 个 未 知 数 ЬО), сб (i = 2,3,--- ,m) 
和 in Ж 2m — 1 个 方程 的 联 立 方程 组 ; 对 于 介质 柱 芯 , 则 得 到 的 是 含有 2m 个 未 
知 数 oY, oY, c(i = 2.3,-... m) 和 n Ж 2m 个 方程 的 联 立 方程 组 . 因此 , 对 于 
TE, iE m > 1 多 层 圆 柱 散 射 , 可 采用 解 线性 方程 组 的 数值 方法 , 亦 可 采用 Cramer 
行列 式 法 求 得 散射 系数 sn (ZJ 5.9 节 ), BARA. 


5.11 ЯА ТМ. 平面 波 的 理想 导体 散射 


在 无 界 媒质 eos uo 中 , 设 有 一 TM, 均匀 平面 电磁 波 沿 $ 方向 斜 入 射 到 一 半 
径 为 а 的 无 限 长 理想 导体 圆柱 上 , 入 射 波 磁场 H: = —Hia,, 沿 负 y 方向 与 圆柱 轴 
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z 垂直 ; 入 射 波 电场 E 极 化 方向 如 图 5.11.1(a) 所 示 . E*, H^ 和 š, 三 者 相互 垂直 ， 


并 形成 右手 关系 . 


AR E; 
a) TM; H'2—à Re es 
が 


(b) TM Е'=&„Буе ?*” 


例 视 图 顶 视图 
图 5.11.1 斜 向 入 射 平面 波 的 理想 导体 散射 


5.11.1 入射 波 和 散射 波 场 表示 式 

采用 圆柱 坐标 系 (o, v, 2), 沿 8, 方向 的 入 射 波 电场 可 表 为 

E = Eie-ikod:.T 

参见 图 5.11.1 可 知 , 有 

8; = azsind; — &;cos0;, т = r&, 2à,; 8; :т = хѕіпб; 一 2с080; 
而 

Eo = Eo (6zcosbi + à,sin0;) 
FÆ, (5.11.1) 式 可 表 为 
Eš = Ep (àscosb; + &;sin@;) e iko(zsin0;—zcos0;) 


已 知 柱 面 波 函数 展开 式 : 
e jkozsin0; 一 Y and, (kop sin 0,)ein% 


式 中 , an =j” 为 入 射 波 展开 式 系数 . 故 (5.11.4) 式 可 写成 


E’ = Eo (à; cos; + à; sin 8;) 7°" Эу” пу (kopsin6;)el"* 


n=— оо 


(5.11.1) 


(5.11.2) 


(5.11.3) 


(5.11.4) 


(5.11.5) 


(5.11.6) 


5.11 斜 向 入 射 TM, 平面 波 的 理想 导体 散射 . 409 - 


直角 坐标 系 单位 矢量 与 圆柱 坐标 系 单位 矢量 间 有 如 下 关系 : 
à, 一 Gocosp 一 Gosinwpi dy = G, sin e + Go cosq (5.11.7) 


故 入 射 平面 波 电 场 E: 的 三 个 柱 坐 标 分 量 分 别 是 


oo 


Е} = Ep cos 0; cos wejkoz cos 6 >` à Ja (kop sin 0,)ejne (5.11.8) 
所 一 一 DO 
n 99 n 
Ej = — Eo cos bi sin gelkoz cos 6: >` an Jn(kopsin bije"? (5.11.9) 
n=— 00 
Бай А 
Ej = Eosin je? °° V^ а, Ј, (kopsin6;)el^* (5.11.10) 


由 于 (5.11.1) REY 8; 方向 传播 的 均匀 平面 波 , ESIU BV RJ АЯТЕ HA 
H’ = –4,Ноетіко8:т (Ho = Eo /rm) 


= — (@,ѕіпф + Gy cosy) LN 5 aa J, (kopsin0,)el%*(5.11.11) 
0 


TL—--oo 
此 即 有 
1 | 29 
H; = -元 名 sin pelkoz cos 0: >` G5 J, (kop sin 0,)e"* (5.11.12) 
H; = -lg cos eel*oz cos 9 > an Jn (kop sin 0;)e)^*? (5.11.13) 
по nc- oo 
Hi=0 (5.11.14) 


式 中 , по = 4/Ho/eo 为 区 域 (2) 自由 空间 波 阻抗 . 

入 射 波 投射 到 导体 圆柱 上 时 , 将 激励 起 散射 场 . 在 p > a 柱 体 外 部 自由 空间 中 ， 
总 场 是 入 射 场 与 散射 场 的 又 加 ; 散射 场 是 沿 矢 径 p 方向 传播 的 行 波 , 柱 面 波 函 数 须 
用 第 二 类 Hankel 函数 进行 展开 .鉴于 电磁 场 要 满足 在 p = a 柱 面 上 的 边界 条 件 ， 
因而 , 散射 波 电场 E 与 入 射 波 电 场 E' 应 具有 相 类 似 的 形式 . 对 于 E 的 z 分 量 ， 
可 将 它 写 成 如 下 形式 : 


ES = Eg sin Өе Fo cos 8» Y sn HE) (kopsin 0,)ei"* (5.11.15) 
AP, sn 为 待定 的 展开 式 系 数 ; 9。 为 散射 角 (参见 图 5.11.1, 0, > 90°). sn 和 0, 可 
由 场所 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 
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在 导体 柱 外 自由 空间 区 域 (2) 中 , 总 电场 的 纵向 分 量 EP = E + Es. 由 
(5.11.10) 和 (5.11.15) 式 , 便 有 


E®) =E sin biejkoz cos Ө; >` Oa Ja (kop sin 0;) 


n=— оо 
+ sin Өе jkozcos 6: D Sn HL? (kopsin 0,) | ei" (5.11.16) 
n=— 00 


区 域 (1) 是 理想 导体 , 而 有 EO = 0 和 НО) = 0. RE p = a 导体 柱 面 上 电场 
边界 条 件 , 应 有 EP = EM = 0, 即 应 有 


Eo | sin 0,eikoz cos % >` Ga Ja (koa sin 0;) 


好 一 一 CD 


+ sin の 。e~】 な ozcos9。 У sn HI? (kga sin 9。) eine 一 0 


由 此 可 得 0%.= 工 一 4 
n Jn (koa sin 0j) a m š = 3n E Ja (koa sin 0;) (5.11.17) 
н? (koa sin 0;) an н? (koa sin 0;) 


式 中 , an = jn. 将 上 式 回 代 至 (5.11.15) Å, Al cos0, = — cos 0;, 散射 波 电场 Es 可 
表 为 s 
Ej = Eosin6;e^o*9959. Эу” s, HO (kop sin 0;)el"* (5.11.18) 


SEM, (5.11.18) 式 对 所 有 y 角 成 立 . 这 表明 沿 相 对 z RELL 0, = x 一 0, 为 半角 的 整 
个 前 向 角 锥 面 方向 上 均 存 在 有 散射 场 . 

已 知 电磁 场 的 纵向 分 量 E, 和 H,, 按 纵向 场 法 , 由 Maxwell 方程 我 们 可 求 得 电 
磁场 的 其 它 各 个 横向 分 量 . 对 于 TM, 散射 波 , 有 E, = Ej H, = Hš: = 0. 

由 Vx E® =—jwyoH® 或 H° = “Tom x E? 


此 即 
H: = -i (222 - 9 (5.11.19) 
H: = ET e - a) (5.11.20) 
Hi = E E (pEz) — а (5.11.21) 


而 由 Vx H° —josoE° 或 Е° = —_V x H° 
の 60 


5.11. 斜 向 入射 TM, 平面 波 的 理想 导体 散射 ・411 ・ 


即 有 
s OHS OHS 
Ез = 1 18H; OMe = 1 os (5.11.22) 
jweo Vp д Oz j Ps-0 jweo Oz 
1 (9H, ӘН; d OH; 
s — z 5.11.23 
Е; jweo ( д2 Op ) 0 T jweo 3 (5 
1 [8 өн» 
з 一 a — .11.24 
Е? = jweop Е (p Hš) 2 (5 ) 


将 (5.11.23) 代入 (5.11.19) 式 , 可 得 
180E; 1 9 (8H; 
-jwp lp Op jogo9z \ Oz 
1 OES 1 OH; 


jwuop OG ^ w?&ouo Oz? 


由 于 所 有 电磁 场 分 量 均 含有 随 z 变化 因子 EE 
1 дЕ; (јкосоѕ6;)? Hs- 1 OES + cos? 0, Hš 


2 故 上 式 可 化 为 


P jwnunop Op 


3 一 


P jwpop Op weg Luo 


于 是 m 
1 z (5.11.25) 


S. 


P jeHop sin? 0; Ip 
美 似 地 , 将 (5.11.22) 代入 (5.11.20) XX, 可 得 


1 1 OH, EN ` 1 ӦНӰ 1 OES 
jeogo Oz? Op J] шёєоро Oz? jogo Op 


? јоцо 
(jko cos 0,)2 1 OES 2 1 8E; 
— Mo costi) HS 4 — — 522. — cos? 0,Hš + - z 
w?ceguo ^ * juno Op ° шш др 
FRA | m 
z (5.11.26) 


3 一 


©  jwnosin? 0; др 
将 (5.11.18) 代入 (5.11.25) 和 (5.11.26) 式 分 列 可 得 Hs 和 Hš, 再 将 所 得 Hš 
和 Hs 代入 (5.11.22) 和 (5.11.23) 式 便 可 求 得 E2 和 Es. JURE, 我 们 就 求 得 了 TM, 
波 散 射电 磁场 的 所 有 分 量 , 其 结果 为 


со 
E; = jEo cos Qjelkor 8: V^. s, HO (kopsin 6;)el^e (5.11.27) 


п= — ос 


Е, | 20 | 
一 ing cot 0,ejkoz cos Ө; >` nsn HË (kop sin 0,)ein% 


n=— 00 


Ез = (5.11.28) 
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oo 

Es = Ep sin 0, eikoz cos % 5 sn Hf? (kop sin 0,)eln% (5.11.29) 

п= — оо 

E оо 

Hi ニー  _ejkoz cos 6 HE) (kop sin 0,yeine 5.11.30 
P wyigp sin Ө; De Mn n (kop sin 6;) ( ) 

£ со 

8 : 0 jkoz cos 6; ú : i 

Hš = —j Bo, oas cos 6 > sn HQ (kopsin 0;)ei"* (5.11.31) 
H; = 0 (5.11.32) 


式 中 , 散射 波 展开 系数 s, 由 (5.11.17) 式 给 出 . 

同样 地 , 己 知 TM。 入 射电 磁 波 场 的 纵向 分 量 Ei( H: = 0), 按 纵向 场 法 , 由 
Maxwell 方程 亦 可 求 得 入 射 波 场 的 各 个 横向 分 量 ， 但 此 时 所 求 得 的 场 表 示 式 将 与 
(5.11.8)~(5.11.14) 式 所 给 出 的 形式 有 所 不 同 , 然 它们 之 间 是 等 价 的 . 
5.11.2 ”散射 宽度 


接 (5.3.22) 式 散 射 宽度 cop ЕМ: 


s | (5.11.33) 


= lim |2x - 
92D E Рн 


式 中 , H* 为 散射 波 磁 场 ，H: 为 入 射 波 磁场 
利用 第 二 类 Hankel 函数 的 大 宗 量 渐 近 式 ，: 


BË (2) ~ _ 1 2] -i(2- 3-3) _ 2) intle-iz ди — 要 jnHle-jz 
зо 922 V mz V ла NZ 


由 (5.11.30) 和 (5.11.31) 式 , 可 得 p 一 co 时 的 远 区 散射 磁场 : 


H: = — Eo 2). ejko(z cos 0; — p sin 6;) Y nī eine 
P wpop Sin 0; V nkop sin Ө; " 
n=—oo 
Eo 2] 
ди elko(z cos 6;—psin 0;) ne 
konop sin Ө; V nkop sin 0, > nane"” (5.11.85) 


= — Eo — “— LLL elko(z cos 0; — p sin 0i) 5. ей" 
"V; ДЕ op und. > 5» 
ъ=—со 
пы ーーー ejko (z сов Ө; 一 Psin 0;) eine 113 
о ey Tap and, PE 8n (5 6) 
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SRB, ko = шудро = 2л / Ao, ko 和 Ao 分 别 是 gos go 无 界 空间 的 波 数 和 波长 . 注意 
、 P 1 в s s x Hà 
到 . 当 p — oo, Hz RI kopsin 8, « 1, 此 即 有 H5 « Hj, 于 是 有 ， H „2. Неде, 故 
将 (5.11.11) 和 (5.11.36) 代入 (5.11.33) 式 , 得 
| 


2 
Е, 2 2 
|Eol ET: 
Y ensn cos nip 
n=0 


oo 


5 &, eine 


n=— оо 


тор = lim |2лр 
poo 


\Eol?/n6 


2 
4 


= 一 一 一 (5.11.37) 
ko sin 0; 


2 
oo 
_ 4 2Ao 
у EnSne”?| = — 
7 sin 6; 
n=0 


式 中 , s。 由 (5.11.17) ЖЕН; en = { ; " " . 将 s。 代入 上 式 , 最 后 便 得 到 
n 


2 


у: n( koa sin 0; _In(koasin 0;) cosny 


の 
ダー Wana) (koa sin 0;) 


ko sin 0; Jae 


2 
2Ao 


m sin 0; 
n=— 


ы J,,(koa sin 0;) 
> En (2) 
Hy’ (koa sin 0;) 


将 散射 宽度 (5.11.38) 与 正 向 入 射 情形 的 (5.3.27) 式 相 比较 , 可见 两 者 形式 相 
同 , 对 于 斜 入 射 情 形 , 则 是 用 ko sin Ө, 代替 了 (5.3.27) 式 中 的 ko. 
对 于 圆柱 半径 a < А 细 线 近似 , 此 时 , 斜 入 射 散射 宽度 显然 亦 可 由 (5.2.34) 式 
中 的 ko 一 ko sin bi, 或 将 Ao 一 Ao/sin Ө; 而 得 出 : 
Ag 1 


如 所 预期 的 , 细 线 的 оор 与 o ЖЖ. 

对 于 长 度 为 i 的 有 限 长 导电 圆柱 , 不 再 像 无 限 长 导电 圆柱 斜 入 射 情形 那样 , 散 
射 场 仅 存 在 于 相对 z MA 0, = x — 0, 为 半角 的 整个 前 向 角 锥 面 方 向 , 而 是 在 所 有 
方向 上 均 存 在 有 散射 场 . 然而 , 当 柱 体 长 度 远大 于 其 半径 (l> a) BF, W 0, = = — 0, 
方向 上 的 散射 场 远大 于 其 它 方向 上 的 散射 场 ， 当 柱 体 长 度 1 为 半 波 长 的 整数 倍 时 ， 
散射 场 出 现 有 谐振 现象 , 但 随 着 长 度 增加 超过 几 个 波长 后 , 此 现象 便 消失 . 

34 L2» a 时 , 三 维 散射 截面 csp 与 二 维 散射 截面 cap 有 如 下 近似 关系 ; 


| ы 2 
"T sin | — (cos Ө» + cos 6) 
osp ^ озр S sin? Os 4 一 二 一 一 一 一 一 一 OW FTM, WB) (5.11.40) 
0 


(5.11.38) 


cos тр 


2 


б2р = (5.11.39) 


ы (cos 0, + cos 0;) 
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此 近似 式 即 使 当 1 = Xo 时 仍 可 给 出 相当 好 的 合理 近似 . 
将 (5.11.38) 代入 上 式 , 可 得 三 维 散射 截面 ROS 为 


2 | sin E (cos 0, + cos の | 
fol (cos 0, + cos 6;) 


2 


2sin20, | <= JA (koa sin 6; 
cap © 4l sin > En „Zn lkoa sinbi) cos ny 
л sin Ө; none H (koa sin 0;) 


(5.11.41) 
XT 8, 将 (5.11.39) 代入 (5.11.40) 式 , 则 有 
2 . 2 | sin E (cos, + cos 2] 
vap = —! sin Cs 2 (5.11.42) 
3D eo sin Ө; | In (0.8905koa sin 6;) uo 


や (cos 0, + cos Ө;) 
从 (5.11.41) 或 (5.33.42) 式 可 见 , 24 cos 0, + cos 0, = 0, Bl 0, = x — 0, F, oap 
具有 最 大 值 , 这 表明 最 大 散射 是 位 于 9。 = п — 0, 的 镜像 方向 上 , 这 也 是 可 预料 到 的 . 


5.12 斜 向 入射 TE, 平面 波 的 理想 导体 散射 


在 无 界 媒质 co. uo 中 , 设 有 一 TE, 均匀 平面 电磁 波 沿 š, 方向 斜 入 射 到 一 半 
BA a 的 无 限 长 理想 导体 圆柱 上 , 入 射 波 电场 E = Едам, W y 方向 极 化 、 与 圆柱 
#H z 垂直 ; 入射 波 磁场 H: 方向 如 图 5.11.1(b) 所 示 . E', H°: 和 5, 三 者 相互 垂直 ， 
并 形成 右手 关系 . 

对 于 斜 向 入 射 TE, 波 的 理想 导体 散射 , 分 析 和 讨论 类 似 于 TM, 波 情形 . 


5.12.1 ”入 射 波 和 散射 波 场 表示 式 
沿 а, 方向 的 入 射 波 磁场 可 表 为 


Hi = Ніегіко8:" (5.12.1) 
将 (5.11.2) RA ER, 并 因 有 (参见 图 5.11.1 或 (5.11.3) R): 
Hi, = Ho (Gz cos 0; + à sin Ө;) (5.12.2) 
于 是 
H: = Ho (à, cos Ө; + à, sin 0;) e Fo (z sin 0: —2 cos б) (5.12.3) 


引用 柱 面 波 函数 展开 式 (5.11.5), 可 写成 


Ht = Ho (à, cos 0, + à; sin Ө;) el た oz cos 8; >` Qn Jn (kop sin 0)el™e (5.12.4) 


n=— 00 


512 MAAR TE, 平面 波 的 理想 导体 散射 ・415 - 


利用 直角 与 圆柱 坐标 系 单位 矢量 间 关 系 (5.11.7), 可 得 H: 的 三 个 柱 坐 标 分 量 : 


со 


Hy = Ho cos 0, cos elo? cos Өз > An Jn, (kop sin 0,)ei"% (5.12.5) 
п= — оо 
Hi, = — Ho cos 0; sin е1Ёо® cos 9; >` anJn(kop sin 6;)e"” (5.12.6) 
n 二 一 00 
" + со А 
H; = Но sin 0;eikoz cos % >` anJn(kopsin 0;)e "* (5.12.7) 


相应 (5.12.1) 式 沿 8; 方向 入 射 波 磁场 Н“, 入 射 波 电场 E" 为 
E'=&,Eoe iT (Eo = no Ho) 


= (åp sin ф + Gy cos p) ro Hoel*o* cos 8; > On Jn (kop sin 0,)ei%% (5.12.8) 
n--—oo 
此 即 有 
oo 
E, = no Ho sin ејко? cos 4 >` and, (kop sin 0;)el™? (5.12.9) 
п=— оо 
оо 
E, = mo Ho cos qelFo? cos % 5 an Jn (kop sin 0,)eln%% (5.12.10) 
п= — оо 
Е = 0 (5.12.11) 


RP, no = Ho /éo 为 区 域 (2) 自由 空间 波 阻 抗 . 

类 似 于 TM, 情形 , 当 入 射 波 投射 到 导体 圆柱 上 时 , 将 激励 起 散射 场 , 井 且 散 射 
波 磁 场 H° 与 入 射 波 电场 Hi 应 具有 相 类 似 的 形式 . 对 于 H° 的 z 分 量 , 可 将 它 写 
成 如 下 形式 : 


Hs = Ho sin 0,e jkoz 080: > Sn HU) (kop sin 0,)ei™” (5.12.12) 
式 中 , s 为 待定 的 展开 式 系数 ，6。 为 散射 角 (0, > 90°). s, 和 9。 由 场 的 边界 条 件 
予以 确定 . 
在 导体 柱 外 自由 空间 区 域 (2) 中 , 总 磁场 的 纵向 分 量 HO) 是 入 射 波 磁场 H: 
与 散射 波 电场 He 的 全 加 , 由 (5.12.7) 和 (5.12.12) R, 便 有 


н?) =Ho sim role ent у, AnJn (kop sin 0;) 


+ sin 0,e koz cos 0, у, Sn Hf? (kopsin 0) |е" (5.12.13) 


т= — 00 
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区 域 (1) 是 理想 导体 , 而 有 BO — 0 和 HO — 0. 按 在 p = a 导体 柱 面 上 的 磁 
场 边 界 条 件 ， 


(2) 
应 有 Н” — E) = 0, 即 应 有 ーー 
p 


= 0, 故 由 (5.12.13) 式 得 


со 
ko Ho Eu У) and! (koa sin 6;) 


п=-— оо 


+ sin? @,e —jkoz cos 6, У? s, H (koa sin | eine — 0 


nN=~0o 
由 此 可 得 0 = x — 0, 
, / in 0. 
i 


+ a ГА 
Н? (koasin Oi) ^ HY” (koa sin 6;) 


IP, an =j. 将 上 式 回 代 至 (5.12.12) 式 , 因 соз Ө, = — cos6;, 散射 波 磁场 Hs 可 
表 为 

Н; = Ho sin 6;¢)*07 соз: 5 s HO (kop sin 0,)eln% (5.12.15) 
(5.12.15) 式 对 所 有 o 角 成 立 , 表明 沿 相対 > 轴 以 0. = x — 0, 为 半角 的 整个 前 向 角 
锥 面 方向 上 均 存 在 有 散射 场 . 

对 于 TE, ik, 已 知 E, = 0 M H,, 按 纵向 场 法 , 由 场 方程 
E'= OvxH* 和 H'= lio, ps 
jw£o JW Ho 

可 求 得 电磁 场 的 其 它 各 个 横向 分 量 ， 或 者 利用 在 无 源 各 向 同性 自 由 空 Maxwell 场 
方程 至 与 互 之 间 的 对 偶 性 , 将 5.11 节 中 TM, 波 的 场 关 系 式 (5.11.25), (5.11.26) 
和 H; = 0, 以 及 (5.11.22), (5.11.23). (5.11.18) RHE E ^ H Ñ s o 一 ko 代 换 , 而 
直接 得 出 TE, 波 散 射 场 表 示 式 , 结果 如 下 (其 中 , 代 换 后 的 H: Bp (5.12.12) 式 ): 


1 OH? 
Е = 一 -全 5.12.16 
^  jw&opsin?8; Әр ( ) 
1 OHS 
FE = —— a ーー ニー る 5.12.17 
Ф jweo sin? 0; Әр ( ) 
E: =0 5.12.18) 
m 1 BE 。 12.19 
jwpo дг (5.12.19) 
1 OES 
Hs = 一 一 一 -一 2 (5.12.20) 


јоно Oz 
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Hš = Ho sin 0, eikoz cos 9: У sn Hf? (kopsin 0,)c/^* (5.12.21) 
将 (5.12.21) 代入 (5.12.16) 和 (5.12.17) 式 分 别 可 得 Es 和 Ez, 再 将 所 得 Ез 和 E: 
代入 (5.12.19) 和 (5.12.20) 式 便 可 求 得 H5 和 Hz. 这 样 , 我 们 便 求 得 了 TE, 波 散 
射电 磁场 的 所 有 分 量 , 其 结果 为 


E$ = aia PZ )(kopsin 0;)eine (5.12.22) 

Es = 00 онно У Sn HEY (kopsind; ei” (5.12.23) 

ES = 0 ~~ (5.12.24) 

Hj = j Ho cos 6; elkoz cos 6; Y Sn HO (kop sin 0, yt (5.12.25) 
n=—00 


Нё = Во cot の el を oz cos 6: Y nsn HU) (kop зїп 6;)e/^* (5.12.26) 


е kop noo 
H? = Hosin еі 08% У sn H) (kopsin 0,)eln% (5.12.27) 
п — оо 


AF, 散射 波 展开 系数 sn 由 (5.12.14) RAH. 
5.12.2 ”散射 宽度 
按 (5.2.22) 式 散 射 宽度 oop ЕЎ: 


ozp = lim |2л Бр (5.12.28) 
гр = Jm, [2xp gila 12. 


Xm, E? 为 散射 波 电 场 ; E: 为 入 射 波 电场 . 
利用 第 二 类 Hankel 函数 的 大 宗 量 渐 近 式 (5.11.34), 由 (5.12.22) 和 (5.12.23) 
X, 可 得 р 一 oo 时 的 远 区 散射 电场 : 


Ho / 2) 
ЕЗ дш elko(z cos 0; — p sin 0;) men? 12. 
° ego の sin Ө; V ropsin 0; と nine! (5.12.29) 
ЕЗ = mH, jko(z cos 0; —рвїп @;) jng 12. 
eS Toro V D e M Sne (5.12.30) 


注意 到 , 4 p оо, 


Es 1 
p s E s д, A y 
Es u <1, 此 即 有 Es < Ез, 于 是 , E Ed Ез дь, 将 (5.12.8) 
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和 (5.12.30) 代入 (5.12.28) 式 可 得 


2 
2 2 
m | Hol E713 


2 
sop = lim |2up Pel | = tim 2rp У ša eine 
2D CU роо P IE p00 nel Hol? — 
即 
oo 2 
= —— nine”? 5.12.31 
72D ko sin 6; Эр те ( ) 
1 = 0 
式 中 , sn = HE ә Í ‚ 将 (5.12.14) 式 š, 代入 上 式 , 最 后 便 得 到 
n Æ 
со / 2 
x: J! (koa sin 0;) cosn 
c nion m AP 
2D ko mand; En ey (koa sin 6;) Ф 
2A 2 J} (koa sin 6;) i 
= 一 一 >` En ーー cos т (5.12.32) 
rsin9 | << н? (koa sin 0;) 


将 散射 宽度 (5.12.32) 与 正 向 入 射 情形 的 (5.4.24) 式 相 比較 , 可 见 两 者 形式 相 
[в], 对 于 斜 入 射 情形 , 则 是 用 ko sin 代替 了 (5.4.24) 式 中 的 ko. 
对 于 圆柱 半径 a < А 细 线 近似 , 此 时 将 (5.4.30) 式 中 的 ko 一 kosin6;, 或 
Ao 一 Xo/sin 0;, 便 可 得 斜 入 射 散射 宽度 为 
2D 入。 = s (1 — 20s o)? (5.12.33) 
如 所 预期 的 , 对 于 TE, W, 细 线 的 осор 与 о AR. 
对 于 长 度 为 1 的 有 限 长 导电 圆柱 , 5 TM, 波 斜 入 射 情 形 一 样 , 在 所 有 方向 上 
均 存 在 有 散射 场 ， 当 ! > a 时 , 三 维 散射 截面 озь 与 二 维 散射 截面 oop 有 如 下 近 
似 关系 : | 
2 
272 Sin ol (cos 0, + cos 0,) 
озр = огр sin? р (对 于 TE, 波 ) (5.12.34) 
° E (cos 8, + cos Ө;) 


将 (5.12.32) RAER, 可 得 对 于 给 定 入 射 角 0;、 沿 散射 角 0, 方向 上 的 三 维 散 射 截 
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ii RCS 为 
. ГЫ 
2 207 . 
"n m J, (koa sin ө) sin | > (cos 0, + cos 2] 
03D = — sin 0; >` En) COSY kal 
л n=—oo ^ (koasin 0) > (cos 0, + cos 6;) 


(5.12.35) 
对 于 细 线 , Ж (5.12.33) 代入 (5.12.34) 5X, 则 有 


2 


p? sin Ë (cos 0, + cos の | 
T (koa)^ sin? 6; (1 — 2 cos o)? (5.12.36) 


73 kol 


D = 
a«Ao ES (cos 0, + cos 6) 


5.13 Жуй 一 一 柱 面 电磁 波 的 波源 


WE eo. uo 空间 中 , 沿 z 坐标 轴 z = -oo 至 z = +оо 有 一 恒定 电流 强度 T. 的 
时 谐 线 电流 源 , 如 图 5.13.1 所 示 . 


图 5.13.1 ” 柱 面 电磁 波 的 线 源 


在 圆柱 坐标 系 中 , 线 源 相应 的 电流 密度 可 表 为 


J(p) = wa, 或 J,(p) = 150) (5.13.1) 
式 中 , 6 X Dirac delta ИРКЕ Ж. 
图 5.13.1 线 电流 源 在 p > 0 空间 中 所 产生 的 电磁 场 可 直接 由 求解 对 含有 电流 
JR J 的 Maxwell 场 方程 组 来 确定 (FER 1.13 节 )， 本 节 我 们 将 采用 辅助 矢量 势 4 
法 再 来 求 此 线 源 所 辐射 的 电磁 场 . 由 (1.9.26) 式 可 知 , 矢量 势 А 满足 如 下 非 齐 次 
Helmholtz 7j fà: 


V?^A 十 КА = — uoJ (ko = wVE0HO) (5.13.2) 
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已 知 矢量 势 А, 则 由 (1.9.30) 和 (1.9.29) 式 便 可 求 得 电 、 磁场 分 别 为 


E = -jwA - —.—V(V- A) (5.13.3) 

jweoHo 
н= уха (5.13.4) 

Ho 
因 J —à,J,, 8k A RA z 分量 AL, 它 满足 非 齐 次 标量 Helmholtz 方程 : 
V?A, + k2 A, = —uoJ; (5.13.5) 
对 于 无 源 区 p > 0,7, = 0, A, 满足 齐 次 方程 : 

V? A, + КА, = 0 (5.13.6) 


对 于 无 限 长 线 源 所 产生 的 场 , 有 2 = D. _ 0, 以 及 当 p> co 时 , 电磁 场 应 是 向 


+p 方向 传播 的 柱 面 波 . 时 谐 因 子 为 elet 故 (5.13.6) 式 的 解 可 表 为 
А, = co HQ (kop) (5.13.7) 


式 中 , co 为 待定 系数 . 
将 (5.13.7) 代入 (5.13.4) 式 , 得 


1 - 1 OA, 、 ko (2)/ N 
H = —V x (А,а,) = —— a, = — —co H. ん op)@ 
Ho Uo Op * Ho oHo (kop) ae 
Bp А 
Н, = -on (kop) (5.13.8) 


按 安 培 环流 定律 , 磁场 H 沿 任 一 闭合 回 线 的 线 积分 等 于 穿 过 此 回 线 的 电流 , 
Bap ў н.& = Fk, 我 们 可 确定 出 系数 o. 现 选择 该 闭合 回 线 C 是 一 个 圆心 
位 于 z BLE. 半径 为 p 的 圆 , 并 取 p — 0, 因而 有 


lim Н. di = lim Jn H, pg = — lim TEE eH ( (kop)pdy = Ie 


; (2)' 2 ZH 1: 2j — 
因 hm HË (kop) ~ 15, 代入 上 式 后 可 得 lin / cap L. 于 是 有 


I 
co = ES (5.13.9) 


将 系数 co 代入 (5.13.7) 和 (5.13.8) R, 分 别 可 得 


7 
A, = P HO (kop) (5.13.10) 
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和 
kole (гу kol 
Hy = -p H (kop) = =) Hi” (kop) (5.13.11) 
1 N 
而 由 (5.13.3) x, E = —jwA,a, — ——V (V ` А.а.) = —jwA;à;, 于 是 有 
ju€oHo 
Е, = -io4 = te HO (kop) (5.13.12) 


(5.13.12) 3X, Е, 和 (5.13.11) Å H, 就 是 位 于 轴 上 的 线 电 流 源 I 所 产生 的 电磁 
场 的 非 零 分 量 , 其 它 场 分 量 E, = E, = H, = H, = 0; 其 中 A, 即 二 维 场 无 源 区 的 
自由 空间 Green 函数 . 


5.14 Hankel 函数 加 法 定理 


在 研究 柱 面 波 的 柱 体 散射 间 题 时 , 为 了 便于 应 用 场 边界 条 件 , 通常 选择 圆柱 坐 
标 系 (p, р, х) 中 的 坐标 轴 z 与 散射 柱 体 的 轴线 重合 , 而 假定 恒定 线 电流 源 7。 是 置 
于 (pu) Ж. 因此 , 需要 将 此 线 电 流 源 所 产生 的 场 用 所 选 圆柱 坐标 系 中 的 柱 面 波 
函数 展开 式 表 示 ; 并 由 此 导 得 称 为 Hankel 函数 加 法 定理 的 恒等式 . 

参见 图 5.14.1, RE co. uo 空间 中 , 有 一 电流 强度 为 L 的 恒定 线 电流 源 , 其 横 
ABER A (〆, の ), 而 场 点 的 横向 坐标 为 (o, р). 现在 , 我 们 采用 辅助 矢量 势 4 法 来 
求 此 线 电流 源 在 p > 0 空间 中 (o, v) 处 所 产生 的 电磁 场 . 


5.14.1 Hankel 函数 加 法 定理 
矢量 势 A, 满足 如 下 非 齐 次 Helmholtz HE: 


V2A, + kA, = -por e - EX e) (5.14.1) 
AT 0x p« p Ж р « p « ow 无 源 区 , A 满足 齐 次 标量 Helmholtz HE: 


V? A, + КА, = 0 (5.14.2) 
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对 于 无 限 长 线 源 所 产生 的 场 , 有 2 = 0, 以 及 当 p > oo 时 , 电磁 场 应 是 向 +07 
向 传播 的 柱 面 波 . 时 谐 因 子 为 ect 故 由 5.1 WTA, E o< p< Яр <р< co 
无 源 区 (5.14.2) 式 的 解 可 写 为 


> Cale’, Talkop)e™e — pep 
A,= ç "5° (5.14.3) 
Y> Ds e) HP (kopt р> р! 
AF, Cro’, o) 和 D, (0, の) 为 待定 展开 式 系数 . 
由 于 A, STATA AN Ps р 是 对 称 的 , 故我 们 将 系数 C。 和 D, 写成 如 下 
形式 : . 
C, = HO (kop e ne cn 和 р, = J (kap )e e cn 


于 是 , (5.14.3) 式 可 写成 


У? ан (kop') In (kop)e™ PP p< р 
A,Q—4 "uum (5.14.4) 
X esI (kop!) HY) (kopt) р> р 
AP, cn 为 待定 展开 式 系 数 . 
矢量 势 4 只 有 z 分 量 , HA Z = 0, 而 有 У.А = 0, WH (1.9.30) 式 可 得 
= —jwA,, 即 电场 仅 有 z 分 量 : 


Y Cn HEP (кор!) Fa (kop)ei ^79) — p < р! 
E, = jw "3° (5.14.5) 
> nllkop HO (kop)e" Pe) p> pl 
另 一 方面 , 位 于 (o v!) 的 线 电流 源 7。 相当 于 位 于 坐标 轴 z 的 线 源 作 一 坐标 平 
移 p (BIL 5.14.1), 故 由 (5.13.12) 式 可 知 此 (〆, の ) 线 源 所 产生 的 电场 E, 为 


— “hole — hole 


E, = HS (koR) = — ° HQ? (ko |p — pl) (5.14.6) 
引用 三 角 函 数 余弦 定律 : 

=| ゥ ー ア | = үе? + (p)? — 2рр' cos (p — v) (5.14.7) 
于 是 (5.14.6) 式 可 写成 


whole 
Е, = ーー СЕ + (0)? — pp! сов (p — 2 (5.14.8) 


5.14 Hankel 函数 加 法 定理 423. 


(5.14.5) 和 (5.14.8) 式 所 给 出 的 同 是 位 于 (〆,〆) 的 线 源 在 空间 中 (p,p) 处 
所 产生 的 电场 E, 的 表示 式 ， 显 然 它 们 应 相等 ， 据 此 , 我 们 便 可 确定 出 系数 cn 
令 p! оо 和 wow = 0, 应 用 Hankel 函数 的 渐 近 式 : HY (2) B. (Zire 
(5.11.34) 3X) MH p < p' 情形 的 (5.14.5) 式 可 得 


ñ 2j —ikop' = : jn 
E, nma 一 jw ре oP 5 €nj]" Ja (kop)el" ? (5.14.9) 


7T,—-—oo 


另 一 方面 , 因此 时 有 ko p? + (p)? — 2рр! cos (p — の ) & kop’ — kop cos y, ЕН (5.14.8) 


式 可 得 
E, m UMole | 2] oikop'eikopcosp (5.14.10) 
уто 4 Tkop’ 
Wa 


应 用 ејкор cose 的 柱 面 波 函数 展开 式 (5.2.11), Д) (5.14.10) 式 可 化 为 
L 2] EP , кы . А 
Е, =. -25 V ау Wo YO j%J,(kop)el"? (5.14.11) 


ф'=0 n=— 00 


将 (5.14.11) 与 (5.14.9) 式 比 较 , 即 确定 出 系数 cn: 
m Hole 

Cn = dj 

将 cn 代入 (5.14.5) 式 , 可 知 位 于 (/,@) 的 线 电流 源 7。 在 (о, р) 处 所 产生 的 电场 
E, 为 


(5.14.12) 


oo 
Y HE (kop')Js(kop)ei (Pe) p « p 
Ie} „2 
= — Loe e (5.14.13) 


* 4 So | ; 
У? In(kop’)H? (kop)ei" 99) p>p 
比较 (5.14.13) 与 (5.14.6) 3X, 我 们 可 得 恒等式 : 
Y HP (kop)J«(kop)e" ^) pep 
HO (kolp- fl = 4 "z^ (5.14.14) 
У? J«(kop) HD (kop)ei^ е) р> p 


(5.14.14) 式 就 是 所 要 求 的 第 二 类 Hankel 函数 的 加 法 定理 . 
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5.15 EMY 7。 的 TM, 柱 面 波 的 理想 导体 圆柱 散射 


设 在 eo. по 无 界 媒质 中 , 有 一 半径 为 a、 轴线 与 坐标 轴 z 重合 的 无 限 长 理想 导 
体 圆柱 , 以 及 位 于 (〆,〆) 处 有 一 与 z 轴 平 行 的 、 强 度 为 I 的 时 谐 线 电流 源 , 如 图 
5.15.1(a) 所 示 . 


(a) 线 电流 源 L (TM) (b) 线 磁 流 源 L. (TEW) 
图 5151 НН S ККЕ 


以 下 对 图 5.15.1(a) 线 电流 源 7。 所 产生 的 柱 面 波 的 理想 导体 圆柱 散射 进行 分 
析 和 讨论 . 导体 圆柱 的 入 射 波 电场 为 线 电流 源 7。 所 产生 的 电场 , 由 (5.14.6) 式 可 知 , 
此 电场 为 L 
— 


Ei = TP HO) (ko |o — 0) (5.15.1) 


应 用 Hankel 函数 加 法 定理 (5.14.14) mu (5.14.13) 3X, 入 射 波 电场 Bt TRA 


SO HQO(kop)J, (kp) ^) peg 


E, = kole n=—00 (5.15.2) 
S^ In(kop!)H2 kopiee p>p 
n--—oo 


在 有 导体 圆柱 存在 时 , 其 柱 面 上 将 激励 有 感应 电流 Js, 作为 二 次 辐射 源 , 而 产 
生 散 射 场 , TE p > a 无 源 区 总 场 是 入 射 场 与 散射 场 的 登 加 . 由 于 总 场 应 满足 在 p = a 
导体 圆柱 表面 的 边界 条 件 , 故 散射 场 也 只 有 一 个 z 分 量 , 并 具有 与 入 射 波 场 相 类 似 
的 形式 , 只 是 当 p 一 oo 时 它 应 是 向 +p 方向 传播 的 行 波 . 因而 散射 波 电场 可 写成 : 


L со 
Е? = D Уу) s Н (кор) a«p«p, p» p (5.15.3) 


п=— 00 
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式 中 , sn 为 待定 展开 式 系数 , 可 由 总 场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 

区 域 (1) FARA HR EU = nO = 0; 而 区 域 (2) 导体 柱 外 自由 空间 
中 的 总 场 EO 和 nO 分 别 是 它们 的 入 射 波 场 与 散射 波 场 的 登 加 . 

FH (5.15.2) 和 (5.15.3) 式 得 EP = Ei + Es 为 


> [HO hop!) In(kop) + = НО (kop)| i^ 079) a < pp 
E, = _ Whole n=— 00 

テー 4 оо - , 
> (кор) H( (kop) + sn HP (kop)| enee) p>p 
n=— оо 


(5.15.4) 
电场 EC 的 p 和 о 分 量 为 零 , 即 有 


EQ) = EQ) = 0 (5.15.5) 
而 仅 有 z 分 量 EO — pa, 其 相应 的 磁场 HO 可 由 Maxwell 方 程 — —— マメ 


JWwAH0 

. 1 (ioEÜ og 

E RBA: HO = C | ニニ テル ーー a, |, RA 
jomo \p Op ^ др * 


> n [HO (kop’) Jn (kop) + sn H (kop)| ei2(e-e) agp<p 


HY) = le n= °° 
4p ; , 
> n 42) (ор). (вор!) + sa HO (kop)| emee) p>p 
(5.15.6) 
oo 
"uu [HO (kopf) Ја (Rog) + ss HC (kop) e= a p <p! 
ñ e 一 一 ce 
HP =i) T. 
> [HO (p) Jn Kop") + ss HO (kop) e= p>p 
TL,——oo 
(5.15.7) 
Н) — 0 (5.15.8) 


应 用 p = а 导体 柱 面 上 电场 边界 条 件 EO oma = 0 或 磁场 边界 条 件 HP) | = 
0, 由 (5.15.4) 或 (5.15.6) 式 可 得 


> [EE (kop) Js (ка) + sn HP (koa)| ee = 0 


п= — оо 


Jn (koa) 


Sn = HA (Кор!) 
HY (koa) 


(5.15.9) 
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将 s, 回 代 至 (5.15.4). (5.15.6) 和 (5.15.7) 式 ， 最 后 便 得 到 区 域 (2) 中 的 电场 EO 


和 磁场 HO 的 各 个 分 量 为 


ы J, (koa) 
HE? (kop’) | Jn(kop) — 一 ーー HË) (kop) 
РЭ Hy” (koa) 
(2) whol, xine") gEpEp! 
E; LL 
29 Ja (Коа) 
> HOP (kop) Е 一 2L ныд) 
n=— оо "n оа) 
x ein Ge v^) p» p 
2) . 2) — 
E = ЕФ) = 0 
50 Ja (koa) 
nH” (кор!) | (Кор) — ey Н (kop) 
P» . " HY) (koa) " 
(2) _ e xine?) а<р<у 
oe Y nH (bop) |J. op!) -ZE pri (hop) 
p) | Jn 一 一 全 一 一 0 
E n 0 0 Н? (коа) n 
x ein(e- v) p > p 
oo 
Ja (koa) , 
Н? (кор?) | Jt, (kop) — ———— HP” (кор) 
P» i HY? (koa) " 
(2) _ kok хеее) agp<p 
MEE Y HO (hop) Js (Rog!) -oa HO (op) 
0 0 oy 0 
£ " " HY (коа) " 


H® =0 
RP, HP = 0 表明 线 电流 源 I 所 产生 的 电磁 场 是 TM, Ui. 
5.15.1 ЩЕ ЈЕ Js 


(5.15.10) 


(5.15.11) 


(5.15.12) 


(5.15.13) 


(5.15.14) 


由 磁场 边界 条 件 可 知 导 体 柱 面 上 电流 密度 Js=6ox 五 O) | «=н? âz, 故 
e 


_ A Kole == (2) n " Jn (koa) (2) jn(y—y’) 
Js = &,j— Y ` HE) (kop’) (а) = Tra gay U^ (коа) | е 
n-—oo n 0 


5.16” 线 磁 流 源 Im 的 TE, 柱 面 波 的 理想 导体 散射 :427- 


= -a, P > HY) (кор!) Ju (Koa) Yn (koa) — Ј (koa) Yn (koa) gin Gee) 


n-—-—oo HE?” (коа) 
2 
因 有 Bessel 函数 Wronskian 行列 式 , J, (koa)Y/ (koa) — J! (koa)Y,, (koa) = Lu 
0 
L x 1 (Бор) }®(Ф—”) 
z n .15.1 
Js = —à, 7 > на)“ (5.15.15) 


5.15.2 1х 
对 于 远 区 场 , kop > 1, 利用 第 二 类 Hanked 函数 的 大 宗 量 渐 近 式 (A (5.11.34) 


式 ): 
H®)(z) = AJ 26-02-34) = 4/ 2) neis 
z—oo LZ mz 


则 由 р> p' 时 (5.15.10) sk, 远 区 总 电场 BP 可 简化 为 


1, 2j ejkop Z Jn (koa) "P 
EO ы Pote n (Kop) — 2—0 НО) (кор!) | eine”? 
tov 4 Va の 2 J^ | Jn(kop") HP (koa) ^ (кор!) 


whole | 2j е—!Кор «20 Ja(ko2) „(әу , / 
= 一 -一 一 Enj” | In(Kop’) — =~ НА (kop) | cosn(p — v) 
4 үл э à Н? (koa) 
式 中 ， 
1 n=0 ` 
En = (5.15.16) 
2 n#0 


由 (5.15.16) 式 可 计算 出 线 电 流 源 I。 附近 存在 有 导电 圆柱 时 所 产生 的 远 区 电 
场 图 型 ; 其 中 第 一 项 为 远 区 入 射 波 电场 , 第 二 项 为 远 区 散射 波 电 场 . 

类 似 地 , 由 (5.15. m 和 (5.15.13) R, 我 们 亦 可 求 得 远 区 磁场 HO 和 н? 的 
表示 式 . 


5.16 REMYA Im 的 TE, 柱 面 波 的 理想 导体 散射 


RE co. uo 无 界 媒质 中 , 有 一 半径 为 a 轴线 与 坐标 轴 z 重合 的 无 限 长 理想 导 
体 圆 柱 , 以 及 位 于 (o'i v^) 处 有 一 与 z 轴 平 行 的 、 强 度 为 L. 的 时 谐 线 磁 流 源 , 如 图 
5.15.1(b) 所 示 . 

以 下 我 们 仿照 上 节 线 电流 源 情 形 进行 分 析 和 讨论 . 

应 用 场 方程 组 中 电场 与 磁场 之 间 具 有 的 二 重 性 , 对 (5.15.1) 式 作 E Н, — 
一 Jm 和 so 一 一 jo SHAT, 即 可 得 线 磁 流 源 L. 所 产生 的 磁场 , 即 导体 圆柱 的 入 


` 
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КРИА 
н} Ue HO) (by lp pl) (5.16.1) 


应 用 Hankel 函数 加 法 定理 (5.14.14) 3, 入 射 波 磁 场 Hi 可 表 为 


Y HO (kop) 2. (kop)ei" ^7) p < р 
H; = E 5% (5.16.2) 
Y In (kop^) Hf (kog)e "(o7 р> р! 
导体 圆柱 存在 时 将 激励 有 散射 场 . 散射 波 磁场 亦 只 有 一 个 z 分 量 , 并 具有 与 入 
射 波 磁场 相 类 似 的 形式 , 而 可 表 为 


H; = Sm Y sp (kop) a«p«p, р> p (5.16.3) 
式 中 , s。 为 待定 展开 式 系数 , 可 由 总 磁场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 
区 域 (1) 导体 柱 内 的 电磁 场 ЕС) = HO = 0; 而 区 域 (2) 导体 柱 外 自由 空间 
中 的 总 电场 EO 和 总 磁场 HO 分 别 是 它们 的 入 射 波 场 与 散射 波 场 的 全 加 . 
由 (5.16.2) 和 (5.16.3) 式 , 可 得 总 磁场 的 z 分 量 HP = Hi + Hs 为 


> [Н (og) Jn (kop) +s HO (кор) ene- ape p 
weolm 


Ht» ーー п=—00 
* | [еко (hop) + Нор) re о> p 
п=—00 
(5.16.4) 
磁场 HO ож 分 量 为 零 , 即 有 
н = HO) =0 (5.16.5) 


d HO? = нда, NE = +, 其 相应 的 电场 EC 可 由 Maxwell 方程 


1 ән. ән? 
= == KEA: EO = — — Aá 
x H j jweo 9 ーー ニーー@。 8 Go |, 


1 > n | の ( kop’) Jn(kop) + nH (bop) er(e- の ) agp<p 
EO =- n= 
p 4p 


552° 
У) n [HP hop) J (hop') + sa HA (kop) | 9079 p > p 
_ n=—oo 


(5.16.6) 
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У) [HO (hop! УЛ (kop) + sn HA ‘(kop)| е-е) a < pc p 


BQ) = fem ) пә 
4 У He” (kop) J, (op!) + s НО (kop) | en(e-9) o> p 
m (5.16.7) 
EO =0 (5.16.8) 
(2) 
应 用 边界 条 件 : BP | _, os “== = 0, 由 (5.16.7) 或 (5.16.4) 式 可 得 
p=a 


y [HE (op!) (Roa) + sn H! (коа) e- = 0 


п=— оо 


由 此 可 得 
n _Jnlkoa) 
sn = НО) (кор!) O use) (5.16.9) 


将 s, 回 代 至 (5.16.4). (5.16.6) 和 (5.16.7) R, 最 后 便 得 到 区 域 (2) 中 的 磁场 Н? 
和 电场 EO; 


н (коа) 


xeln(e- v) a < p < p 


У geo の | n(kop) 一 000 on) 


n-—-—oo 


н = _ (5.16.10) 
> ut | n(kop’) — Forge (р ? 
I x ez(eー の 「) p>p 
Y nH? or) [ХУ - 80) (ые) 
EQ) = ES _ xe) арс (5.16.11) 
5 пн л Ё (hop!) — ае ще) 


x ejn(e—g') p > p 


- 
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ы J! (koa) , 

Н? (kop^) lr ーー ターーー HQ (kop) 
P» Н?! (коа) 

x ein Ge) axp< / 

EÜ) kolm (5.16.12) 

koa) 

Н) (kop) | Jnlkop on) Dkp 

X の HE” Qua) ^ 0 


xel(e-e) o> p 
Нн =н? = Е — 0 (5.16.13) 
sth, к? = 0 表明 线 磁 流 源 In 所 产生 的 电磁 场 是 TE, W. 
5.161 面 电流 密度 Js 
由 磁场 边界 条 件 可 知 导体 柱 面 上 电流 密度 为 


和 al 


z lp=a 
故 
а weolm N^ uou, on |p nkod) „ру in(p—v’) 
Js = io 一 1 2285 (kop’) |7, (koa) nO ass P^ (koa) | е) 
КА ko I, ーー (2) , Ja (koa)Y, (koa) 一 J! (koa)Yn (koa) in(y—~’) 
= —jag 一 -一 AY (k n ente 
?am P» oP) Н? (koa) 
m 2 | 
因 有 Bessel 函数 Wronskian 行列 式 : (koa)Y (koa) — J! (koa)Yn (koa) = zig 故 
0 
Js = -jå I >` Hn (Бор) ince- e) (5.16.14) 


Je элла 2 HO (koa) 


式 中 , до = \/uo/co 为 自由 空间 波 阻抗. 
5.16.2 EK 

对 于 远 区 场 ,iop > 1, 利用 Hankel ACHES HP) m y Zire, 则 由 
p > p! 时 (5.16.10) R, 远 区 总 磁场 HO 可 简化 为 


ko, 2] еко” > J! (koa) "P 
HO x orm | — — 02 HO (кор) | ein Gee) 
ооо 470 ko VP Rd н? (koa) ( 0 ) 
kolm 3j e ikop Jn (Koa) (2) , , 
= Enj” kop - 5 Ha (kop) | cosn(p— v") 
Ang mk vp 2 > » )- нё Y (коа) " ( 


(5.16.15) 


516 RMY Im 的 TE. 柱 面 波 的 理想 导体 散射 . 431 - 


3th. en = { 1 n=0 
2 #0 
由 (5.16.15) 式 可 计算 出 向 线 磁 流 源 附近 存在 有 导电 圆柱 时 的 远 区 磁场 图 型 ; 
其 中 第 一 项 为 远 区 入 射 波 磁 场 , 第 二 项 为 远 区 散射 波 磁场 . 
当 线 磁 流 源 Т, 移 至 导电 柱 体 表面 上 时 , p'— а. 此 时 , (5.16.15) 式 将 变 成 : 


no mj holm Г} x Y Jn (Koa) ¥n (koa) — Jn (Koa) Yn (koa) | о) 
2 Апо V zko „2 HO (koa) 


再 次 应 用 Wronskian 关系 式 后 , 上 式 进一步 简化 为 
9; eikop ; 
Hg лапу E V P i x: Enj” an ee п(р — e) (5.16.16) 


类 似 地 , 由 (5.16.11) 和 (5.16.12) Ñ, 我 们 可 求 得 远 区 电场 Е 和 EP 的 表示 式 . 


жеж ”平面 电磁 波 的 圆 球 散射 


本 章 从 时 谐 场 Maxwell 场 方程 组 出 发 , 采用 矢量 势 法 , 作为 电磁 场 边 值 问题 对 
不 同 圆 球 结构 的 平面 波 的 散射 问题 严格 地 进行 了 求解 . 首先 给 出 了 球面 波 函 数 , 并 
推导 了 平面 波 的 球面 波 函 数 展开 式 ; 继而 采用 矢量 势 法 , 通过 辅助 磁 矢 量 势 径 向 分 
Е 4, 和 电 矢 量 势 径 向 分 量 F. 求 得 电磁 场 表示 式 ; 较 详 细 地 分 析 和 讨论 了 导电 球 、 
MER, MERTER, 以 及 多 层 介质 球 和 多 层 介质 散 层 导体 球 的 平面 波 散 射 问 
A, 给 出 了 反映 它们 的 散射 特性 的 双 站 (Bistatic) 和 单 站 (Monostatic) 雷达 散射 截 
面 RCS. 

在 本 章 的 附录 中 给 出 了 计算 导电 球 、 介 质 球 、 介 质 甫 层 导 电 球 平面 波 散 射 的 双 
站 和 单 站 RCS 的 Fortran 专用 程序 , 及 其 应 用 范例 . 此 外 , 还 给 出 了 计算 多 层 介质 
球 和 多 层 介质 敷 层 导 体 球 的 平面 波 散射 RCS 的 Fortran 程序 , 这 是 一 个 通用 程序 ; 
也 给 出 了 应 用 多 分 层 的 阶梯 分 布 法 来 处 理 径 向 不 均匀 介质 球 散 射 问题 的 范例 . 


6.1 球面 波 函 数 一 一 球面 坐标 系 Helmholtz 方程 的 解 
在 球面 坐标 系 (r. 0, pg) 中 标量 波动 (Helmholtz) 方程 为 
10 Ou 1 Of. Ou 1 Oru 
= Or (2) + 72 sin 0 Ə0 (sine) + 72 sin? 0 922 + k2u = 0 (6.1.1) 
StH, k = oven 为 自由 空间 波 数 


波动 方程 (6.1.1) 的 解 u(r, 9, р) 统称 为 球面 波 函 数 . 采用 分 离 变 量 法 求解 , 設 
试探 解 为 


u(r,0,q) = R(r)O(0)%(@) (6.1.2) 
代入 方程 (6.1.1) Б, 可 得 如 下 关于 Rr), Ө(0) 和 (o) 三 个 常 微分 方程 : 


d dR 
FP. eE) + [k?r? —n(n+1)] R= 0 (6.1.3) 
sin 9 与 (sin I3 + [n(n + 1) sin? 0 - m?] Ө = 0 (6.1.4) 
和 
4 Ф 


dg te = 0 (6.1.5) 
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以 上 式 中 , п 和 m 是 应 用 分 离 变量 法 时 引入 的 分 离 常数 . 
对 于 R(r) 的 方程 (6.1.3), 作 变 数 变换 : $ x = kr, 可 将 它 化 为 


218 +e + [22 - n(n-- 1] R= 0 (6.1.6) 
(6.1.6) 式 为 标准 形式 的 球 Bessel 方程 , 其 一 般 解 为 它 的 线性 无 关 特 解 第 一 类 
和 第 二 类 n WER Bessel 函数 js (z). ys (x). PR Hankel 函数 AW (z) 和 A? (x) 中 任 


意 两 个 特 解 的 线性 组 合 , 例如 
R(r) = anjn(kr) + bays (kr) & | R(r) = anh (kr) + b (D (kr) 


2 


或 
R(r) = anjn(kr) + b, h (kr) (6.1.7) 
对 于 e(0) 的 方程 (6.1.4), 作 变 数 变换 : S z = cos0, 可 将 它 化 为 
(1 の きら の た + |n(n + 1) — 1 шй Ө=0 (6.1.8) 


(6.1.8) 式 为 标准 形式 m 阶 、n 次 谤 缔 合 Legendre 方程 , 其 一 般 解 为 它 的 两 个 
线性 无 关 特 解 第 一 类 和 第 二 类 缔 合 Legendre 函数 Pm(z) 和 Q™(x) 的 线性 组 合 , Ер 


O(0) = cmn PT (cos 8) + dinnQ™(cos 6) (6.1.9) 


(6.1.5) 式 是 谐振 动 方程 , 其 一 般 解 为 其 两 个 线性 无 关 特 解 cos mw 和 sin mo 的 线性 
组 合 , 即 


S(p) = gm cosrne + №, зіп тр 或 Bly) = дъ сов (тр + Ym) (6.1.10) 
ДЕЖ, ал, bn, ста, dmn, 9n 和 h, (B Ym) 均 为 积分 常数 . 


将 (6.1.7). (6.1.9) 和 (6.1.10) 代入 (6.1.2) 式 , 可 得 波动 方程 (6.1.1) 在 一 般 情 
形 下 的 特 解 为 : 


Gn ja (kr) + bnyn (kr) 
Unm(r, 9,2) =+ as hk (kr) + bh (Ет) » {cmn PI (cos 6) + do QT (cos 0)} 
as jn (kr) + „М?! (kr) 
x | От COS (mu + Ym) | 


. (6.1.11) 
gm Cos Tq + hm sin mo 


由 于 波动 方程 是 线性 的 , 其 一 般 解 v(r, Ө, р) 是 所 有 不 同 n, m 取 值 的 特 解 的 线性 组 
合 , 即 - 
u(r, 0, р) = Эра 0, の) (6.1.12) 
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在 实际 问题 中 , 作为 物理 量 u(n,0, о) 必须 是 单 值 、 有 界 的 函数 , 且 当 r co 
时 , 还 需 满足 辐射 条 件 , 因而 

(1) 对 于 @(@), EMH o 的 2л 的 周期 函数 , 故 以 上 分 离 常 数 m 应 选取 为 整 
数 ; 车 所 求解 问题 具有 轴 对 称 性 , 则 问题 与 о ER, 而 有 m = 0, 本 章 将 考虑 的 平面 
波 球 散射 问题 即 是 这 种 情形 . 此 时 , (6.1.1) 式 退 化 为 二 维 Helmholtz 方程 , 其 解 为 
u(r, 0). 

(2) 所 考虑 的 问题 其 求解 域 通常 总 包含 09 = 0 和 0 = r(e = +1), A Qm(+1) 一 
ER, 不 满足 9(9) 在 9 = +л NAF, BCE Ө(Ө) 中 应 握 弃 特 解 QI (cos 0), 而 只 能 
取 解 Pm (соз Ө). 

(3) 当 求解 域 包 含有 r = 0 时 , 由 于 y, (kr), PAD (kr) 和 AP (kr) 当 — 0 时 趋 
于 无 限 , 故 对 此 情形 , R(kr) RFR AS, 而 只 能 取 含 js (kr) 的 解 : 

(4) 当 求 解 域 包含 有 r = oo 时 , 为 了 满足 辐射 条 件 , 解 应 为 向 +r 方向 传播 的 
行 波 , 或 随 r 增加 而 衰减 . 对 于 时 间 因 子 et. 由 于 AD (kr) 和 А022 (kr) 的 渐 近 式 分 
别 表 示 向 一 0 方向 行进 的 会 聚 波 和 向 > 一 co 方向 传播 的 行 波 , 故 这 时 u(r, 0, v) 
中 的 R(kr) RRRA Һ kr) 的 解 . 

综 上 所 述 , 因而 对 于 具有 轴 对 称 问 题 的 不 同 求解 域 , 当 据 弃 了 不 能 满足 自然 条 
件 和 边界 条 件 的 特 解 后 , 二 维 标量 Helmholtz 方程 u(r,0) 适宜 的 特 解 形式 如 下 : 

(i) RÆ: + > 0, -nxn < 0 < x: 


ux (r, の) = anjn(kr)P, (cos Ө) (6.1.13) 


(ii) 求 解 域 : 0 < co,—x < 0 < x 


ип (р, p) = [anda (ko) + bnyn(kp)] P, (cos 0)ER 


= [anh (kr) + b, AD (kr)| P, (cos 0) (6.1.14) 
(iii) 求解 域 : <r < oo," < 0 < x 
un (r, 0) = leni (Er) n anh kr). P, (cos 0) (6.1.15) 
其 一 般 解 ulr, 0) 是 所 有 不 同 n 取 值 时 的 特 解 的 线性 组 合 , Вр 
u(r,0) = Š ` ua (r, 0) (6.1.16) 


XX HL un(r,0) 和 u(r, 0) 称 为 球面 波 函 数 . 

最 简单 情形 之 例 : Ku 代表 场 的 某 一 分 量 , CS 0, o 无关 , 即 有 m = n = 0( 均 
勾 球面 波 ). 对 于 无 界 空间 , 其 求解 域 售 r= oo, 由 (6.1.15) 式 取 特 解 AP (kr), THA 
因子 ee 后 有 
u(r, t) = ach) (кт)еје? (6.1.17) 
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34 p 一 oo 时 , 可 得 此 时 的 球面 波 表示 式 为 


; . el(wt—kr) 
u(r,t) = た oe に お = Uo 


kr 
6.2 平面 波 的 球面 波 函 数 展开 式 ( 波 变换 ) 


考虑 co. uo 无 限 媒质 中 , 一 沿 +z 方向 传播 具有 振幅 为 Eo、 沿 z 方向 极 化 的 
均匀 平面 电磁 波 , 如 图 6.2.1 所 示 . 


(6.1.18) 


x 
+ E= a, Ese i 


图 6.2.1 # + 方向 传播 的 平面 波 
平面 波 的 电场 表示 式 可 写 为 


Е = Eta, = Ege іа, = Eoe і" 8G, (6.2.1) 
对 于 Helmholtz 方程 V2E, + k2E, = 0, E, = еі: 是 其 在 直角 坐标 系 (х,у, z) 
中 的 平面 波 函 数 解 ; 而 jo(kor)P,(cos0) 是 其 在 球面 坐标 系 (r, 9, р) 中 对 具有 轴 对 
称 的 问题 满足 自然 条 件 т = 0 为 有 限 要 求 的 球面 波 函 数 解 . 因此 . 我 们 可 将 所 考虑 
的 平面 波 E: 用 球面 波 函 数 的 无 限 和 (球面 波 函 数 的 展开 式 ) 表示 , 即 
+оо 
Ei = Ege)" = Ege kor 6 = V aja (Кот) P (cos) (6.2.2) 
n=0 . 


AF, an 为 待定 的 展开 式 系数 ; ko = eo. 
以 下 我 们 来 确定 展开 式 系数 on. 为 此 , 将 (6.2.2) 式 后 一 等 式 的 两 边 同 乘 
P4 (cos 6) sin 0, 并 对 9 № 0 到 n 进行 积分 , 得 


x | 
/ e ikorcos0 p. (cos 0) sin 9d9 
0 


x [+оо 
= / У anda (tor) Pant Pcs) sin dó 
0 


n=0 
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ES kor) )/ 万 。(cos 0) P, (cos Ө) sin 9d9 (6.2.3) 


n=0 


利用 Legendre 函数 的 正 交 归 一 关系 式 : 


/ Pn (cos 0) P, (cos 0) sin Өаб = | 0 тут (6.2.4) 
0 2/(2n+1) т=п 
于 是 , (6.2.3) 式 变 成 

/ ekor cos p. (cos 0) sin dd = jm (kor) (6.2.5) 


为 了 确定 系数 am, 现 将 (6.2.5) 式 两 边 对 kor KE m 次 , BS kor 一 0, 而 有 


d™ f Em ° | | oon : aes а” 
一 一 一 一 e 2079? D (cos 0) sin 0d0 = —kor 
(а= 0 ) kor=0 27 d(kor)™ (For) kor=0 
(6.2.6) 
对 于 (6.2.6) RAW, 有 
d " г) Кот cos の : š 7 m : 
| ° P. (cos 0) sin ваб =(j)™ | cos” 6P,,(cos 6) sin 6d0 
d(kor)™ Jo kor=0 0 


1 
=j)” f z" P,.(z)dz (x=cos 6) 
BE (6.2.7) 
因 有 Rodrigue 公式 : Р(х) = = (a? — 1)”, 故 代 入 上 式 后 并 进行 分 部 积 
分 , 则 有 


1 m 1 1 m dm 2 m 
1 1 dm—1 2 m 
= отт] / ad = (2-1) | 
1 


1 dm 一 m|! 
= 2mm! hr dzm-1 i ー 1) 
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继续 分 部 积分 m — 1 次 , 最 后 便 有 
2 1 ZEE m 
[= P, (z)dz = (—1)° ang 0n — 1) / z 2— (z2— 1) dz 


=... = pac f, (2? — 1)" dz 


2 B a — x°)” dz = = i sin?” +1 gd の 
将 此 结果 代入 (6. 2.7) 3X, 可知 (6.2. 6) 左 边 可 化 为 
d™ li —j oT COS : _ am 2m! 
ais / e 3k ызы a = (—j) (Qm +1)! (6.2.8) 


式 中 , 双 阶 乘 (2m + 1)! = 1:3.5-..(2m + 1). 
另 一 方面 , 对 于 (6.2 6) RAW, Н m WER Bessel 函数 的 级 数 表示 式 为 


. _ zm z?/2 (22/2)? 
jm(z) = 173: 5-.-(2m + 1) | 1(2m +3) 22m + 3)(2m + 5) 
故 
d" | k _ m! _ m! 
Рек | кого 1:3-5- (2m 1) (2т+ 1)! (6.2.9) 
故 (6.2.6) 式 右边 可 化 为 
20m dm . 2am m! 
2m +1 ару) eco 2т + 1 (2m + 1)! 
TÆ, 由 (6.2.6) 式 可 得 
2m! 20m m! 


CX Oma D = 2m + 1 Qm + DU 7 Өт = (—j)™ (2m + 1) 


此 即 
om = j^" (2n + 1) (6.2.10) 


因而 将 展开 式 系数 an 代入 (6.2.2) 式 , 便 得 到 平面 波 的 球面 波 函 数 展开 式 为 


Ei = Ege jkoz = Dr (2n + 1)jn (kor) Pn (cos の (6.2.11) 
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类 似 地 , 对 于 向 — 方向 传播 的 平面 波 , 易 知 其 球面 波 函 数 展开 式 可 表 为 


+оо +оо 
Ez = Eoetjkoz = V (Kor) P. (cos 0) = У ^ j^ (2n + 1). (Кот) Р, (соѕ0) (6.2.12) 
n=0 


n=0 


AF, 展开 式 系数 Bn = j" (2n + 1). 
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对 于 球 散 射 问题 , 需要 知道 球形 散射 体内 、 外 区 域 中 的 电磁 场 , 因而 需要 在 球 
面 坐标 系 中 求解 时 谐 场 情 形 є, ш 无 源 空间 中 场 方程 的 解 . 这 时 , 采用 矢量 势 法 比 
较 方 便 . 

由 Maxwell 方程 V- H = 0 及 矢量 场 论 可 知 , 任 一 矢量 的 旋 度 的 散 度 恒 等 于 
F, 故我 们 可 引入 磁 矢 量 势 A: 


H-lvxA (6.3.1) 
H 
而 相应 的 电场 E 可 由 Maxwell 方程 : V x H = jvc E 求 得 为 


1 
ma x H = em Vx V xA (6.3.2) 
WELL 


E= 


此 外 , 由 Maxwell 方程 Vx E = —jwuH = —jwV x A, 有 
V x (E jc A) 20 
因 任 一 标量 的 梯度 的 散 度 恒 等 于 零 , 而 有 E + jp4 = —V 9^, M E IIRA 
E = -jwA — V $À (6.3.3) 


式 中 , ФА 称 为 电 标量 势 , 上 标 “A” 表 示 它 是 与 А 相关 联 的 势 . 
将 (6.3.3) FRA (6.3.2) 式 , 可 得 


V x V x А =jwpe(-jwA — УФА) 
—-k*A-jwueVó^ (К2 = wpe) 
即 矢 量 勢 4 与 标量 势 ФА 同 満足 方 程 : 
VxVx А – КА = —joueV $A (6.3.4) 
URES 4 只 有 一 个 径 向 7 分 量 A., 即 


А = A,à, (6.3.5) 
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在 球面 坐标 系 中 , 己 知 有 


1 OA, 1 99A]. 
VxVx(A,à,)-— | Š (me )+ a, 


r2 sin 0 д0 00 r2 sin? Ө Oy? 
1 82А 1 2А 
ー "a ーーーーーーーー の 6.3.6 
r Oroe ав тіл Ө Әтду а ( ) 
和 
Ou 18u 1 ди 
= à Aig 4 A 6.3.7 
Vu gr?" * r 0879 Tsing dp"? ( ) 


将 (6.3.5)~(6.3.7) 代入 (6.3.4) Ñ, 可 得 关于 âr âo Mla, 分 量 的 三 个 方程 : 


r 2A, OFA 
— | 1 8 (sino) + ー+ 9 — k’ A, = —jeue —— (6.3.8) 


r? sin 0 00 06 r2 sin? @ Oy? Or 
1 0°A, . 189^ 
т 990 т д6 (6.3.9) 
1 2А, 1 ag 

-一 一 一 = –) 一 -一 6.3.1 

r sin Ө дтдф ЖӘНЕ sin де (6.3.10) 
显然 , 若 A, 和 ФА 满足 附加 条 件 : 
1 дА OA 

А = -一 一 -一 Z = ~jwped* 6.3.11 

? jwpe Or 7 Or оне ( ) 


则 (6.3.9) 和 (6.3.10) 式 均 能 得 到 满足 . 此 时 , (6.3.8) 式 变 为 


1 ð OA 1 А д? А 
(in 4 6.3.12 
E sin 0 06 (sin 06 ) + r2sin20 д? | КА Or? (6.3.12) 


(6.3.11) 式 就 是 可 唯一 确定 4.8。, 要求 4。 与 ФА 满足 的 类 似 Lorentz 条 件 ; 此 时 ， 
(6.3.12) 式 为 A, 所 满足 的 方程 . 为 了 进一步 考察 (6.3.12) sË, WS 


А„=тС„ 或 G,=A,/r (6.3.13) 


将 (6.3.13) 代入 (6.3.12) 式 后 , 得 


1 ?(rG,) 1 Of. 
r Or? т? sin 80 


OG, | 1 926, 
r2 sin? 0 Oy? 
因 


r Ore T lr) r | дї Par 


2 2 
100767) 18 (с а „00-\ 23G ぴの 1 9 (8G. Y 06315 
Or or 
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将 此 代入 (6.3.14) 式 , 因 球 面 坐标 系 中 标量 Laplacian 算 子 为 
у (8 x) + тщ 5; (s 9x) иту 2 
Or Or) r2sin0090 NV 99/ T r2sin2 6 902 
便 可 知 G, 满足 标量 Helmholtz WH: v2G, + k2G, = 0, 此 即 有 
(V? + k?) ^ =0 (k? =w?ye) (6.3.16) 
注意 : 这 表明 4./7( 面 不 是 Ar) 满足 标量 Helmholtz 7j f&. 
归纳 以 上 结果 是 : 设 矢 量 势 4 只 有 径 向 & 分 量 , А — Aâ., ДА, 満足 方 
程 : 
(V2 + py -0 
若 已 解 得 An 则 电场 可 由 (6.3.3) R E = -jw4 — УФА 和 (6.3.11) 式 求 得 


为 
. А 1 OA, 
アニ ーjp4 jwe vx) 
= wA. +| OP Ay 。 y IZA a + 1 8?A., 
ICA Gr jwen \ Or? " " rOr00 ? rsing Bray“? 
1 / の 4。 > А 1 10?A,, 1 1 дА, . 
~ jwep ( Or2 tA Já t jweu т Ordo Ga + jwep sin rap (6.3.17) 
1 д 
而 由 (6.3.1) È H = ПУ ХА 求 得 磁场 HA 
1 1 дА, ы 110A, . 
H= rad x (A, а.) = and 8p Ê ^ar дё “° (6.3.18) 
电场 亦 可 应 用 (6.3.2) R: E= OVX Vx A= Vv а.) RE. 
为 清楚 起 见 , 以 下 具体 写 出 已 知 A 时, (6.3.17) 和 (6.3.18) 式 的 电磁 场 的 各 分 
量 表示 式 : 
-1 (2 +k) A 
^ jwpe \ Or? " 
_ 1 10?A, 
~ jwpe r Ór80 
1 1 @ƏA, 
Еф = - - 
jwpe т sin Ө OrOq (6.3.19) 
A, = 0 
Li 1 DA 
| prsinó dp 
110A, 
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以 上 结果 表明 , HARES 4 的 > 分 量 А, 所 产生 的 电磁 场 中 沿 r 方向 的 磁 
场 Н, = 0, 即 电磁 场 是 相对 于 r 方向 的 TM, 横 磁 波 , 或 者 说 TM, 波 的 協 可 由 磁 


RE A, 来 构造 . 


类 似 地 , 我 们 可 引入 与 磁 矢 量 势 A 相对 偶 的 辅助 矢量 — 电 矢量 势 F, HE 


义 为 
E--ivxF 
€ 


(6.3.20) 


当 电 矢量 势 FMLA r 分 量 Р. 时 , HR Maxwell 场 方程 组 中 ES H 的 二 重 性 


关系 , 或 进行 以 上 相同 步骤 , 便 有 


E= -ży x (Fray) 


H= 
jwe 


V x V x (RG) 
磁场 Н 亦 可 表 为 
Н = —jw (F,&,) — V $F 
AH, RES F. 满足 方程 
F, 


而 Е, 5 ФЕ 满足 的 附加 条 件 是 (6.3.11) 式 的 对 偶 , ВП 


— 1 OF. a OF, 
jwep Or Or 


(V? +k?) =0 (А2 = wep) 


gF = = —jweu or 


AOA 瓦 , 则 电场 H 和 磁场 E 可 表 为 


_ 1 16°F, 
° © iwen r 9700 
2 
Ho =- 1 1 0^ F, 
jwen r sin Ө тд 
E, = 0 
1 1 OF 
Eg = 一 二 ー 
° ersing дф 
1 r 
g = 112E 


(6.3.21) 


(6.3.22) 


(6.3.23) 


(6.3.24) 


(6.3.25) 


(6.3.26) 
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以 上 结果 表明 , 由 申 矢 量 勢 的 r 分 量 F. 所 产生 的 电磁 场 中 沿 r 方向 的 电 
9 E, = 0, 即 电 磁场 是 相对 于 7 方向 的 ТЕ, 横 电 波 , 或 者 说 TE, 波 的 场 可 由 电 矢 
量 勢 F. 来 构造 . 

对 于 线性 媒质 , Maxwell 场 方程 组 是 线性 的 , 在 球面 坐标 系 中 , 一 般 情况 下 的 电 
磁场 可 由 A 构造 的 TM, 波 与 F, 构造 的 TE, 波 场 的 又 加 表示 . 故 一 旦 解 得 满足 
所 给 边 值 问题 的 A. AF, 则 电磁 场 的 各 分 量 可 分 别 由 (6.3.19) 和 (6.3.26) 式 对 应 
分 量 的 营 加 给 出 . 它们 是 : 


_ 1 1Ə2A,. 1 1 OF 

jwep r Orde ersing dy 
_ 1 1 GA, 118F. 
^ jweursind drdg er 00 


2 
He = [gz +e) 


_ 1 1 2A. 1 16°F, 

~ prsing Op ` jweur Orde 
110A, 1 1 OF, 
pr の 9 | joeu rsin0 Ordy 


0 


Es 
(6.3.27) 


Ho 


Hç 


sth, A, ЖЕ, 分 別 満足 方 程 (6.3.16) 和 (6.3.24), 即 = 和 2 均 是 Helmholtz 方 
程 的 解 . 
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在 电磁 散射 问题 中 , 通常 散射 体 处 于 co, yo(ko = wvE50750) 媒质 中 . 设 所 考虑 的 
入 射 波 是 在 此 媒质 中 一 沿 +2 方向 极 化 、 具 有 振幅 为 Бо. A +z 方向 传播 的 均匀 
平面 波 , 为 便于 应 用 球面 结构 边界 条 件 , 合适 的 坐标 系 是 球面 坐标 系 (7,9, р), 因而 
需要 将 此 平面 波 的 表示 式 中 的 直角 坐标 变换 成 球 坐 标量 后 进行 处 理 , 即将 场 矢量 分 
解 为 球 坐标 分 量 ; 平面 波 函 数 用 球面 波 函数 展开 式 表 示 . 


6.4.1 ”入 射 平面 电磁 波 场 的 球 坐 标 分 量 表示 式 
入 射 波 的 电场 可 表示 为 


E! = Eta, = Еде іка, = Ege 19" cs0 A, (6.4.1) 
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在 球面 坐标 系 中 , 直角 坐标 系 中 的 单位 矢量 可 表 为 


Gz, = à, cos @ sin Ө + де cosy cos 0 — Gy sin の 
ay = à, sin ysin + де sin y cos @ + à; cos р (6.4.2) 


а, = à, cos 0 — Gg sin 0 


故 由 (6.4.1) 5X, 入 射 波 电场 可 表 为 Ei = â Bi + аӨЕй + à ЕЗ, 它 的 三 个 球 坐 标 分 
量 分 别 为 


Fi = Eicosesin6; Ej = Eicospcosd; Ei, = —Eising (6.4.3) 


利用 平面 波 与 球面 波 的 变换 公式 (6.2.11) 


+оо 
E; = Eoe or = Ey V" 17^ (2n + 1)j, (kor) Pn (cos 0) (6.4.4) 
n=0 
. ; 1 8 ; , 
并 因 sin бео" cos 一 jor 30° ms 故 Ei, Ei 和 Et РКТ ҮЗЕ БЕ ЖЛЕ AT 
О 


号 成 : 


Eš =E cos ea 2n + 1)jn (Кот) 35 as. (cos 0) 


三 一 jE0 cose у? ES Yu (2n + 1) Jn (kor) P} (cos 0) (6.4.5) 


Too 
Е} =Ep cos o cos 0 Y j "(an + 1)jA(kor)P,,(cos 0) 
n=0 


1 
= Ep cos y cos or Mex 2n + 1)Jn (kor) P (cos 0) (6.4.6) 


+оо 
E; = — Eo sin р у |} "(2п + 1)jn (kor) Pp (cos 6) 


п=0 


1 YX ; 
ーー Eo sin PX > j "(2n + 1) Jn (kor) Pr (cos の (6.4.7) 
n=0 


AP, Jn (x) = z, (z) 称 为 Riccati-Bessel 函数 . 


PZ (ж) = (-1)™(1 — 22) a” mE z) (z = cos 0) BK Ay SF Legendre Ж. 


dP,(cos0) _ dP, (cos) 而 当 m > n 时, 有 


: = 1 F. P} = —si 
M т 時 , 有 P1(cos 0) sind d (cos 8) 49 


Pa (z) = 0; 
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已 知 入 射 平面 波 电 场 E', 则 相应 H: 可 由 H: = +a, x Bi = 24, 求 得 , 这 


= /2 
里 mo = to 


由 (6.4.2) 式 可 知 , 入 射 波 磁场 H: = à, Hi + àe H; + à Hi, 它 的 三 个 球 坐 标 
分 量 为 


Н} = —“sinesin0; Нұ = —singcosé; Н = — сов (6.4.8) 
no по По 


BURA Et 的 球面 波 画数 展 井 式 (6.4.4) 后 , 即 有 


Too 

Hi = 一 j Bo віп po 一 > j "(m + 1)J, (kor) P1 (cos Ө) (6.4.9) 
то “ — 

Hj = Eo sin p сов AU (2n + 1) În (kor) P, (cos 0) (6.4.10) 


Hi = Eo cos e tees 1) Jn (Kor) Ps (cos 0) (6.4.11) 


6.4.2 ЖЕЎ Ai 和 Fi 构造 的 入 射 平面 电磁 波 表示 式 

(6.4.5)~(6.4.7) 和 (6.4.9)~(6.4.11) 式 已 给 出 了 球面 坐标 系 中 入 射 平面 波 的 电磁 
场 各 分 量 表示 式 . 这 一 平面 波 的 电磁 场 亦 可 由 Ai 和 F2 构造 出 . At 満足 Helmholtz 
方程 (6.3.16), 由 (6.1.12) 和 (6.1.15) 式 可 知 , 其 一 般 解 可 写成 : 


4. >` У Cmnjn(kor) Р" (cos 0) cos mq 
r n=0 m=0 
或 
=> У cmn 加 (ior)PY(cosb)cosmp (Cmn = kcmn) (6.4.12) 
n=0 m=0 


AP, cmm, 为 待定 常数 . 
(6.3.27) 式 表明 Ei 仅 与 At AK, 在 其 中 代入 (6.4.12) 式 后 , EA 


Е; = Y Y. —À | (kor) + £, (hor)] P7" (cos 0) cos my 


n=0 m=0 


mn + 1); 


因 J,(z) 満足 Riccati-Bessel 方程 : (2) + Jn(z) 一 み (2) =0, Ж 
-5 > өм? тл. Jn(kor) PY (cos 0) cos my (6.4.13) 


n=l m=Q 
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Ei 为 由 AL 所 构造 的 入 射 波 的 场 , 故 由 (6.4.5) 5j (6.4.13) 式 , 应 有 
Ei = —jEo CP y Mr" (2n + 1)À, (kor) P (cos 0) 
kor 


= У M Ж + Dy Jn (Кот) P7" (cos 0) cos my 


n=l m=0 j (kor)? 
由 此 可 得 
. _ .—n Eg 2n+1 
т= 1; cmn =) won + (6.4.14) 
FÆ, 由 (6.4.12) 式 可 知 构造 TM, 入射 平面 波 申 磁 協 的 磁 矢 量 勢 Аі 为 
A = Eo = Уг" nin + yD Lj (kor)P1(cos Ө) 
或 写成 
Ai = Ëo cos ge ya Jn (kor) P1 (cos 0) (6.4.15) 
т 一 " 一 ет УО ть +. 
A, 2n +1 
-n n 
an = j nni (6.4.16) 
类 似 地 , Fi 満足 Helmholtz FFE (6.3.24), 其 一 般 解 可 写成 
= Y Y ` dmnjn(kor) Pr (cos 0) sin mip (6.4.17) 


n=1m=0 


采用 同样 方法 , 利用 将 Fi 代入 (6.3.26) 式 所 求 得 Hi 和 (6.4.9) 式 比 较 , 可 确定 出 
上 式 中 的 系 数 dma, 从 而 可 得 构造 TE, 入 射 平面 波 电磁 场 的 电 矢 量 势 Fi 为 


; Eosin 
Fi = ume Bosing уз (kr)P. 1 (cos 0) (6.4.18) 


n=1 


将 (6.4.15). (6.4.18) 代入 (6.3.27) 后 即 可 得 由 А? 和 Fš 构造 的 入 射 平面 波 电 
BARAK: 
Eg cos の BS 


i HU 1 
Е; = шоро w э | (kor) + Jn (hor) P, (cos の 


E 
= Erw Y ann(n + 1)J, (kor) Pl(cos 0) (6.4.19) 
or) n=1 
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E; = Pi 5o > an Ji, (Кот) sin ӨРҮ (cos 0) 
ees Yos as Jn (Kor) Pa (eos s 0) 
Aem > ал lid or) sin ӨР! (cos 0) — Jn (ror) ER (6.4.20) 
B ILLAS 
- 22е У andn (kor) sin ӨР! ' (cos 0) 


n=l 
Eo sin の Pl(cos0) > . ア 
E Уа „|, (Кот Эв 7 Л. (Кот) sin8P (cos の) (6.4.21) 


1 Eosingo,o 2n ae | 
т jJwEoLo што 0 > a | M or) + nt or) n (cos ) 


120 Sin の 1 
= ann(n + 1)J4 (kor) P (cos 0) (6.4.22) 
or" no > 
i Eo sin の Р} (cos 6) 
Hy = - „эш "(hor) ng 


. Eo sin ф ko 


wWEgHoT WTO — 


imp 25 аһ (kor) sin ӨР} ‘(cos 0) 


_ _ Egsing PA(cos0) _. ç x 
- опт Yan Ë (kor) — sinó jJ; (kor) sin ӨР (cos0)| (6.4.23) 


= 1 
; _ Eo cos p 1 
H; = "me Yd aqa Jn (кот) sin ӨР; (cos) 


.Eo cos の ko ы " Pa (eost) 
WELT wo 4 >а nJn(kor) ng 


ce Ys Ë (kor)sin ӨР? (cos 0) — jJ! (kor Ben 
注意 到 (6.4.5)~(6.4.7) 和 (6.4.9)~(6.4.11) 5 (6.4.19)~(6.4.24) 式 给 出 的 是 平面 电 
磁 波 球 坐 标 分 量 的 两 种 不 同 表示 式 . 除了 分 量 E: 和 Hi 是 在 确定 其 中 系数 Cnn 
和 dan 时 是 由 两 种 表示 式 相等 得 出 的 ,因而 对 于 分 量 Е{ 和 Hi, 只 要 代入 系数 
a. 一 入 "za 十] 容易 证 明 它们 的 两 种 表示 式 是 相等 外 ; 其 它 分 量 Ej, ES, Н} 和 
Hi 的 两 种 表示 式 从 外 表 看 来 它们 并 不 相同 , 且 难 以 用 解析 法 予以 证 明 ， BERM 
数值 方法 则 可 证 明 它们 确实 是 等 价 的 . 


| (6.4.24) 
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6.5 ”平面 电磁 波 的 理想 导体 球 散 射 


平面 电磁 波 的 球 散 射 是 电磁 散射 的 经 典 问题 之 一 . 由 于 球 的 对 称 性 , 可 求 得 其 
严格 的 解析 解 . 因而 , 将 计算 某 一 复杂 靶 标 雷达 散射 截面 (RCS) 数值 方法 用 于 球体 
散射 , 则 其 结果 与 球体 散射 严格 解 对 比 , 就 可 被 用 来 作为 检验 所 用 数值 方法 的 数值 
计算 精度 及 其 方法 与 编程 的 正确 性 . 因此 , 熟知 导 球体 的 散射 特性 是 有 益 和 重要 的 . 

BE co, uo 媒质 中 有 一 沿 +z 方向 极 化 、 向 +z 方向 传播 的 振幅 为 的 均匀 
平面 电磁 波 入 射 到 一 位 于 其 中 半径 > = a 的 理想 导体 球 上 , 如 图 6.5.1 Bron. 


(2) £o, Ho 


T 
i Е'= Ey 


图 6.5.1 “平面 电磁 波 的 导体 球 散射 
入 射 平面 波 的 电场 Eš 可 表 为 
E = à, Ege Ko? (6.5.1) 
6.5.1 KBR A, 5 F, 构造 的 散射 电磁 波 表示 式 
在 区 域 (2) 球 外 空间 的 总 电磁 场 EO 和 HO 是 入 射 波 场 与 散射 波 场 之 和 , 可 
应 用 矢量 势 AO 与 pO 法 求解 , 因而 有 
AO =A +A 和 FO = рі + Е (6.5.2) 
式 中 , 4 和 Fi 已 求 得 , 分 别 由 (6.4.15) 和 (6.4.18) 式 给 出 ; Az 和 Fs 分 别 是 散射 
波 的 磁 矢 量 势 和 电 矢 量 势 的 ヶ 径 向 分 量 , 它们 满足 如 下 标量 Helmholtz 方程 : 


(V? + kå) a —0 和 (У? + А) = = 0 (6.5.3) 


. 448 - 第 6 章 平面 电磁 波 的 圆 球 散射 


一 旦 解 得 A: 和 FS, 将 它们 代入 (6.3.29) 和 (6.3.30) 式 即 可 求 得 散射 场 ,而 与 
入 射 场 的 全 加 得 出 总 场 EO 和 н); 或 由 (6.5.2) 式 可 先 求 出 AC 和 RO 再 应 用 
(6.3.27) 式 得 出 区 域 (2) 中 的 总 电磁 场 . 

由 于 总 电磁 场 要 满足 ~ = a 球面 上 的 边界 条 件 , 因而 AS RES Ы Atm FS BJ 
表示 式 应 分 别 具 有 相 类 似 的 形式 . AX 6,9 的 因子 必须 相同 , 涉及 r 的 因子 由 于 求 
解 域 包含 r = oo, 因而 J,(kor) 将 由 在 > 一 co 具有 向 +r 方向 传播 的 球面 波 的 第 
二 类 Riccati-Hankel 函数 B (kor) 代替 . 因此 , 我 们 勿 需 再 求解 方程 (6.5.3), 而 直 
接 可 取 As 和 Fs 为 如 下 形式 : 


E 
АЗ = — уь HO (кот) Р! (cos 0) (6.5.4) 
Eosing < ^ 
Fi = E У) en?) (kor) P (cos 8) (6.5.5) 
0 n=1 


式 中 , bp 和 cn 为 待定 的 展开 系数 , 可 由 场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 
将 (6.4.15). (6.5.4) 5 (6.4.18). (6.5.5) 式 代入 (6.5.2) 式 , 得 


Еф cos q = А ^ 
(2) _ £0 C08 f (2) 1 
AC т > [an d (kor) + b BO) (ког) | P1 (cos 6) (6.5.6) 
pp. Eosin ç У САСО + nH?) (oy)| P}(cos 0) (6.5.7) 
ñi 2n 41 
-n 2n 


将 (6.5.4). (6.5.5) 代入 (6.3.27) 3X, 可 得 散射 波 的 电场 和 磁场 为 


E 
ES = —j n Y 2 Yn + 1) BO) (kor) P} (cos 6) (6.5.9) 
0 


E 1 
E = eee と " AL (kor) sin ӨР! (cos Ө) — c, H (kor E (6.5.10) 


oo 


E Р, 0 ^ ; 
Es = ey. A (ko гуво) _ en HA? (kor) sin ӨР} (の | (6.5.11) 


kor 
E 

He = —j Po Sin g enin 1) (2) (kor) Pl (cos 0) (6.5.12) 
(kor)? no = 


s _ _ Eosing (2) т (cos Ө) ^ (y | i 
Hj = "me Y Й H® (ko or) 8659) _ Cn Hi^ (kor) віп ӨР, (cos@)| (6.5.13) 


n=1 
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_ Eo COS の 
Шрот 


将 (6.4.19)~(6.4.24) 与 (6.5.9)~(6.5.14) УНП, TARA EO 和 He) 
为 


Hg 


(6.5.14) 


oo Рл (cos) 9 
2» IL AP (kor) sin ӨР} (cos 0) — jen?” (Kor) с | 


120 cos の 


(кот)? 2 


B® = -Be S fi [an (kor) + bn BO (кот) sin ӨРҮ (cos) 


EQ) = 一 > n(n + 1) [an Jn (kor) +b, EQ (or). P} (cos 0) (6.5.15) | 


n=1 


^ Pi(cos8) 
一 (2) — A 5. 
[anfa (kor) + es ЁС (kor) | "r ) (6.5.16) 
Ep sin ç < А ^(2Y P) (cos 0) 
(2) _ Zo Sm p i / (2) Sate’ 
ES = or > {i [and (kor) +b, Hy (Aoy)| sind 
一 [and (bor) + cn BO) (or) sin ӨР} (cos 2 (6.5.17) 
н? = MEZ sin e позе у, n(n + 1) [and n(kor) + cn HO (kor)| Pl(cos80) (6.5.18) 
kor}? т 5 
нб) = _ Eosing Y [a yi (kor) + bn ЯО) (ko r)| P. (cos 0) 
9 whor “+ nén VIO sin Ө 
-j [andr (kor) +e APY (hor) sin ӨР? (cos り | (6.5.19) 


Eo cosy — ; 2 А , 
н? art > I |an În (Kor) +b, EO? (kor)| sin 6P} (cos 0) 


-j [an JA or) + cn HD" (kor)| me (6.5.20) 

以 上 式 中 , ® “” 表 示 对 函数 的 宗 量 求 导 . 
6.5.2 ”散射 电磁 场 中 系数 b, 和 c, 的 确定 

区 域 (1) 0 < т < а (理想 导体 球 内 , о = oo) 

EV=0 Н%®=0 

区 域 (2) a < r < co (导体 球 外 自由 空间 , co, uo; ko = шуо) 

在 球 外 区 域 , 场 由 入 射 波 与 散射 波 场 的 又 加 , 总 场 EC 和 НО) H (6.5.15)~ 
(6.5.20) 式 给 出 . 按 场 边界 条 件 : EP | a = 0 或 ED ,—omXH?| a = 0 
(6.5.16) 和 (6.5.17) 式 , 有 


r=a 
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Е = А ^(2Y ; 
E®) ~<a = T > {3 [an (or) Hb, HC? (kor)| sin ӨР (cos の) 


一 М J, (Kor) + cn 102) (or) Acme] B =0 


_ Eosin | Р}(соз@ 
s|. = E S {i [anta lor) воын] 660 


一 に た en +c Ht? )(&or)| sin OP! (cos 2p = 0 


即 有 an J! (коа) + bn AP (koa) = 0 和 a4, J, (коа) + с, HO (коа) = 0, 于 是 得 
Jt (koa) J, (koa) 


b = caen) 。 和 c = an (6.5.21) 
AE (koa) ЕШ? (koa) 
2n H 1 


其 中 , a, =j-” 
求 得 系数 b, "» cn 后 , 理想 导体 球 的 散射 电磁 场 便 可 由 (6.5.9)~(6.5.14) 式 求 
Hi; 而 总 电磁 场 由 (6.5.15)~(6.5.20) RR H. 


6.5.3 ”导体 球面 上 的 感应 电流 Js 
根据 磁场 边界 条 件 : 在 т = а 球面 上 的 感应 电流 为 
Js- &x HO|,_, =à, x (На, + HP ae + Ha,)|,_, 
=- HO| às HEP | à, (6.5.22) 


将 (6.5.20) 和 (6.5.19) 与 (6.5.21) 代入 上 式 后 , 得 Js B 0 和 o 分量 为 


OE j, д 
Jo = £0 cos tp Y „| E (koa) — Jn AP oo) sin ӨР (cos 0) 


wma T Fn” (koa) 
"E Jn (koa) 1 (cos 8) 
—] [ 一 Fema (ko Z eg } (6.5.23) 


_ _ Eosiny < a a J! (koa) Bo 1 (соѕ 0) 
Je шроа > i (koa) — EQ (koa) Н (ke Е sin 0 


Jn (Коа) 
И? (koa) 


已 知 球 Bessel 函数 的 Wronskian 行列 式 为 


J фа )- BQ) (koa) 


sin ӨР! (cos ө) (6.5.24) 
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故 Riccati-Bessel 函数 的 Wronskian 行列 式 : 
Ws), E (2)] = JG) (2) — ЛШ? (2) 
= zjn (2) | の (の | — [edn CY の (の) = 2? [jn (RP (2) — je (ZAP 2) 


= 2?W [ja (2), hi (2)] = 22W [jn (2), ја (2) — jua (22] 
= —jz?W [ja (z), yn(z)] = 一 


于 是 , 对 于 (6.5.23) 和 (6.5.24) 式 中 的 两 个 方 括号 部 分 , 我 们 分 别 有 


; Î (koa) 2 j, (koa) AP (koa J! (koa) HY (koa 
JA(koa) — ROO) AD oa) = (koa) ( m ( оа) ( 0 ) 
AY” (koa) | (koa) 
_ J 
HE” (koa) 
; (Коа) 
J! (коа) — SO BE (た — 
( 0 ) HO) (koa ) (k 0а а) = Wika 


将 此 结果 代入 (6.5.23) 和 (6.5.24) 式 后 , Jo 和 Je 可 简化 为 


20 соз P U . 1 Р} (cos 0) 
= Р, 0 | (6.5.2 
moa Me ЕЕ a) nen (os) Боа) sma | (99) 
-jE sing Р} (соз 6) | Y 
OP, の .5.2 
1 Aog Уш эр (koa) sin 0 +) р (ko a) amr, (cos 0) (6 6) 


式 中 , 系数 an =i TET = убо: to = ТЕХ 
6.5.4 ”导体 球 的 雷达 散射 截面 (RCS) 
已 知 当 z 一 oo 时 , 球 Bessel 函数 有 大 宗 量 渐 近 式 : 


1 1 
jn (2) = sim - "5 a) 和 Yn(Z) zoo LI at x) 


而 有 


AP (kor) = korh® (kor) = е0" 8) 
kor—oo 


jte —jkor. Ae) (kor) | A Je 


故 由 (6.5.9)~(6.5.11) Ж, 仅 保留 = 的 一 次 项 , 可 得 or — oo 远 区 散射 电场 为 


Е =s 0 (6.5.27) 
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e 一 jkor со 


Vv _ P} (cos 0) 
Ej = jEo cos の LAU b. sin0P (cos 0) Cn (6.5.28) 
eus LE m ое р PH(c088) — _ pr 
EG = jEo sin の kor -E = — cn Sin8P, (cos 2) (6.5.29) 
按 双 站 雷达 散射 截面 (RCS) 的 定义 : 
Pl 
(Bistatic) = lim |4nr? —— (6.5.30) 
r—00 |E*| 
将 (6.5.28), (6.5.29) 和 (6.5.1) 代入 上 式 后 , 我 们 可 得 
. . A6 2 2 2.2 
c(Bistatic) = 元 1А сов“ р + |А. [ sin e| (6.5.31) 
= , Р} (cos 0) 
2. n : 1 _ n 
|A| = >`; s snap (cos 0) cag | (6.5.32) 
n=0 
Pi(cos 0) | 
(соз _ . 1 
14。 = Dr „® mor cn sin ӨР (cos)| (6.5.33) 


这 里 , 系数 bn 和 cn 由 (6.5.21) 式 给 出 ; Ao Ж co, по 媒质 自由 空间 波长 , 单位 为 cm 
或 m( 厘 米 或 米 ); с 单位 为 cm? 或 m?( 平 方 厘 米 或 平方 米 ). 

电场 Е 所 在 的 р = 0° 的 平面 称 为 E 平面 ; y = 90° 的 平面 则 称 为 H 平面 ; 
故 相应 地 , o = 0° 时 的 o-0 关系 曲线 称 为 E 平面 的 Bistatic RCS; 而 p = 909 时 
的 o-9 关系 曲线 称 为 H 平面 的 Bistatic RCS. 按 (6.5.31) 式 , 当 理 想 导体 球 的 半 
ff а = 0.5Ao 时 , 给 出 的 E 平面 和 Н 平面 内 用 球 截 面积 归 一 化 的 双 站 RCS 的 
101g (ae /xa2)-0 的 曲线 如 图 6.5.2 所 示 . 


15 


RCS 10 lg (o /n@) (dB) 


—10 . 0° 
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 


图 6.5.2 ”理想 导体 球 的 双 站 RCS 特性 
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单 站 雷达 散射 截面 o(Monostatic) 是 双 站 雷达 散射 截面 当 Ө = x 时 的 特殊 情 
Ж, 故 又 称 为 反 向 或 背 向 雷达 散射 截面 . 当 0 = = 时 , 不 难 证 明 , 有 


E (cos 0) 


, 1 
= |с] 1 —(—1m- 
sind L = [sin ӨР, (cos の | = (—1) п +1) 


此 时 


2 


ы 1 
IA? = LA = 14. = "(1)"snln +1) (bn — Cn) 
n=1 


故 由 (6.5.31) 式 , 24 0 = x 时 , 在 E 平面 或 H 平面 内 , 我 们 便 有 


2 
c(Monostatic) = ЖА, ド = № с С + 1) (bn — са) (6.5.34) 
代入 (6.5.21) RAM bn 和 cn, 和 an =j” ay 后 , 就 得 到 
XR, uus Ji (а) (oo) \| 
o(Monostatic) = 29 > (—1)"(2n + 1) (ш. ш a | 
此 即 有 
2n + 1 
c(Monostatic) = DRE koa) Ñ (koa) (6.5.35) 
雷达 散射 截面 (RCS) B MIE SN 
RCS(dBsm) = 10lg [RCS(m?)] (6.5.36) 


P (6.5.35) 式 给 出 的 单 站 RCS 的 101g (o/na?)-a/ào 的 曲线 如 图 6.5.3 所 示 . 


—20 


ROS 10 lg (c /na2) (dB) 
| 
© 


-306 а/ № 
2.0 


0.5 1.0 1.5 


图 6.5.3 ”理想 导体 球 的 单 站 RCS 特性 
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从 此 图 可 见 , 整个 曲线 可 分 成 三 个 区 域 : 

(1) a < 0.1% 区 , 101g (с/ла?) В a/Ao 增 大 增加 很 快 , 称 为 Rayleigh( 瑞 利 ) 区 : 

(2) 0.1Ao < a < 2Ao X, 101g (c/na?) BB а/ 增 大 作 振荡 变化 , 称 为 谐振 区 ， 
相应 计算 雷达 散射 截面 c 的 级 数 式 称 为 Mie( 米 ) 级 数 ; 

(3) a > 2% X, с В a/Ao 增 大 而 趋 于 球 的 几何 横 截 面值 xa?, 称 光 学区 . 


6.5.5 koa<1 小 球 近似 


对 于 koa < l(a < A) 情形 , (6.5.35) 式 求 和 只 取 首 项 即 可 有 足够 精度 , 可 近似 
地 表 为 : 


2 
2 


A 3 
4л 


c(Monostatic) = уар 
AP (koa) B Ë) (koa) 


(6.5.37) 


AP (2) =z [i (z) —in(2)] 


sinz cosz , cosz sinz 
= Z | 一 一 一 一 
22 z J z2 z 


wo - . FO sul 20 gy n~ 1 
HH 2 = koa 一 0 时 , 有 ,üm, Hi (koa) = koa 和 am Hy (koa) == koa)?” 
而 有 

lim FE (koa) HI (koa) & (koa) ? 
00— 
将 此 结果 代入 (6.5.37) 式 , 就 得 到 小 球 的 单 站 散射 截面 : 
c(Monostatic) = = эҗ (koa)? (6.5.38) 
a«&Ao T 4л оа US 


6.6 平面 电磁 波 的 介质 球 散 射 


WE co, po 媒质 中 有 一 沿 +z 方向 极 化 、 向 +z 方向 传播 的 振幅 为 的 均匀 
平面 电磁 波 入 射 到 一 个 位 于 其 中 半径 7 = a 的 g, MERE, 如 图 6.6.1 所 示 . 
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E'= &,Eye bz 


图 6.6.1 平面 电磁 波 的 介质 球 散 射 


6.6.1 电磁场 表示 式 


由 (6.4.4) 入 射 平面 波 的 电场 E: 的 球面 波 函 数 表 示 式 为 


+00 
Ei = Eoe ito? = Ege Shor 908? — Eo V i "(2n + 1) jn (Kor) Pn (cos 6) (6.6.1) 


n=0 
pO, (1): 0€ r & a (RA: e, u; k =w fen) 
AQ = Босае Y 22 da Jn(kr) P3 (cos 0) (6.6.2) 
FY = Be ў Y en Ja (kor) P (cos 6) (6.6.3) 
n=1 


式 中 , d, 和 en 为 待定 的 展开 系数 . 


将 矢量 势 AY 和 AM 代入 (6.3.29) 和 (6.3.30) R, 可 求 得 介质 球 内 的 BO 和 


HO 为 


pa) = —]®0% э, n + 1), (kr) Рі (соз 6.6.4) 
T 


(kr)? 21 
BP = BELY а, 7, (ет) sin OP (соз) — en Jn (br) 850) (665) 


EQ) = o» Î! (Ko poen es (er) sin OPS (eos0)| (6.6.6) 


j= 
HO = E > enn(n + 1)j,,(kr)P1 (cos 0) (6.6.7) 
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a)  Eosing $f, ¿A PA(cos0) る орі 
H; = uw > а) 8900) jenJ, (kr) sin ӨР, (cos) | (6.6.8) 


n=l 


HO = Eo cosg у [Ж sin ӨР! (cos 0) — jen J! (kr) (6.6.9) 
wur 


Р} (cos 2 
21 sin 0 
区 域 (2): a < r < oo (ЖЯ: eo, шо; ko = w/EoBo) 
球 外 区 域 的 总 电磁 场 由 入 射 波 与 散射 波 场 两 部 分 组 成 , 它们 分 别 可 由 A 和、A4 
与 Fš. Fe 生成 . 其 表示 式 与 导体 球 散射 情形 相同 , 由 (6.4.15)、(6.4.18) 与 (6.5.4). 
(6.5.5) 式 给 出 , 因而 , 区 域 (2) 中 的 散射 场 表 示 式 与 (6.5.9)<(6.5.14) 式 相 同 ,而 总 
场 EO 和 HO 与 (6.4.15)~(6.4.20) 式 相同 , 因而 有 


EO = _ jo cos e cos Y n(n + 1) [ana (Kor) +b T BO) (kor)| P (cos 0) (6.6.10) 


(kor)? n=l 


EO) = -aeey { [and ” (kor) + b, AP (or) sin ӨР (cos 0) 


- [an Ja or) + cn AO (кот) m0) (6.6.11) 
. со . К 1 50 
Ep = 0820 > li [он + 0 (kor)] 29950) 
一 [an Ja (Кот) + en? (kor)| sin ӨР! (cos Д (6.6.12) 
Нн? = E Ун п(п + 1) [an Ka (kor) + cn (kor) | Pl(cos@) (6.6.13) 
0 0 n=1 
NEZ i P} 6 
ufo =- Жете У (Ls + be? y] 659 
-j [as (kor) e, HOY (kor)| sin ӨР! (cos 91 (6.6.14) 
Нн? = SA > I [а (kor) + bn H 2) (kor )] sin ӨР? (cos) 
-j los (kor) + c4 ЁХ2) (ko r)| Е (6.6.15) 
以 上 式 中 , 系数 o = "プー で (上 (6416) 式 ); ЖЭРАЖ Ы, cn dh 和 en 可 由 
场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 


对 于 介质 球 , 场 的 边界 条 件 是 在 + а 球面 上 , 电磁 场 的 切 向 分 量 必须 连续 
应 用 Eo( 或 EQ) 和 H,(E Но) 连续 条 件 , Вр ED, = BP] _ ЯНО = 
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HP |, 分别 比较 (6.6.5) 与 (6.6.11) 式 , 和 (6.6.9) 与 (6.6.15) 式 中 的 sin OP} (cos 0) 
和 P1'(cos0)/sin 0 项 系数 , 即 可 得 


La (ва) = — [an Fr (коа) + bn EIC (koa)| (6.6.16) 
k ko 
1, (ka) -1 [а Fn (коа) + cn EO? (koa) | (6.6.17) 
k ko 
^ 1 ^ ^ 
1, À (ka) =— [an J (коа) + bn BO) (koa) | (6.6.18) 
p Ho 
lo (ka) — l [and (koa) + cn HY (koa)| (6.6.19) 
H Ho 


ЕҢ (6.6.16) 和 (6.6.18) 式 , Ж 
dEl 
^ — ko Ji (ка) 


M 1 А ^2) 
二 一 一 ax Ja (koa) + bn HH (koa 
Ho J, (ka) | (koa) (ko ] 


k = wen, ko 一 wVE0H0， Er = E/eo 和 Lr = H/ цо, 故 有 
VE (ka) [anf (koa) + bn EO (koa) | = Vn. J! (ka) [а oo) " bn HC (коа) 
由 此 可 解 得 


[as J (koa) + bail” (а) 


_ Vds (ka); (koa) — VI), (ka) Jn (koa) 
TA OLN FD) ү? (6.6.20) 
Er alka) HO (koa) — pz J! (ka) HY? (koa) 
类 似 地 , 由 (6.6.17) 和 (6.6.19) 5X, 有 
e К 
"ko Jn (ka) 
ー А 1 7 fy (2) 
"A AS Ë J! (koa) + c, B£ (koa) | 
即 有 72-7, (ка) [anf (koa) +e, 42 (koa) | = уй (Ка) [an (коа) + FS?" (Roa) | 
而 由 此 解 得 


[an dn (oa) + cn АХ (коа) 


МЕ, (ка), (коа) — н (Еа). (koa) 
Vx Ji (ka) H (koa) — Jin Jn (ka) HA (koa) " 
将 (6.6.20) 代入 (6.6.18) 式 , 有 
Ver In (ka) Jt, (koa) — Vir Js (ka) Jn (koa) 
„27.3, (ka) BA (koa) — fr ^ (ka) IO) (koa) 
Ver [Jn (Roa) AK (koa) — J' (koa) AP (koa)| 
Cim Vends (ea) EC (koa) — /BrJ (ka) HO (koa) ^ 


(6.6.21) 


dn ==" мма) — 


ーー BO . 
Á, (ka) п (коа) | a 
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R] Riccati-Bessel 函数 Wronskian 行列 式 : 思 (koa) HO” (koa) — Jt " (koa) HY (koa) = 
- 于 是 


dy o Lu er wu (6.6.22) 
” (ка)?! (koa) — Vf (ka) Hn” (koa) 


而 将 (6.6.21) 代入 (6.6.19) 3X, 有 
m " Verdi, (ka) Jn (koa) — /Br In (ka)j (коа) 
= Ji (koa) — Vers (ka) dn lla) уйча — 
J! (ka) Jer dt (ka) AE (koa) — Vr jn (ka) Hy” (koa) 
У [名 (koa) HO? (koa) — Jp (коа) 2 (koa)| 
"кк ва) (kya) — /BrJa(ka) AP (koa) 「 
再 次 应 用 Riccati-Bessel 函数 的 Wronskian 行列 式 , 而 有 


ek 6. 
Eh (ka) HY” (коа) 一 Ji Sn (ka) HO” (koa) ^ (6. 23) 


AL (koa) Qn 


En = 


以 上 式 中 , 系数 an =" 


当 求 得 系数 а, 和 e, 后 , 便 可 由 (6.6.4)~(6.6.9) 式 求 出 介质 球 中 电磁 场 0 
和 HO; 面 巳 知 bn 和 cn 后 , 便 可 由 (6.6.10)~(6.6.15) 式 求 出 球 外 自由 空间 区 域 总 
HR EO 和 НО, 以 及 其 中 散射 场 g: = EO — Е 和 H° = НО — Н“. 

在 以 上 (6.6.20)~(6.6.23) RF, 若 令 ur — 0,er > co 且 保持 k 为 有 限 值 , 则 不 
难看 到 它们 将 分 别 退 化 为 : 


bn = -Jalton Qn 和 Cn 一 hen, 
BOY (koa) A® (koa) 


BR dn = 0 ЖП e, = 0. 

因此 , 导体 球 散射 的 解 可 作为 介质 球 当 ur — 0,=, 一 co E. k 取 有 限 值 时 的 特 
殊 情形 . 

(6.6.16)~(6.6.19) 式 是 关于 系数 b,cn, d, 和 en 的 联 立 方程 组 , 可 写成 


— ba Eri Hi (koa) + d J' (ka) = any Erir (Коа) 
-eny irr HY (koa) + enJn J, (ka) = an V Erlir dn (koa) 
Ьар. Ё (коа) + d, J, (ka) = gz fn (koa) 
-cnr ЁО y (koa) + end, (ka) = anu J’, (koa) 


其 矩阵 形式 则 为 : 


(6.6.24) 
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ー+ fe i. HOY 0 JA 0 b, /ал, Serb A 
0 ー ツ と テル ヶ 2) Q Ja Cn [On E Кепе (6 6.25) 
^ (2) ^ ^ ‚6.25, 
— pr Hy 0 J, 0 d, an Br Jn 
0 — pp EO 0 J en/an br J, 


这 里 , 除 系数 矩阵 第 三 列 J^ = J! (Ка), Jn = Jalka), ЖЕ m HY 及 其 导数 的 宗 
量 均 为 (koa)， 亦 可 采用 求解 线性 方程 组 的 数值 方法 求解 (6.6.25) 式 而 得 出 系数 
bn, Cn; dn 和 ел. 
6.6.2 a«Ag 小 球 近似 
>4 q < Ag Ff, ff koa — 0 和 ka — 0. 此 时 ,在 介质 球 内 和 球 外 场 的 求 和 式 中 
只 需 取 其 n=1 首 项 , 即 可 有 足够 精度 , 并 且 此 时 Riccati-Bessel 函数 可 取 z 一 0 时 
的 近似 式 : | > 
ЛӨ) Agr AO лоз? 
APG) min APO ター っ 
将 这 些 近似 式 代 入 b1,ci,di Me, WA 


vg ln) vi lin bo (зз) Gina)’ 1 
L3 “3 L9 3 = — (коа 


ao ダー = — 
а 1 (—j) 2 : 1 J 2 Ep + 2 
V6; (Ка)? А pr —(ka)j — 
(6.6.26) 
—1 
cilo ~ — (koa)? mas 13 (6.6.27) 
以 及 
al оа я ао УЕ. (6628) 
z—0 2j (Er + 2) z—0 


` 2jer (ur + 2) 

BA a < Ao 情形 展开 式 系 数 01,01, di Al e, 后 , 则 此 时 介质 球 内 、 外 的 电磁 场 便 可 
求 得 . 

6.6.3 ”雷达 散射 截面 (RCS) 


现 已 求 得 了 系数 b 和 cn, 我 们 便 可 求 得 介质 球 的 雷达 散射 截面 (RCS). 

注意 到 : 无 论 对 于 介质 球 和 导体 球 (以 及 将 讨论 的 甫 层 介 质 导 体 球 、 多 层 介质 
球 和 多 层 甫 层 介 质 导 体 球 ) 散射 , 在 球 最 外 层 自 由 空间 的 电磁 场 均 是 表 为 入 射 波 场 
S EUR CES EAE TR, 并 可 写成 具有 相同 数学 表示 式 , 只 是 其 中 的 散射 场 展开 式 中 的 
系数 bn 和 cn 与 具体 问题 的 边界 条 件 有 关 , 而 随 具体 的 球 结构 而 不 同 , 并 且 求 解 它 
们 的 复杂 程度 随 着 球体 的 分 层 增多 而 增加 .鉴于 雷达 散射 截面 (RCS) 仅 取决 于 散 
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射 场 系数 bn 和 cn, 因而 不 同 球体 结构 的 双 站 雷达 截面 (RCS) 具有 相同 形式 的 数学 
RAA, 它们 均 可 用 (6.5.30)~(6.5.33) 式 计算 , 即 双 站 RCS 和 单 站 RCS 分 别 为 : 


2 
o(Bistatic) = 20 3 | Ac” cos? р + | A, |? sin? e| (6.6.29) 


oo 2 


№ 2 "т (n + 1) (bn — сь) (6.6.30) 


a(Monostatic) = 


这 里 , |4]? 和 |As]? J (6.5.31) 和 (6.5.32) 式 , 而 系数 bn 和 cn 分 别 由 (6.6.20) 和 
(6.6.21) 式 给 出 . 

对 于 非 磁性 (u. = 1.0) 介质 球 , 当 a = 0.5Xo, sr = 2.56 和 =, = (3.0, —4.0) 8, 
E E FHEA H 平面 内 的 归 一 化 双 站 RCS 的 101g (c /xa2)-0 特性 分 别 如 图 6.6.2 和 
图 6.6.4 Bras; 而 它们 的 归 一 化 单 站 RCS 的 101g (o/ma?)-a/Ao 特性 分 别 如 图 6.6.3 
和 图 6.6.5 所 示 . 比较 介 电 常 数 sr 为 实数 与 复数 (A) 介质 球 的 散射 特性 可 见 ， 
它们 很 相似 , 由 于 有 耗 介质 球 的 吸收 作用 (取决 于 er EME), 因而 其 散射 截 
ШШ o 值 较 导 体 球 为 小 . 


€,= 2.56, i, 1.0 


RCS 10 lg (o / na’) /dB 


v e 
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 


6.6.2 ”介质 球 的 双 站 RCS 特性 . 


RCS 10 ig (c/ra)/dB 


一 40 a 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 d 


图 6.6.3 介质 球 的 单 站 RCS 特性 
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e 三 0.5Ao 
€,= (3.0, —4.0) 
h —1.0 


RCS 10 lg (c /xa’)/dB 


—30 L 0° 
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 


6.6.4 ”有 耗 介质 球 的 双 站 RCS 特性 


RCS 10 lg (ø /na*)/dB 
x 
© 


a № 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 


图 6.6.5 “有 耗 介质 球 的 单 站 RCS 特性 


6.7 平面 电磁 波 的 介质 敷 层 导体 球 散射 


WE co, uo 媒质 中 有 一 沿 +z 方向 极 化 、 向 +z 方向 传播 的 振幅 为 Eo 的 均匀 
平面 电磁 波 入 射 到 位 于 其 中 含有 e、j 介质 甫 层 的 导体 球 上 , 导体 球 的 半径 为 a, 介 
质数 层 球 壳 的 外 半径 为 5, 如 图 6.7.1 Bron. 


6.7.1 BIRTA 
由 (6.4.4) 入 射 平 面 波 的 电场 E: 的 球面 波 函 数 表 示 式 为 


+00 
Es Ege jz = Ege Mores? = go Y ` j7^ (2n + 1) jn (kor) Pr (cos 0) (6.7.1) 


n=0 


区 域 (1): 0 < r < a (Rh: 理想 导体 с = oo) 
E®=0, HY =0 | (6.7.2) 
区 域 (2): a < r <b (介质 球 壳 内 : e, ш; К = w/e) 
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j 


A® = Ёо = у; Ë 3, (kr) + e, É, (kr) Pl(cos 0) (6.7.3) 
n=1 
Eosing = 5 ^ 
(2) _ £0 の 1 
Е! on > los J, (Kor) + ha Y, (kor)| P1 (cos 0) (6.7.4) 


式 中 , dn, еъ, gn 和 hn 为 待定 的 展开 系数 . 


E= â, het 


图 6.7.1 平面 电磁 波 的 介质 数 层 导体 球 散射 
将 矢量 势 AO 和 FO 代入 (6.3.27) R, 可 得 介质 球 壳 内 的 EO 和 HO) 为 


ML SE EST [dn Gr) + en¥a(kr)| P2(cos8) (6.7.5) 


(kr)? 21 
EB?) ee > I j [dnd (kr) + enYa(kr)| sin P (cos 6) 
ー [gndn(kr) + ha În (er) | P, (008 9) ) (6.7.6) 
gp = 名 ud {i [an J! (kor) + e Y (ko r)| 5 n(cos6) 
- [z (kr) + ha Y, (kr) | sin ӨР! (cos Д (6.7.7) 
Н ニー 2223 У nin) ) [9.1 (kr) + hn Y, (kr)| Pl(cos0) (6.7.8) 


| Еоѕіпф cos 0 
up = s E A. (kr) + es Y, Gr)| = о : ) 
n=l 
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-j [ond i (kr) + ha J’ (kr) | sin ep (cos Д (6.7.9) 
Eo cos ^ . 
(2) _ Eo cos e 
Ay’ = wur > I [dn dn (Kr) + en¥a(kr)| sin ӨР}, (cos の) 


P} (cos 0) \ 


6.7.10 
sin 0 ( ) 


— j [onn (kr) + hna (hr) | 
区 域 (3): b < r < oo (介质 球 壳 外 自由 空间 : eo, но; Ко ニッ Eo が 0) 
在 介质 球 壳 外 区 域 , 场 由 如 射 波 与 散射 波 场 两 部 分 组 成 , BBB EO 和 Н? 
与 导体 球 或 介质 球 散射 情形 球 外 自由 空间 中 的 场 表示 式 相同 (見 (6.5.15)~(6.5.20) 
式 或 (6.6.10)~(6.6.15) 式 ), 因而 有 


oc 


ЕЗ) = 
(kor) 


ae Yon n(n + 1) ) [and n(kor) +b nA (kor)| Р} (cos Ө) (6.7.11) 


E®) m2 > {i [as (kor) + bn HY (kor)| sin GP (cos 0) 


- (2) Р. (eos 0) 
[ann (kor) + nH (ko г) Y (6.7.12) 
Eo sin P}(cos@) 
(3) 一 P ご 0 sin p (2) Ln 
EQ = > И; [andi (kor) + bn BO (kor)| TT 
— n" + cn ÑO) (ог) sin @Р} (cos の | (6.7.13) 
i= 
HO — —;Fosing. yon (n +1) ) and, (Kor) + cn 02) (kor)| Pl(cos0) (6.7.14) 
(Kor? т 4 
_ Eosin Pl (cos 0) 
HO — Ho Sin め (2) n 
8 шрот > [ond n(kor) + bn ttn” (ko r)| sin 0 
-j [and (kor) + e, OY (hor) sin ӨР! (cos の 1 (6.7.15) 


Eo cos y © А A : , 
н ^ uo >` { [an sn (kor) + bn ft) (kor) sin 9P+ (cos 0) 
n=l 


a ^ t 1 
-j [an J! (kor) + c, ВО) (kor) AES] (6.7.16) 


以上 式 中 , 系数 a, = ј-" II 1700 (64.16) 式 ); 展开 式 系数 b,cn, dns en gn 和 


hn 可 由 场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 对 于 介质 甫 层 导 体 球 ， 场 应 满足 的 边界 条 
件 是 : 
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(a) Ж v = a 导体 球 芯 与 介质 数 层 球 壳 分 界面 上 , 电场 的 切 向 分 量 等 于 零 
由 ESL, 0B ED, , =0 可 得 


en _ _ J! (ka) 


j y = ニー .7.17 
1,7 (ka) +e Yi(ka) — 0 或 d. # (ka) (6.7.17) 
А ^ ha A. (ka) 
aJa(ka)--h4Y4(ka)— 0 m ニニ =ー ニ ニー 6.7.18 
9nJn (ka) (ka) "m Y. (ka) ( ) 


(b) 在 r=b 球面 上 ， 由 边界 条 件 : Ey” |. = EQ? | 或 EQ l= = EQ | <b? 有 


[dn (kb) + en $0] = = [an (кв) + bn ÑO (kob) | (6.7.19) 

和 1 1 
i [on J, (kb) + ha Y, (kb) => [asd (Rob) + ca B) (kob)| (6.7.20) 

0 


而 由 磁场 切 向 分 量 必须 连续 : HP |= HP LER HP = Hp” |,_, 可 得 


^ ^ 1 ^ n 
1 [dn Jn (kb) + e Y, (kb) = 二 [as (ков) + bn BO) (ob). (6.7.21) 
H ・ Ho 

А ^ 1 А РОТ, 
1 [anf (Rb) + ha Ў (kb)| = — Га (Rob) + en Bf (kob)| (6.7.22) 
H Ho 


求解 上 述 由 边界 条 件 得 到 的 方程 组 (6.7.19)—(6.7.22), 我 们 可 得 系数 bn, Cn, dn, En, gn 
和 hy. 由 (6.7.19)=(6.7.21) 式 , 得 

p d, Ji (kb) + es YA (kb) ро andi (kob) + bn BQ (kob) 

кај. (КБ) + ea YA (kb) Ко a,j,(kob) + b, H® (kob) 
将 (6.7.17) R en/dn RAER, 则 可 得 


А bn (2) 
^ ^ ^ ^ 7 — 
кон St (kb) (Ба) — Fi (ka) (ho) _ Jn + Hw (Rob) 


z = = - =—— (6.7.23) 
kuo J (kb)Y/ (ka) — J! (ka)Y,, (kb) L (Kob) + AL (kob) 
ат 
* 。 。 
_ kop J; (kb)Y; (ka) — J (ka)Y (kb) (6.7.24) 


° ku J, (kb) Y (ka) — J, (ka) Vn (kb) 
则 (6.7.23) 式 可 写成 


J (kob) + ба AO (ob) = R, ЕЕ + e RO (kot) (6.7.25) 
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由 此 可 解 得 
Jn ko ー R.L, (Ко 
= GY n HLA 6.7.26 
AR (kob) 一 Re IE? (kob) (6.7.26) 
类 似 地 , 由 (6.7.20)+(6.7.22) XX, 得 


и gndn(kb) + ha Y, (kb) _ po anda (kob) + cn FA (kob) 
Е o, JA (kb) + ha Y/(kb) — Ko and (kob) + cn AE? (kob) 


将 (6.7.18) 式 ha /ga 代入 上 式 , 则 可 得 


b 


— 
ат, 


$ Cn fr(2) 
T 2 р (kod) + EH (kob 
кон Js (Rb) (ka) — (ваў (Ы) 2 


kyo J; (kb) Y, (ka) — J, (ka) Y2(kb) Îi (kob) + =Й? (kob) 
TL 


* . . 
_ kop Jo (КБ) (ka) — Ja (ka) ¥n (kb) 


с = тыл ee eee ee hd (6.7.28) 
kuo J! (kb)Y¥n(ka) — Ja (ka)Y/ (kb) 
则 (6.7.27) 式 可 写成 
Jn (kob) + = RC (kb) = R. (ho + 7 BOY (kob) (6.7.29) 


由 此 可 解 得 ) А 

En ーー Jn(kob — RJ; (kob) 

an HH) (kob) — НН? (kob) (6.730) 
以上 求 得 了 b, 和 сл; 继续 求解 (6.7.17) 与 (6.7.19) RA (6.7.18) 与 (6.7.20) Å, 便 
可 得 系数 аһ. en 和 өл, hn. 一 旦 知道 这 些 系 数 , 即 可 求 得 介质 表层 球 壳 内 和 外 层 
空间 中 的 电磁 场 . 

按 ROS 雷达 散射 截面 (RCS) EM, 已 知 系数 b, 和 cn 即 足 够 . 对 于 介质 甫 层 
导体 球 散射 的 RCS, 如 前 所 述 可 由 (6.5.30)~(6.5.33) 式 计算 , 即 双 站 RCS 和 单 站 
RCS 分 别 为 , 

の (bistatic) = % а? cos? р + |A,|2 sin? e| | (6.7.31) 
2 


А № 
o(monostatic) = — 
л 


Yo CO" тт +1) On — cn) 


(6.7.32) 


这 里 , [AL 和 [A.U Ж, (6.5.31) 和 (6.5.32) R, 而 系数 bn 和 cn 分 别 由 (6.7.26) 和 
(6.7.30) 式 给 出 . 

对 于 介质 敷 层 导体 球 , 当 Xo = 1.0cm,sr = (3.0,—4.0),д„ = 1.0,a = 0.5 cm, 
b = 0.6 cm HY, 按 (6.7.31) 式 给 出 的 E 平面 和 H 平面 内 的 双 站 RCS 10lg(c)-0 特 
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性 如 图 6.7.2 所 示 : 而 当 Ао = 1.0 cm, a = 0.5 cm, b = (0.5 ~ 2.0) em, e. = (3.0, —4.0) 
Al ur = 1.0 Ff, 按 (6.7.31) 式 = x 时 给 出 的 单 站 RCS 101g(o)-b 特性 如 图 6.7.3 


所 示 . 


RCS 10 lg (c) /dBscm 


=, (8.0, —4.0) 
H= (1.0, 0.0) 


0 20 40 60 80 100 120 140 160 180? 
6.7.2” 介 质数 层 导体 球 的 双 站 RCS(dBscm)-6° 特性 


Ж 


1.0 em, a=0.5 cm 
(3.0, —4.0), ,= (1.0, 0.0) 


RCS 10 lg (g)/dBsem 


0.5 10 1.5 zo em) 


6.7.3 ”介质 敷 层 导体 球 的 单 站 RCS(dBscm)-b(cm) 特性 


6.8 平面 电磁 波 的 多 层 球 散射 


参见 图 6.8.1, 设 有 一 均匀 平面 电磁 波 沿 +z 轴 方 向 入 射 到 位 于 无 界 媒质 eo. ио 
中 共有 m 分 层 的 圆 球 上 , 0 < r < a, ARE, WAS (1) 层 ; a < r < aa 为 第 (2) 
Es 向 外 依次 为 第 (3) E, …, 和 第 (m) B; 多 层 球 外 空间 记 为 第 (m+1) Е. 分 区 
半径 分 别 ал, аз, ,am. 第 (1) BRIA (а)о = co 理想 导体 圆 球 , 80 (b)ei. ш 介 
MEAS; 第 G) BA ei. и, 介质 层 (i = 1,2,… ,m), 第 (m+1) BA co w 自由 空 
同 . 入 射 波 电场 沿 +z 轴 方 向 极 化 , BH E: = Еа; 磁场 沿 +y 轴 方 向 . 

采用 球面 坐标 系 (7,0, yp), 沿 +z 方向 传播 的 入 射 平面 波 电场 Е 可 表 为 


Ei = Eoe іко? = Eoe™ikor cos 0 (ko = w/Eo}o) (6.8.1) 


由 (6.2.11) 式 , 平面 波 Ei 的 球面 波 函 数 展开 式 可 表 为 
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Ei = Eo > j "(2n + 1)jn(kor)Pn (cos 0) (6.8.2) 

图 6.8.1 中 第 (1), 第 (2), …, 第 (m+1) SE (区 域 ) PAM EM H 可 

由 矢量 势 4 的 ヶ 分 量 4, 所 构造 的 TM, 横 磁 波 与 由 矢量 势 F BJ r 分 量 F, 所 构 

造 的 TE, 横 电波 的 个 加 组 成 . 这 里 , A,/r 和 F,/r 是 Helmholtz 方程 的 解 ; 因而 由 

Helmholtz 方程 的 一 般 解 , 我 们 可 写 出 各 区 域 中 的 含有 待定 系数 的 А, 和 F. 的 表示 
式 如 下 : 


+ ゼー の oe 


图 6.8.1 平面 电磁 波 的 多 层 介 质 球 和 介质 数 层 导体 球 的 散射 


区 域 1) O<r<a 
(a) 理想 导体 球 世 (о = oo) 


40-0 和 FO = 0 (6.8.3) 
(b) 介 原 球 芯 (єз, нл, ky = wei) 


E 
AQ = ーー ーー Yd (kyr) Pl (cos 0) (6.8.4) 


n=1 


E 
FO- o sin ç NES aJ, (hr) Pl (eos 0) (6.8.5) 


n=1 


区 域 (i) Qi-i&rt& aii = 2,3,・ tt ,m) (介质 层 Ei, Hi, ki = W/E fli) 


- 468 - 第 6 章 平面 电 磁 波 的 圆 球 散射 
Аб = F008? y^ [a J (ker) + e 9 (т) Р (eos) (6.8.6) 
の n=1 


. oo 
FO) = o Sino у [o 3. (ir) + hPa (kir) | Pl (cos) (6.8.7) 
Whi M 


区 域 (m + 1) am < r < oo( 球 外 自 由 空间 Em+1 = E0, Иті = Ho, km+1 = ko = 
w4/EoHo) 

在 球 外 区 域 , 总 矢量 势 AMD 和 pU 可 分 别 由 相应 入 射 波 与 散射 波 的 矢 
量 势 组 成 . 由 (6.5.6) 和 (6.5.7) 式 已 知 它们 可 表 为 


Eg cos 2 ~ ^ 
AQ D = Cem > [and (kor) + HO (Aoy)| Р!(сов の (6.8.8) 
= 
. oo 
pen — Bosne y [as (от) + es ED (kor)] Pi (cos 6) (6.8.9) 
то n=1 
2n 4-1 D) GO Ge i 
以上 式 中 , 系 数 a, =" m= yE; bm en, di) е0, of? 和 М? 为 展开 式 


系数 . 

求 得 了 矢量 势 AD 和 BO (i = 1,2,... ,m + 1), 则 各 区 域 中 电磁 场 的 ゃ の 分 
量 便 可 应 用 矢量 势 法 由 Maxwell 方程 导出 的 (6.3.27) 式 给 出 . 场 分 量 表示 式 中 的 待 
定 系 数 可 由 场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 

电磁 场 在 相 邻 区 域 的 分 界 球面 上 应 满足 的 边界 条 件 是 : 在 导体 一 介质 分 界面 
上 电场 的 切 向 分 量 和 磁场 的 法 向 分 量 应 为 零 ; 在 介质 一 介质 分 界面 上 电场 和 磁场 的 
切 向 分 量 必须 连续 . 鉴于 对 于 导体 一 介质 分 界 , Е, 与 E, 所 给 出 的 边界 条 件 相同 ， 
并 包含 了 H, 的 边界 条 件 ; 以 及 对 于 介质 一 介质 分 界 , Eo 与 瓦 ,所 给 出 的 边界 条 件 
相同 , Hy 5 Ho IMR. 因此 , 以 下 我 们 应 用 电磁 场 边界 条 件 确定 待定 系数 时 将 仅 使 
用 电场 Es 和 磁场 Н, 的 边界 条 件 ; 并 且 只 给 出 采用 矢量 势 法 导 得 的 (6.3.27) RE 
磁场 中 的 Eo 和 H, 分量 表示 式 . 

将 (6.8.4)~(6.8.9) 式 矢量 势 4 の 和 FG = 1,2,… ,m+1) 代入 (6.3.27) 式 所 
得 区 域 (i) 中 的 电场 分 量 El? 和 磁场 分 量 HO (i 1,2,… mo 1) 的 表示 式 如 下 : 

区 域 (1)0 <r <a, 

(a) 理想 导体 球 芯 (o = oo) 


E =0 和 HY =9 (6.8.10) 
(b) 介质 球 芯 (g、 His ki = の E111) 
Р} (cos 0) 


E 25 N ; N 
ED = aa 3 [ШАУ sin0P; (cos0) ~ gf? Jn (kır) =S (6.8.11) 
n=1 
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pi 0 
HQ) = Eo сов > |492, (kir) sin ӨР! (cos Ө) — 900.7, (kı „уте (6.8.12) 
"m sin 0 


区 域 (2) а < r < a2 (介质 层 62, po, ko = о/з) 


Be = 2 mE > И; [at 3; (kar) + e Y; (Бат) sin өрі (соѕ 0) 


^ РЇ 
_ » J, (Kar) + AY, (kar) | rc} (6.8.13) 
н? = Ho cos ge > EZA (kar) + eP Ýn (каг) sin ӨР! (cos 0) 
шрот 
-j [aP Ji, (kar) + AY; (ar) Aen (6.8.14) 


KIR (i) gz_ui < r < ali = 3, ,mm) (介质 层 ei hi, ki = wein) 


_ Eo cos の 


ES kir 


> {3 [ЖӨ J, Ckir) + esr) sin GP (cos 0) 


- le DF (ker) + ROY, (ki r)| Falcon | (6.8.15) 


HO = ue > 1 [at Jn (kir) + e® Y, (ki r)| sin oP! (cos 0) 


j -jls OF (kir) + ROY (ki r)| cn) (6.8.16) 
KIR (m + 1) am < r < oo( 球 外 Em+1 = 60, mai = Ho, km1 = ko = w/ Eoo) 

在 球 外 空间 区 域 , 35 EH АЛП E BH BIA, 且 总 电磁 场 EC D 和 
HOD. 具有 与 导体 球 (或 介质 球 、 介质 散 层 导体 球 ) 散射 情形 的 外 层 自由 空间 中 的 
场 表示 式 相 同形 式 (参见 6.5~6.7 节 ); 我 们 不 难 写 出 此 场 表示 式 , 其 场 分 量 ЕГ 
和 HEP (J, (6.7.12) 和 (6.7.16) 式 ) 为 


(m+1) _ Eo cos の x í. 2 ^r (2)! . y 
Es Tw > {i [an (hor) + bp HY (or) sin ӨР, (cos 0) 
Pa 
ー Ё Jn (кот) + cn AP (kor 7) E] (6.8.17) 


Ei - へ # 
H(m+1) =u 3 I [an dk (hor) + bn BO) (kor)| sin ӨР! (cos 0) 
0 n=l 


. А ^ (2Y Р1(соѕ 0) 
~ d (2) — / 
j [an di, (kor) + Cn Hy (kor)| sind ) (6.8.18) 


- 470 - 第 6 章 ”平面 电磁 波 的 圆 球 散 射 


以 上 式 中 , 展开 式 系数 各 ,cn 00, е0, д 和 Һ 由 场 应 满足 的 边界 条 件 予 确定 . 它 
们 一 旦 被 确定 出 , 则 各 区 域 中 的 矢量 势 和 电磁 场 便 完全 确定 . 

先前 已 指出 过 , 对 于 球体 的 平面 波 散射 的 雷达 散射 截面 (RCS) 计算 , 仅 涉及 散 
射 波 展开 系数 bn 和 c。. 因此 , 以 下 我 们 将 应 用 场 边界 条 件 来 确定 系数 b, 和 с, 并 
构造 出 可 计算 多 层 介质 球 或 多 层 介 质 敷 层 导体 球 散射 bn 和 cn 的 递 推 关 系 式 ; 前 
述 导 体 球 、 介 质 球 和 介质 表层 导体 球 散 射 均 是 现在 所 讨论 的 多 层 球 散 射 的 特例 . 

(A) m = 1 情形 

(a) 对 于 导体 球 芯 (o = оо) 

应 用 r = a, 处 的 电磁 场 边界 条 件 : 


ED| = =0 (6.8.19) 
т=а1 T—ü1 
H (6.8.17) R, 可 得 
and, (Коал) + bn En (Коал) = 0 (6.8.20) 
an Jn (Koa1) + с„Й (Коал) = 0 (6.8.21) 
由 此 可 得 
っ | 
bn = em). a, 和 c, = oa). an (6.8.22) 
H; (Коал) ^ (koa1) 
(b) ЖЕРЛЕ (e1, ш) 
应 用 r = а, 处 的 电磁 场 边 界 条 件 ; 
E а EY) u 或 HO) c^ B®) (6.8.23) 


H (6.8.11) 5j (6.8.17) 3X, 比较 其 sin9Pl (cos の )、 Pl(cos0)/sin 0 项 的 系数 , 可 得 


1 5 1 ^ n" 

2-00), (ai) = — |an, (koan) +b H® (коа) (6.8.24) 
1 0 

1 ^ 1 ^ ^ 

—g J, (kya) = — [as J koa) + ca E (Koo: (6.8.25) 

kı ko 


HI (6.8.12) 5j (6.8.18) 3X, 而 有 


lns Iro, 。 

—d) Ji (а) = 一 [as dn (Koa) + bn A (ал) (6.8.26) 
n Ho 

1 ¿ 1 А AV. 

279% Js (nai) = [anf (сал) + Cn HO (коал)| (6.8.27) 
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由 (6.8.24) 和 (6.8.26) 式 可 得 


k 1 А КЕ 
d _ nJ! (k b, HO (k 
P = i Jaag [anda (oar) + bs EP (о) 


mt j qa) 
一 一 一 G5 Jn (Коал) + bn Hy’ (koa 
Lo Jn (k121) | ( ° 1) ( ° 3) 


k T 
因 ko = wylo, Ез = w exp; е = үү е JL TES 


kou EoHo HA Mri’ 


Veni J, (k А оу А N 
Verda (ai) [as (021) + bp AO (koa1)| = [eda (Коал) + bn ÊP (koan) 
Мт» (Кал) 


由 此 可 解 得 


_ 717 (Коал). (Кал) — / Hr Jn (Коал), (kia) 
Ven E (kai) Ja (Kai) — үт HY (Коал) 7, (юзал) 


类 似 地 , 由 (6.8.25) 和 (6.8.27) 式 可 得 


J, 
= s (6.8.28a) 
In 


(п) _ Кї 1 j Fr (2) 
n デニ ーー Gn Jn (koa) + en Ну (Коа 
ko Jn (Kk1a1) | ( ° 1) ( ° 3 
_ u 1 


一 一 一 ап. ' (Коал) + cn ЁО) (koa, 
во (Каз) | n(koa1) + ca Н? (ko 3) 


由 此 可 解 得 


Jéridn(koa1) J^ (kiai) — rid! (koa4) Ja (k 
cn = Eridn (koa1) Jy, (k1a1) Hr1 (koa1) Jn(kiai) a (6.8.28b) 


| VE EP (воал) Ft (a1) — VEAR (koai) (ai) " 
(B) m > 1 情形 
(1) 应 用 r = ai 处 的 电磁 场 边界 条 件 : 
(a) 对 于 导体 球 芯 ( = oo) 


Ey | =E) =0 (6.8.29) 
r—a; T=a1 
H (6.8.13) sk, 可 得 
40) у (зал) + e0 の (ogn) = 0 (6.8.30) 
ge Jn (Кал) + hP Ý, (Коал) =0 (6.8.31) 
此 可 得 А i 
е2 Jy, (Кал) n J, (Азал) 


m _ J mm _ dn 6.8.32 
42) Уз (Коал) gP Yn (k2a1) ( ) 
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(b) 对 于 介质 球 芯 (a1、 ш) 


1 2 
Ep a = Eo 和 


应 用 电场 边界 条 件 , 由 (6.8.11) 与 (6.8.13) 式 , 可 得 
nis (kiQ1) = x [a 7, (koa) + e Y; (kzan)] 


2 
= HY) 


т=а1 


r=a, 


1 、 
2 0) (a1) = — |° (2) ў (koa1) + + AO, (kai). 
Pa ks 

应 用 磁场 边界 条 件 , 由 (6.8.12) 5j (6.8.14) 式 , 可 得 

loq 1 А А 
lg _ 1 [o (2) 
Talkin) ニー És J. (koa) + ef Pn (kza1)] 
2-07, (па) = = ES Ј, (koa) + n¥,(koax)| 


FH (6.8.34) (6.8.36) 和 (6.8.35)+(6.8.37) 3X, 分 别 可 得 


е2) 


。 k + Vk 
Кәрі Jn (kai) _ ^ 201) 15 nati) 


ki pa Jn(kia1) — е). 
FO] 


Jn (Коал) + Ýn (k2a1) 
和 
j ha Ӯ (Кал) 
^ Ja (koa a 
Коџа Jn(kiai) _ (omi) + "ol Md 
Кро Ji (k 4 NO 
(Кал) J^ (вол) + +o YZ (koa) 
令 ^ ^ 
RO 一 Каша Јь (K1a1) — [Erakiri Jr (k1a1) 
b ki pe Jn (kia) ErlHr2 Ja (k1a1) 
和 


RO kapı J; な (or) _ /ET fn (kia1) 
° [үт J (kia) ` Er1ltr2 Ji (kian) 
则 由 (6.8.38) 和 (6.8.39) 式 , 分 别 可 得 


еб) 


т=@\ 


. eO 
J? (Кал) 十 — "o Ў (Кал) = RY мыо) + っ の (ts) 


(2) (2) 


; s А hh 
Jn (k2a1) + - falkon) = RY Litany + SS (2 Yi (k2a1) 


| 


(6.8.33) 


(6.8.34) 


(6.8.35) 


(6.8.36) 


(6.3.37) 


(6.8.38) 


(6.8.39) 


(6.8.40) 


(6.8.40b) 
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由 它们 分 别 可 解 得 | | 
eO J! (каал) — RO J (oi) 58.41 
AO 7 unn КОР wd (6.8.418) 
dy, У” (k2a1) — FR Y;,(k2a1) 
和 (2) $ (1) $ 
_ t 
ha _ _Jnlkzm) — Re “Jn (koa) (6.8.41b) 


の の Е Y, (Кал) 一 RY Y? (koa) 
对 于 导体 球 芯 或 介质 球 芯 情形 , 其 e£? a0? 和 nD /g? 可 分 别 由 (6.8.32) 或 (6.8.41) 
式 计算 . 
(2) 应 用 + = az 处 的 电磁 场 边界 条 件 : 


| -| m np 


т=а\ 


应 用 SOLAN H (6.8.13) 5j (6.8.15) 式 , 可 得 


4 1 А А 
x; |897, (kaqa) + の 名 (seo) | = CACT + ef?) YZ (kaao)| (6.8.43) 


— 3 
= HY) 


Ta, 


(6.8.42) 


7 一 Q2 т=02 


1 19?) Jn (каз) + n2¥n(keaa)| = = [9 Jn (за) + nP Pa (заг) (6.8.44) 
应 用 磁场 边界 条 件 , 由 (6.8.14) 与 (6.8.16) 5X, 可 得 


1 [a9 Jn (ваг) 4 e Y, (kaaz)| = 21 
2 


, [aC Jn (заз) + e Y. (заз) (6.8.45) 
3 


H ; ^ | 1 А А 
ー | の se) + APP (koa2)| ニー [a (иза) + ЎА (Кал) (6.8.46) 


H (6.8.43) (6.8.45) 和 (6.8.44)+(6.8.46) 式 , 分 别 可 得 
А ef?) 、 А e. 
Jp (k2a2) + qa Ya (202) Jn (kaa2) + eo Fn (ksa2) 


Kapa 
oe — — - =ー xa ' (6.8.47) 
Jn(k2a2) + en Ya heme) Jn(k3a2) + 257 Ya an) 
和 
h? n ne А 
Jn(k2a2) + "o —— Y. (Каз) Jn (k3a2) + 一 = (3) — Yn (k3a2) 
Киз ^ No n n n G А UT 
J; (kaa2) + ~y Vi (kaa2) Јһ(Кзаз) + — Ya (kaz) 
Gn gn 
4 
. eQ 
k kauz Ff (Бао) + 2" 2② Y! (kza2) 
RO = 3 (6.8.49a) 


kous . RON 
Jn (Каз) + Fe) ¥;,(k2a2) 
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А nQ . 
k Jn (Kk2a2) + — Yn (kea2) 
ВО) — gm (6.8.49b) 


ha 
Л, (Каз) + “Tey Ya (Хаз) 
9n 


则 (6.8.47) 和 (6.8.48) 式 分 别 可 写成 


(3) (3) 
А en ^ А enl a 
J! (k3a2) + 507 Ya (kaa) = n [tas + iier) 
n n 


N M А A). 
Jn (Kaa2) + ~oy Ya (kaa2) = RO | J (ksas) + — Yn (kaa2) 
g 


п n 


于 是 , 由 它们 分 别 可 解 得 : 


e(Q J! (kaa2) — RÜ) J (ksa2) 


ーー ニ > (6.8.50a) 
d ^^ Yi(ksas) — RY, (заз) 
和 (3) ; (2) ў 
EN ГА 
An _ Jn(k3a2) 一 Rè Ja (ksa2) (6.8.50b) 


o i ` Y.(ksaz) 一 RO 7 (заз) 
HRE RO) 和 RP 后 , 应 用 (6.8.50a) 和 (6.8.50b) 式 分 别 可 计算 出 e/a 人 ) 和 
ҺӘ) [oC 的 值 . 
(3) r =a,G = 3,4,--- m — 1) 处 的 电磁 场 边 界 条 件 : 


EDDA | 或 HD =н | _ (6.8.51) 
WF i= 3,4,---,m—1, 采用 类 似 以 上 步骤 ， 
令 i 
J (kiai) + En Y/ (kiai) 
G) _ Кыш ™ の 9 


Js (Kai) + Vn (kia, 
dy? 


А hË 。 
Jn (kias) 十 02) Yn (kiai) 
Gn 


RO — Fun 


6.8.52b 
Ера ( ) 


Ө) 
Pn (Kia;) 


J! (kiai) + の 
gn 
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其 中 
ki+ı Hi _ jee 
kibi44 EriHr,i+1 
我 们 将 可 得 | А s 
en? hkirias) — Ву Ja (a) (6.8.53a) 
at» Yi (ко) — ROY, (ета) 
和 ; ; i) j 
REY 3 (кла) — ROA (kiria) (6.3.53b) 
git) Y, (тог) — ROVE (Буа) 
(4) т = am 处 的 电磁 场 边界 条 件 : 
EQ r=a = Ey) r=am 和 Hy” r=am = H; =am 68.54) 


应 用 电场 边界 条 件 , 由 (6.8.15) E (6.817) 3X, 可 得 


1 А ; 1 
— [ Fi (mam) +e F(R am) | = — 
т 


- [an d (koam) + bn (koam)] (6.8.55) 
0 


= 1907) Jn (Hmm) Y (ањ) == landa (koam) T nA (koam )| (6.8.56) 
应 用 磁场 边界 条 件 , 由 (6.8.16) 与 (6.8.18) zü, 可 得 
元 [a£ J (kmam) -e C (kmam)| => [an dn (koam) + bn BO) (ка) (6.8.57) 


1 š ^ 1 А aay 
— [a Ft (mam) +99 (kmam) | = = [ands (koam) es BOY (koam)| (6.8.58) 
тт 


由 (6.8.55)=-(6.8.57) 和 (6.8.56)+(6.8.58) 3X, 我 们 分 别 可 得 


еб") 
k Ji (kemam) + = qm minimam) 1, (koam )+ = bn Y Qa) 
юй =—— hr っ (6.8.59) 
m Ja (kg aq) + 2 — Y. (Km am) Jn(Koam) + a, Hn (koam) 
和 
А (т), 
koum Jn Bm) + Tny Yn (Emam) Jn (koam) + = £n fr koam ) 
c Кю ау (6860) 
mHO a ha Ji (koam) + "REL (koam) 


Ji (ka aq) + —mj Y! (Бат) 
gn 
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令 
А J (Е di P7 (kmam) 
R™ = eh 22 (6.8.61а) 
mi0 a ^ 
Jn (kmam) 十 бя) (нан) 
和 
А nim) 、 
k Jn (Km aq) + NOR 
Вб") = um m D (6.8.61b) 
mho 
J! 1 (kmam) + 一 一 ~ Fa] Үз (ka G.) 
Д) (6.8.59) 和 (6.8.60) 式 , 分 别 可 写成 
7 b, Г И m 7 b, š 
Жаы) + EAP” (аһ) = RE | (oam) 22 BÉ) oa 
Jn(koam) + AY (koam) = RY) Ë (koam) + alin (koam ] 
于 是 , 由 此 两 式 便 可 分 别 解 得 系数 bn 和 cn: 
. 7 (m) $ 
b, = —— (koa) — Ry Jn (koGm) (6.8.62a) 


HQ (koam) 一 RD (koa) 


Jn(koam) 一 ne ft koam 
7 — BB an) REVAL hoa) un 
Se EA Pr, 当 m = 1 时 , 对 于 导体 球 和 介质 球 ， 散射 系数 b. 和 cn 分 别 由 
(6.8.22) 和 (6.8.28) 式 计算 ; 当 m > 1 时 , 对 于 m-1 Er BUE SARA m 层 介质 
ER, bn 和 cn 可 由 以 上 导 得 的 (6.8.32) 或 (6.8.40) . (6.8.41) 式 , 以 及 (6.8.52). (6.8.53). 
(6.8.61) 和 (6.8.62) 式 所 构造 的 递 推算 法 计算 . 


具体 的 递 推 过 程 如 下 : 
(А) m =1 情形 
(a) 对 导体 球 芯 (o = oo) 
-oa „. ¿= бав) 。 рд 
bn BOY (кал) ni Cn AO (кал) n [ML (6.8.22) 式 ] 


(b) 对 于 介质 球 芯 (e1, ш) 


た ニー Veni It (Коал) JIn(k1a1) — Iren (Коал), (kia) a, [ML (6.8.28a) R] 
Ven HO (koa1) Jn (k1a1) 一 Jiri HO (kar) Ji (kiar) 
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VEn Jn (Ko21) Ji (kiar) — iri Jt, (koa) 
VETAR (Коал), (kiar) 


cn 二 一 


Jn (kia) 
_ Jini HY” (koai) (ал) 
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[見 (6.8.28b) 式 ] 


п 


以 上 式 中 , 系数 an = j" us (6.4.16) 5k]. 
(Bj m> 1 Mid 
(2) PES 
(1) 首先 计算 : T 和 
(a) 对 导体 球 芯 (o = oo), WH: 
A (бюд) (gg 
a?) i ~ Yi(koai) 2 (kaar) (Кал) Ue (6.8.32) zÑ] 


(b) 对 于 介质 球 芯 (61, ш), 计算 : 


(1) _ kam Jt (kia) 
è ki pe Jn(k1a1) 


RO) = fun Aa) _ 
° kip Ji (Кал) 

«2 (вал) — RC? J, (kaa) 

a Ӯ (кал) — RC? Ya (kona) 

E Ja (ka01) — О)! (Коал) 

f, Fe (Ron) — RO Y: (koa) 
g ^P ORO 
"oL dto 


h 
"cu 


(2) 通过 递 推 计算 : 7 和 


eC ) 
Л, kiai) + Ý; (ki ai) 
RO = kiti hi ( ЕО 
ES On 


e 
Jn (Кох) + 
( d 


Кн 


RE = 
° Крал s, 


ш Y (kiai) 


nr 


其 中 ， 
Крра 
&шщ+1 


— /Eraprl J! (Буа) 
£€r1Hr2 Ja (K121) 

Er2bri (ね gi) | 

ErlHr2 JA (Еол) 


no 3 , 


[見 (6.8.40a) 式 ] 


見 (6.8.40b) 式 ] 
[GL (6.8.41a) 式 ] 


[見 (6.8.41b) =Ñ] 


e 


di? 


ny” 


(m)? 
n 


[ 见 (6.8.52a) XX] 


[ 见 (6.8.52b) 式 ] 


— [eras Mri, i — 2, 3, 4, - 
Erilir iki m 


‚478. жож 平面 电磁 波 的 圆 球 散射 


(i4-1) k 

=p = _ Мизин) (este +190) os би) [ 见 (6.8.53a) 5X] 
dn Ўы) — RY Yn (k i410i) 

hit 1) Jn (ki — RŠ ft k; i 

gn A kiti10i) 一 Re OY! (ka ai) 


HH ¿= 3,4,... ,m — 1. 
(3) 求 得 RO” 和 RÜ 后 , 应 用 (6.8.62) 式 计算 : 
J! (koam) — RÜ) J, (koam) 


by = ——— т mg [見 (6.8.62a) 式 
AO (koam) — RO B (koam) ^ [® (68,622) 9 


Jn(koam) — RS” J' (koam 
Cn = а [見 (6.8.625) 3È] 
以 上 就 是 确定 散射 系数 的 bn 和 cn 的 递 推算 法 . 
散射 系数 bn 和 c 可 应 用 (6.8.62) 式 编 程 计算 . 一 旦 求 得 它们 后 , 按 雷 达 散 射 
截面 (RCS) 定义 , 便 可 计算 出 多 层 介质 和 多 层 介 质 甫 层 导 体 球 平面 波 散 射 的 散射 
截面 о; 实际 上 , 其 计算 公式 即 我 们 计算 导体 球 、 介 质 球 或 介质 甫 层 导 体 球 的 平面 
波 散 射 时 曾 用 到 过 的 (6.5.30)~(6.5.33) 式 , ВП 


2 2 2 
双 站 RCS: c(Bistatic) = ^0 Ë cos? y + |A,| sin? e (6.8.63) 
单 站 RCS: o(Bonostatic) = NIS npn (n + 1) (b, 一 | (6.8.64) 
: の onostatic) = 21 n(n n 一 Cn .8. 


其 中 , LA" 和 LA, 参见 (6.5.32) 和 (6.5.33) R; 关于 多 层 球 散射 的 系数 的 bn 和 c, 
的 递 推 编程 计算 , 详 见 本 章 附 录 所 给 程序 和 应 用 范例 . 
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A б 函数 简介 22 

在 物理 学 中 我 们 常 需要 研究 有 关 物 理 量 的 连续 分 布 与 相对 集中 分 布 , 如 质量 密 
度 、 电 荷 密度 的 空间 分 布 , 物体 受 力 、 信 号 幅度 随时 间 变 化 的 时 间 分 布 . 从 物理 上 
看 , 连续 分 布 与 集中 分 布 并 没有 本 质 不 同 . 但 当 质 量 密度 、 电 荷 密度 分 布 集中 在 一 
个 很 小 的 空间 范围 内 , 物体 的 受 力 、 信 号 幅度 被 限于 一 个 很 短暂 时 刻 时 , 在 极限 的 
情况 下 , 就 可 以 抽象 地 将 它们 视 为 (离散 的 ) 质点 、 点 电荷 、 瞬 时 力 和 瞬时 (脉冲 ) 
信号 , 并 用 一 个 数 来 描述 它 的 总 量 . 

所 谓 质点 就 是 质量 密度 为 无 限 大 , 而 它 的 体积 分 即 质量 却 为 有 限 的 情形 . 类 似 
地 , 点 电荷 则 是 指 电荷 密度 为 无 限 大 , 而 它 的 体积 分 即 总 电量 为 有 限 的 情形 . 为 了 
描述 这 一 类 抽象 概念 , 在 数学 上 引入 了 ó 函数 ( 称 为 Dirac ó 函数 ), 亦 称 作 冲 激 函 
数 . 以 下 简要 地 介绍 ó 函数 的 定义 和 主要 性 质 . 


1 ó 函数 的 定义 
关于 ó 函数 的 数学 定义 , 有 各 种 相互 等 价 的 表述 , 最 常见 的 定义 有 
(a) 


. G) 
/ ó(z)dz = 1 


这 表示 8(z) 是 定义 为 一 个 高 度 为 oo 宽度 为 零 , 但 脉冲 面积 为 1 的 脉冲 . 
(b) 


&(2) = lim = [U(z) - U(s — а) = ZO (2) 
RF, U (z) 为 单位 阶 跃 函 数 , 其 定义 为 ; 
0 z<0 
09=1 т> 0 (8) 


(2) 式 表示 8(z) J&xE УЕ а. В 1/z 的 矩形 脉冲 、 当 a 一 0 时 的 极限 . 
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(c) | 
ó(z) = lim ニー (4) 


noo ДТ 
这 表示 8(z) 是 定义 为 函数 た (xz) = sin nz/(nz) 34 n — оо 时 的 极限 . 
一 般 地 , 车 5 函数 的 奇 点 不 是 位 于 z = 0, 而 是 位 于 z = r, 则 由 (1) 式 , 有 


Baa m4 の z = т 
e ) | 0 rtr . (5) 
/ ó(z — z')dz = 1 
6(c) 是 描述 具有 奇 点 z = 0 的 函数 , 故 它 是 一 种 奇异 函数 . 从 其 定义 可 见 , € 
与 古典 函数 截然 不 同 . ЖАП, 古典 函数 的 某 一 点 都 有 一 个 数值 与 之 对 应 , 而 ó 函数 
则 是 由 极限 定义 的 函数 ; 并 且 这 极限 也 与 古典 极限 不 同 , 古典 极限 要 求 收敛 到 一 个 


定 值 才 认为 存在 极限 , 而 8 函数 的 极限 却 是 oo, 不 是 一 个 定 值 , 称 为 “广义 极限 ”; 
此 外 , 函数 的 值 需 通 过 积分 来 体现 . 


2 ó 函数 的 主要 性 质 
(1) 抽样 (RINE) 性 质 
/ «coros = rt) (6) 


这 也 可 作为 ó 函数 的 一 种 定义 表示 式 , CHUM 5 函数 的 定义 (1) 式 推导 出 . 现 证 
明 如 下 : 


оо 0_ 0+ со 
/ ó(z)f(z)dz = / &(x) f (z)dz + n ó(z) f (z)dz + n 5(2) f(a)dz 
orn E oo 
= f 0.7 の dz+70 / sadz + | 0. f(z)dz 
=0+70-1+0 
Bp 
/ sta) Gaz = f(0) 


(6) RRA 6 函数 的 筛选 性 质 或 取样 性 质 . 5 函数 只 有 通过 积分 才 有 定 值 , 因 
Ж, 它 的 运算 总 是 要 通过 (6) 式 那样 积分 才能 作用 于 另 一 函数 f(x), 在 积分 中 , ЖК 
与 普通 积分 不 同 , 普通 积分 遇 到 数值 为 oo 时 就 不 可 积 , 而 积分 限 为 0_ 到 0+ 的 积 
分 值 为 零 . 但 对 于 8(z), (6) 式 积分 却 为 f(x) 在 z = 0 奇 点 处 的 值 (0). 
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一 般 地 , 对 于 奇 点 位 于 z = z 处 , (6) 式 将 变 为 
n 7 &(z — a^) f(z)dz = f (a^) (7) 


(2) 偶 函 数 性 质 
由 5(z) 函数 的 定义 (1) 式 或 从 其 函数 图 形 , 不 难看 出 5(z) 具有 偶 对 称 性 质 : 


6(- ヶ ) = ó(z) (8) 
一 般 地 , 
ó(z' — z) = ó(z — a) (9) 


(3) 常用 坐标 系 中 8 函数 的 表示 式 
6 函数 的 定义 (1) 式 可 推广 至 不 同 坐 标 系 的 二 维和 三 维 情形 . 
直角 坐标 系 (m y. 2): 


二 维 ó(p— p) = ó(z —z')ó(y — y) (10) 
三 维 (к-т) = ó(z — z')ó(g — v')ó(z — 2’) (11) 
柱 面 坐标 系 (p, р, z): 
=Ë 8р0) = ip- 0)6 0) (12) 
= 维 б(т-т)= 250 Pp e )o(z — 2") (13) 
球面 坐标 系 (гт, 0, v): 
(п т") = っ 6(r - r')5(0 — 8')5(p — e") (14) 


ó BRIDE 1/m^, n 为 维 数 . 
B Helmholtz 方程 的 自由 空间 Green 函数 (基本 解 ) 
Helmholtz 方程 : 


V?Go(r, r’) +k?Go(r,r’) = —ó(r — т") (Imk < 0) (1) 
jim Go(r, r^) = 0 (2) 


(1) 式 满足 限定 条 件 (2) 的 解 就 称 为 Helmholtz 方程 的 自由 空间 (无 界 域 ) 的 Green 
函数 , 亦 称 为 Helmholtz 方程 的 基本 解 . 


GE: Ж Go 代表 e^" 的 时 谐 场 , 则 Go 应 满足 辐射 条 件 ，lim r (s. + ik) Go = 0) 
(1) 三 维 球面 坐标 系 (7, 0, p) 
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AR r= r (x,y,z) 为 球面 坐标 系 的 原点 ， 由 于 点 源 产生 的 “ 场 ” 与 0,0 无 
X. 仅 是 距离 R= |r — e| 的 函数 , 故 在 此 球面 坐标 系 下 , 4 > Z >” 肘 , (1) 和 (2) 式 
可 化 为 
ag (PR) +e =0 デア (3) 
(4) 


Xm, R= |r -r'| = (z — x)? + (y — y)? + (z-z). 
作 変 換 : U = RGo, WJ (3) 式 可 化 为 


d?U 
am + k2U = (5) 
熟知 , (5) 式 的 解 为 | 
U = Ae itR + BelkR | (6) 
故 (3) 式 的 解 为 
U eTikR eikR 
G= R А UR (0 


这 里 , А, B 为 待定 的 积分 常数 . 

假定 上 有 一 小 量 虚 部 Imk < 0( 表 示 媒 质 具 有 微弱 导电 损耗 ), 故 第 一 项 Ae-i*R/ 
RR 有 一 衰减 因子 , 其 幅 值 将 随 R 增加 而 减 小 , TAK Bei R 具有 一 增幅 因子 ， 
其 幅 值 将 随 R 增加 而 增加 , 34 Ro oo FF, 前 者 收敛 , 后 者 发 散 , MS В = 0. 另 
一 方面 , 若 所 考虑 的 Go 是 代表 时 间 因 子 为 et 的 时 谐 场 , 则 Goro 应 满足 “ 辐 
射 条 件 , 即 除 其 幅 值 随 R 一 co 辐射 扩散 要 满足 条 件 (4) METS, 其 相位 变化 应 
满足 从 源 r 处 向 外 辐射 行 波 要 求 . 这 时 , (т) 式 中 的 第 一 和 第 二 項 均 満足 限定 条件 
(4), 但 第 一 项 是 代表 从 源 т" 处 向 外 辐射 的 球面 波 ; 而 第 二 项 是 代表 来 自 无 穷 远 处 
向 从 源 向 v^ 处 会 聚 的 球面 波 , 从 物理 方面 考虑 , 这 第 二 项 对 于 点 源 而 言 没有 物理 意 
X, 应 予 抛弃 , 故 仍 应 令 В = 0. FH, (7) 式 可 写成 

ejkR 


Go = A> (8) 


即 解 Go 等 于 齐 次 微分 方程 的 解 а ー 乗 以 (表示 波 振幅 的 ) 任意 常数 A. 
为 了 求 得 方程 (1) 的 特 解 , 现 将 (8) 代入 它 来 确定 常数 4 为 此 , 令 以 r 为 球 
心 作 一 半径 alfa > 0) 的 小 球面 Sa, 其 体积 为 所 ,并 将 (1) 式 对 此 体积 V, 积分 , 得 


il (V?Go + k*Go)dv = lll, —é(r — r')dv = —1 (9) 


p ж ж 


注意 到 V2Go = V. VG. 上 式 应 用 高 斯 定理 后 , WA 


nii (YGa + wo) = の Areas + [ff возо = =1 (10) 


因 当 a — 0 时 , 我 们 有 


. OG . OGo 
is ff. ms fJ. ag 05 
| | 1\ e jkR 
= lim s. —A c T x) R dS 
= lim E (i + 3 sna" 
а—+0 а а 
=—4лА (11) 


| | ejkR 
ix JJ, etn = n Ја тее 
1 
< li — 
«jm fff sn 


a 2x л 
= lim | A| / / / Е віп 09dRd0do 
а—0 о Јо Jo 


=|Al2na? — 0 (12) 


将 以 上 (11) 和 (12) 式 结果 代入 (10) 式 , 便 可 得 
1 
~ 4л 
这 样 , 将 (13) 代入 (8) R, 我 们 便 得 到 所 要 求 的 Helmholtz AE (1) 的 基本 解 或 自 
由 空间 的 Green 函数 为 


(13) 


1 ekR 1 —jk|r—r’| 
Go(r,r’) ニー ニニ ーー ニー ニニ ーー (14) 


4л R 4n Ir -r'| 


(2) 二 维 平面 极 坐标 系 (o, p) 
选用 平面 极 坐 标 系 (o, v), 记 点 源 坐标 为 p', 场 点 坐标 为 p. Helmholtz 方程 的 
Green 函数 所 满足 的 方程 为 


V?Go + КСО = —é(p— p (Imk <0) (15) 
Со(р, р'}о— = 0 (16) 


(Res 着 Go 代表 co^ RRES, Ш б FERES im VB ( +i) Go = 0) 
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“4 p # р IN, Go 满足 二 维 Helmholtz 方程 : 
VGo+ к2Со =0 (ps p) (17) 


SR p = p'(z', y) 为 平面 极 坐 标 系 的 原点 , 由 于 为 无 界 域 , 点 源 产生 的 场 具有 
轴 对 性 , 即 Go 仅 是 距离 R= |р – p'| 的 函数 , 故 在 此 平面 极 坐标 系 下 , (15) 式 退 化 
为 常 微分 方程 : ， 1 a ( de。 


L ーーー 2 = 1 
БАБ RP) + eoo 0 (R>0) (18) 


AP, R=|p—-p'|=J/(e-2/?+y-y')?. 
(18) 式 就 是 零 阶 的 Bessel 方程 , 其 通 解 是 


Go = АН (kR) + BHP’ (kR) (19) 


RE, HO (kR) 和 HO (kR) 分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 零 阶 Hankel 函数 ; А. B A 
定常 数 . 
34 R — oo Ff, HO (kR) 和 HO (kR) 具有 大 宗 量 渐 近 式 : 


/ ° _. 
Ho” (kR) , —oo go 和 HO (ЕВ) = ЛЕВ me 


类 似 于 三 维 情形 所 作 的 讨论 , 因 Imk < 0, 或 对 于 时 谐 场 , 34 kR > 1 FF, 则 (19) 
式 中 第 一 項 AHO (kR) 代表 从 源 р’ 处 向 外 辐射 的 柱 面 波 ; 而 第 二 项 BA! (ER) 代 
表 来 自 无 穷 远 处 向 从 源 向 o! 传 来 的 柱 面 波 . 后 者 没有 物理 意义 , 我 们 应 有 B = 0, 
于 是 (19) 式 可 表 为 


Go = АН (kR) (20) 

为 了 求 得 方程 (15) 的 特 解 , 现 将 (20) 代入 (15) 式 来 确定 常数 A. 为 此 , 我 们 

以 ” 为 圆心 作 一 半径 ala 一 0) 的 小園 Г, 其 面积 为 Sa, 并 将 (15) 式 对 此 面积 S, 
积分 , 得 


/ (V?Go + k2Go) dS = - ó(p — pdas = —1 (21) 
Sa Sa 
注意 到 V?Go = V .VGo. 上 式 左 边 第 一 项 应 用 二 维 高 斯 定理 后 , 则 有 

JI, (V?Go + k?Go) dS = f 250 di + S, k?GodS ニー (22) 


对 于 上 式 右 边 的 线 积分 , 将 (20) 式 代 入 后 并 令 a 一 0, 我 们 可 得 


lim f ŽE dl = lim f 22041 = ола 8Go 
a—0 Jr. On a—0 Jr Op OP Jano 


= 2nka AH? (kp) ls (23) 
=a 
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BARF HP (т), 有 小 宗 量 近似 式 : 
2 
HP) 322; Hf") -ji (24) 


故 由 (23) 式 有 


又 因 


lim 7) 人 k? Gods = lim J| / k AH! (kR)dS 
=j= 2 2A EJ / a (= 5 ) Ranae 
2 un 
=j4k*A lim "m RdR 
/ In (=) nan= | "- In Rd R? 
0 2 0 2 2 0 


2 |а 2 
= (n) + +1 Reine Z 
o 2 


而 积分 : 


a 


2/ 2 4 |, 
2 k 1 > a 
= 5 + 5а Ina ~ = 
因 a? ша], = 0, 而 有 
2 2 
: 2 ーー 72 À 1: а k 15 a^ 
tim, f/f. Greg = а?л tim, | Fin + зо Ina =| > 0 (26) 


将 (25) 和 (26) 代入 (22) 3X, 我 们 就 有 
_l_ j 
=== 4 (27) 
将 4 代入 (20) 5X, 最 后 就 得 到 所 要 求 的 二 维 Helmholtz 方程 (15) 的 基本 解 为 
Go = —1 HË) (kR) (28) 
A+, А = |o — p| 为 场 点 与 源 点 之 间 的 距离 : 成 用 余弦 定理 , 它 亦 可 写成 
= Vp? + p? — 2pp' cos p (29) 


式 中 , o ARE p 与 p 之 间 的 夹 角 . 
故 二 维 Helmholtz 方程 的 自由 空间 的 Green 函数 亦 可 表 为 


Go(p, p^) = — HO (ву? + p? — 2рр cos ç) (30) 
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(3) 一 维 直线 坐标 系 
一 维 Helmholtz 方程 的 Green 函数 所 满足 的 方程 与 限定 条 件 为 
d?Go 


155 +260 = —ó(z —z'” (Imk < 0) (31) 


lim Go(z,z') = 0 (32) 


(s # Go 代表 si 的 时 谐 场 , 则 Go FORAS ыр (2 к) Go = 0 


(32) 式 中 , z' 为 点 源 坐标 ; z 为 场 点 坐标 . 现 以 x Z x! 为 分 界 , 将 求解 域 分 成 区 域 
(1)z' < z < оо 和 区 域 (2) -oo < z < x. 在 此 两 无 源 区 ,Go 分别 满足 一 维 齐 次 
Helmholtz 方 程 : 


acy +2600 =0 (z > m) (33) 
ger +060 =0 (z< z) (34) 
熟知 , 它们 的 通 解 分 别 可 表 为 
GP (z z') = Aei** + Веке (z > z) (35) 
GO (a, a^) = Ce? + Det? (z < 27) (36) 


其 中 , А,В,С 和 р 为 待定 的 积分 常数 . 

类 似 于 三 维 情 形 所 作 的 讨论 , 因 假 定 有 Imk < 0, 或 对 于 时 谐 场 , 以 上 式 中 它 
们 的 第 一 项 Ae-jkz 和 Ce 代表 向 +z 方向 传播 的 平面 波 ; 而 第 二 项 Beikz 和 
Der: 代表 向 —z 方向 传播 的 平面 波 ; 我 们 可 应 用 在 x = oo 的 限定 (或 辐射 ) 条 
fF, 以 及 在 z = z' 处 应 满足 的 源 条 件 来 确定 这 些 待定 的 积分 常数 . 

Н тә oo Hj, GP (x, 2’) = O(Imk < 0), 可 得 B = 0; 而 由 z 一 -oo 时 ， 
GY (z,z') = 0, 则 可 得 С = 0, РЕ, (35) 和 (36) 式 可 写成 


GO) (a, a’) = Ае-® (2 > z) (37) 
GP) (z,z^) = Dez “(z <2’) (38) 
为 了 确定 积分 常数 A. D, 还 需 按 Go(z,z') 所 代表 的 物理 量 的 意义 (或 在 数学 


E) 给 出 Go(z,2') 在 z = r 源 处 应 满足 的 源 条 件 . 假定 Gole, z^) 的 一 个 附加 源 条 
件 是 在 z = x' 源 处 Go(z, a^) 连续 , WA 


co) (z, 2) gaa!’ = Gy? (z, T= (39) 
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因 Go(z,z') 应 满足 方程 (31). Ale, 我 们 将 Go(z,z') 代入 (31) R, 并 对 方程 从 
т =x 一 A/2 Ж x — z + A/2 进行 积分 : 


z'+A/2 d2 2 є'+4А/2 
li ーー で "dz + k* li Go(z, x')d. 
Ef a o(z,z' dz + lim v Af o(z, zdz 
z'-A/2 
=— lim / ó(z — z')dz (40) 
4-0 r'—A/2 ) 


由 于 在 源 处 Go(z, z) 是 z 的 连续 函数 , 有 


z'4-A/2 
jm. n Ls Gd = Jim (AGo( a sh] = 0 
而 对 于 5 函数 的 积分 , 按 其 定义 , 有 

т'+4/2 


lim ó(z — z')dz = 1 
4 一 0 z'— A/2 


于 是 , 我 们 由 (40) 式 可 得 


z'-A/2 d d 2+4/2 
lim dz ee の | = lim EA = —1 
450 Ji. дуг dz A—0 | dz z-A/2 
` BẸ 
GP (ma) -eP (ma) _ =-1 (41) 
т=х'/ z=z’ 


表明 在 z = x^ 源 点 处 , Gr (z, 2^) 连续 , 而 导数 Gr (z, 27) 则 是 不 连续 的 , 其 跳 变 值 为 
—1. (41) 式 就 是 Gole, x’) 所 应 满足 的 第 二 个 源 条 件 . 
应 用 源 条 件 (39) 和 (41) sÑ, 由 (37) 和 (38) R, 我 们 分 别 可 得 


Детік = рек (42) 
和 
-jk (Ae + Рек) = -1 (43) 
由 以 上 两 式 可 解 得 
A= a D= oe (44) 
将 它们 回 代 至 (37) 和 (38) R, 并 考虑 到 在 > = z' Green 函数 的 连续 性 , 即 得 到 


1 А " 1 ; , 
GO nl l.l. -jk(z-z ) 2 , (2) ^I を ( ァ ー ァ ) < 
o (z,z') эке rzs 和 Go (zz) Bk? TT 
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即 号 成 


_1 -jk(z-z’) r2 z! 
Go(z, z!) = j2k 
оу» 1 ejk(z—=') <r 
ok TBI 
j 
рее" (Imk < 0) (45) 
特别 地 , 对 于 z' = 0, EA 
Go(z, 0) = gi (Imk « 0) (46) 


С = Helmholtz 方程 圆柱 坐标 系 有 界 问题 Green 函数 之 范例 

设 有 一 半径 为 a 的 无 限 长 、 理 想 导 电 的 空心 直 圆 柱 体 , 在 其 中 p= w 处 置 有 
一 作 时 谐 变化 got 的 均匀 磁 流 环 , 如 图 C.1 所 示 . 

磁 流 环 上 的 磁 流 7。 可 表 为 
_9(@- の )2<ー の ) 

p 

SUP, a, X ゅ 方向 上 的 单位 矢量 ; Luo 为 磁 流 和 矩 (常量 )、 由 于 问题 具有 轴 对 称 性 ， 
有 à = 0, 这 是 一 个 二 维 问题 . 


Jm = à L. (1) 


Сл 无 限 长 理想 导电 圆柱 内 的 时 谐 磁 流 环 


采用 势 函 数 法 , BREH F 満足 方 程 : 


V?F + КЕ = eJm (2) 
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在 圆柱 坐标 系 (p, v, г) FP, У2Е 的 表示 式 为 


F 2 дЕ 
2p 2p こと 2 Ое 
ve (v ° p p др 
N F. 2 OF, 、 
十 ay C^ 一 = + s) + &,V2F, (3) 


Jm 只 有 o 分量， 以 及 有 Ê z— = 0, WH (2) RM (3) 式 可 得 关于 F, 的 标量 非 齐 
en 


VF, + G К F, = _eF 92 — p)ó(z — z”) 
或 
18 (+ at) + (e- 5)n NIA el 5(p — p)ó(z — z!) (4) 
одо \ ap p? 082 0" p 
ER Е, 则 按 势 函数 法 电场 E 即 可 求 得 为 
B=-iVxF=-1Vx (F pay) 
8 9 
ーー の 12 (pf: (5) 
H = jw E avv. F--joF (BSV. F = 0) 
= — jwk yay (6) 
4 E, 
G= Is (7) 
则 (4) 式 可 化 为 
10 е 1 OG _ (p-p)é(z — 2’) 
23 (Pap) ーッ) Gye erem (8) 
С 应 满足 的 限定 、 边 界 条 件 是 
lim GAA BRE (9) 
tim 7 5 (06) =0 (Е, = 9) (10) 


lm G=0 (11) 
z—ioo 
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M p Z p Mzz N, G 满足 方程 : 


CORGON e 
今 应 用 分 离 变量 法 求解 (12) 式 , 令 
G = G,(0)G,(2) (13) 
则 有 1 [1 d / dG 1 1 d?G 
alata) P-a) таге 
于 是 可 得 а гав, 
55 (oae) * (B52) =O 04 
和 dG 
d +k?G, =0 (15) 


式 中 , k2 = k? — k2; k2 为 分 离 常 数 . 

现在 来 求解 满足 方程 (14) 给 定 条 件 (9) 和 (10) 式 的 解 . (12) 式 是 宗 量 为 kp 
的 一 阶 Bessel 方程 . G, 的 一 般 解 是 J (k.p) 与 Yi(kop) BI TESI, 但 Yi lko) 不 
满足 p = 0 为 有 限 条 件 , DPB, 故 (14) 式 满足 给 定 条 件 (9) 的 解 可 表 为 


Gp = Jı (kop) (16) 
对 于 给 定 条 件 (10), 因 Bessel 函数 有 递 推 关系 式 Ji (2) = —Ji(2)/z + Jo(z), й 
界 条 件 (10) TRA: 


1d 1 
Gp = pdp [pJ1(kop)] pa = p [kopJ1 (Кор) + Jy (kop) pza 


=F Колор), = 0 
由 此 得 
Jo(koa) = 0 (17) 
А yon 表示 Jo(x) = 0 的 第 п 个 根 , CRT ATTESA 


_ Xon 
а 


kon = (n = 1,2,---) (18) 


n = 1 ~ 49) xo, 值 可 参见 3.3 WR 3.3.2. BOE (14) 式 的 解 (16) 式 可 写 为 


Gp = Ji(Kpnp) (n= 1,2,---) (19) 
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熟知 , 满足 给 定 条 件 方 程 (15) 的 解 可 表 为 


kaz > ダ 
G, = | Jus ууу (mk <0) (20) 


这 样 , 由 (13) 式 可 得 方程 (12) 式 的 一 个 特 解 为 
G= Л (kpnp)Gz (21) 


而 方程 (8) 的 一 般 解 可 用 其 齐 次 形式 不 同 n 取 值 的 特 解 (21) AEB RA, 
即 
=>, SnJi( (Kon p)G (22) 


AP, s。 方 展 乾式 系 数 . 
将 (22) 代入 (8) 式 , 我 们 有 


ы 1d / dG, ; 1 = G: っ | 
二 F |2 — — G п k2G, | С 
Dala (> 3 (s Z) 9} +59 E: 6 | Gp 
_ (p — p')ó(z — 2’) 


p 
其 中 , G, = Jp). Al J (k; o) 是 方程 (14) 的 解 , 上 式 左边 第 一 项 等 于 零 , 而 有 
_ _ (eo = p)ó(z ~ 2) 
YA (sono) (26 2G с.) = 5 (23) 


4X (22) APARAR oJ (k; p)do, 并 对 变量 p 从 0 到 а 积分 . 按 6 函数 的 性 质 ， 
上 式 右边 对 o 的 积分 为 Ilko p), 而 左边 利用 Bessel 函数 正 交 规 一 化 性 质 : 
kon # Kon’ (n#n’) 


a 0 
Л (kpnp) Ji (Коп p)pdp = 2 24 
| ーー Cm) = Ji oa) kon = kon (n = т) 29 


则 可 得 А 426 
sm SI? (pn a) ( dz + de.) = -Jı (kow p')ó(z — 2’) 
即 有 d2G JA(kon: p") 
z | үзе _ _ 1 om _ 
uu + 6: a aT? (Kon "S 2) (25) 
Tü п’ — п, 并 令 


_ 1 2J (kon. p") 
^ Sn a? J? (kona) 
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则 (25) 式 可 简洁 地 写成 
d2G, 


> + HG, = —Dó(z - 2’) (27) 
对 于 方程 (27), 我 们 曾 解 过 , DARRA ( 见 本 章 附 录 B(45) XX): 
D —jkz|z—2z' 
G; = БИЛИШ k | | (28) 


将 (28) 和 (26) 式 代入 (22) 式 , 最 后 我 们 便 得 到 所 求 问题 的 Green 函数 G 为 


こ へ 1 Л (Kon p) hk pn) ek |zー を | 
LU  — hd EA 212 29 
G= La ЖЫЛ Еа) (29) 


今 已 求 得 G, йш (7) 式 可 知 电 矢量 势 F, A 


ы 1 J (Kon p) Jy (Kon p' ) es ]z-z'| 
_ テー 30 
Fy Elmo > 2 jk; Л (kona) ( ) 


H (5) 和 (6) 式 可 得 


02-а) а” ыб Жы un en 
E: = ーー OF, p) = E > zs [oJ (Kon) amo 
ーー 62) 
H, = ~ jwF, = —— maaa 1 Меле, —jk.|z—z'| 
= デル = >E, (33) 
RP, n, = =. 


D Fourier 和 Hankel 积分 变换 

积分 变换 法 已 被 广泛 地 应 用 于 数学 物理 和 工程 中 , 用 以 求解 所 遇 到 的 微分 方程 
边 值 问题 . 常见 有 Fourier 変換 、Laplace 变换 , Hankel 変換 等 . 一 般 地 , 这 些 变换 定 
义 如 下 : 

如果 天 (a, z) 为 具有 两 个 变数 的 已 知 函 数 , 对 于 函数 f(z), 以 下 积分 


b 
flo) = | $(@)K(a,2)d2 
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在 积分 区 间 [a, ЈО RH [—оо, оо] 88 [0, оо]) 收敛 , 则 f(a) 就 称 为 函数 f(z) 的 积 
分 变换 , 常 记 作 fla) = T{f(z)}. 积分 表示 式 (1) 中 引入 的 函数 K(o,z) 通常 称 为 
积分 的 “ 核 ”, o 为 参数 , 是 与 z 无 关 的 实数 或 复数 . 不 同 的 积分 变换 将 有 不 同 的 
“ 核 ” 和 积分 区 间 . 

下面 , 我 们 仅 简要 介绍 Fourier 变换 和 Hanke 变换 的 定义 , 及 其 导 函 数 的 变换 
ER. 对 于 它们 的 许多 其 它 重 要 性 质 , 以 及 其 它 的 变换 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 
专著 . 

(1) Fourier 变换 

(a) Fourier 变换 对 

d f(z) 为 分 段 连续 函数 , Н f(x) 在 区 间 (-oo < = < oo) 绝对 可 积 , 则 积分 : 


79=/ 7 Hajda (1) 


存在 . FE) 定义 为 f(x) BJ Fourier 变换 , 其 中 积分 变换 核 为 er-iie; 常 记 作 FE) = 
F(f(z)); (6) 亦 称 为 f(z) 的 象 函数 , 而 函数 f(z)(—co < z < oo) 的 积分 表示 式 : 


sa) = z | F@eas (2) 

则 定义 为 f(£) 的 Fourier 逆 変 換 , 常 写成 f(z) = FHE f(z) 亦 称 为 f(e) 的 

象 原 函 数 . f(z) 和 fe) 通过 积分 可 以 相互 表示 , 它们 构成 了 一 一 对 应 的 Fourier 2E 
换 对 . 

Fourier 变换 可 以 扩展 到 多 变量 情形 . 例如 , 对 函数 f(r) 的 直角 坐标 逐个 进行 


变换 (或 展 成 Fourier 积分 ), 我 们 有 二 维和 三 维 的 Fourier 变换 对 . 
对 于 f(z,y)( — оо < z < co; –оо < y < оо), 二 维 Fourier 变换 对 为 


књ) = [flav err te dzdy (3) 

ley) = zs [7 А kyo dha (4 
对 于 f(z,y,z)(—oo < x < оо; —oo < y < оо; —oo < z < oo), 三维 Fourier 变换 对 为 
FE, ky, kz) = た fla, у, z)e Vete he drdydz | (5) 


1 f° = А 
f(z,y,2) = Sa / F (Key ky, kijo ott hut D dk dk, dk, (6) 
—©о 


(b) f(z) 的 导数 的 Fourier 变换 
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Hest (1)Fourier 变换 的 定义 , 对 于 f(z) 的 一 阶 导数 f(x) = of 的 Fourier Ж 
换 公式 为 _ 
-f /'(ж)е ат (7) 


应 用 分 部 积分 , 便 有 


PO = [fe] ege [аде 
考虑 到 已 假定 dm f()— 0,388. / летаа = fO, 故 有 


f'(&) = jef(6) (8) 


它 表 明 一 个 函数 的 导数 的 Fourier 变换 等 于 这 个 函数 的 Fourier 变换 乘 以 因子 jE. 
类 似 地 , 对 于 f(z) 的 二 阶 导数 f(e) = E 的 Fourier 变换 公式 为 


FE) - [Г f" (a je dz 
= [fet] eje flo)e Kae 


再 次 应 用 分 部 积分 , 便 有 
FO = (UG) HE m + G0? [^ fetta (9) 
假定 我 们 有 [Lf (2) + ef) e^] 199 = 0, FÆ, 就 f" (s) 的 Fourier 变换 为 
F"E) = -E FCE) (10) 


以 上 假定 [F (х) +j€f]% = Jm. ('(z) - j€£f) = 0, 其 数学 意义 是 计算 Fourier Ж 
换 对 时 , 包含 有 一 个 “收敛 因子 ", 而 对 于 电磁 问题 , 其 物理 意义 则 是 代表 辐射 平面 波 
的 Sommerfeld 辐射 条 件 ; WRA /(ж)| „л = 0, 则 亦 有 f'(z)| i o = 0. 实际 上 ， 
如果 7 代表 电场 的 某 个 分 量 , M f'(x) 所 代表 的 乃 是 磁场 的 某 个 分 量 ; 若 |z| 一 co 
时 , 电场 等 于 零 , 则 磁场 亦 将 为 零 . 而 假定 eiclzl| °° = 0, 表示 应 有 Ime < 0, 考虑 
了 时 间 因 子 & 后 , 其 物理 意义 则 表示 波 的 传播 具有 损耗 . 


例 1 试 求 单位 脉冲 f(t) = | : И - 的 Fourier 变换 . 
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ENX, f(t) 的 Fourier 变换 为 


fw) = [.^ f(t) tdt = [Pe eae 


аара 282 2673 ay 
jw T w 2] 

2 . wr 
"wong 


fj 2 试 求 函数 f(z) = d(x — £) 的 Fourier 変換 和 逆 変換 . 
按 定义 , f(x) 的 Fourier BRA 


f(t)- た ó(z — x’ )eS* dz = e ez (12) 
而 由 (2) 式 , 可 得 f(E) 的 Fourier BAK, BH 6(z — z^) 的 积分 表示 式 为 
6(z — 2’) xj. eié(e- ge (13) 
许多 函数 的 Fourier 变换 及 其 逆 变 换 可 由 某 些 数 学 手册 中 Fourier 变换 对 表 查 到 . 
(2) Hankel 变换 
(a) Hankel 变换 对 


如果 J, (Aa) 5 n 阶 第 一 类 Bess] 函数 , 则 一 个 函数 f(z)(0 < z < oo) 的 如 下 
积分 : 


fw) = / f(a L(A zd (14) 


定义 为 f(z) 的 Hankel 変換 ( 亦 称 Fourier-Bessel) 变换 . 其 中 zJ, (Ax) 称 为 积分 变 
AE. 
如 果 一 个 函数 f(z)(0 < z < oo) 的 Hankel 变换 为 f£ (А), 则 积分 : 


= / “JOM (A)AdA (15) 


则 称 为 f(A) 的 Hankel BAER, 

有 时 , 我 们 将 f(x) 的 Hankel 变换 f, (À) WHE Н{/(ж)}, 而 将 f(A) 的 Hankel 
逆 变换 记 作 HHF) 积分 (14) 与 (15) 共同 构成 Hanke 変換 対 . Hankel 变换 
( 亦 称 为 Fourier-Bessel 变换 ) 可 认为 是 平面 极 坐 标 下 的 二 维 Fourier 变换 . 

关于 Hankel 逆 变换 公式 可 证 明 如 下 : 
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H (2) 和 (3) R, 已 知 对 于 7 げ (z,9)(-oo < z < co — оо < y < oo), —# Fourier 


变换 对 为 
f (ke, ky) = た f (z, y)e kartkyY) dydy 


f(z,y) = zi] flke, k,)e «7*5 dk dk, 


(16) 


(17) 


现 我 们 令 z 二 rcosyp;y = rsing 和 k; = kcosa;ky = ksina, W) (16) 和 (17) 式 可 


变换 成 
со 2x 
f(k, a) -f rar f flr, we ihr coste o) qc, 
0 0 
1 oo 2л _ А 
= — т cos(ip—a 
f (r, e) тз | kak / f(k a)el do 


SH fry) 写成 
Р, р) = f(r)e"* 
代入 (18) 式 后 , 可 得 


oo 2x 
F k, — d ejl—np+kr cos(y—a)] q 
fia) f reve / е 
ERR: 令 0 = o — р 一 /2; 则 上 式 将 变 为 
oo 2x 
- k, _ d ej[n(0+xz/2—o)+kr cos(6--x/2)] 49 
(ka) = | rera | 
oo 2n 
-f тате) | el(né—kr sin Ө) ag 
0 0 
已 知 , Bessel 函数 有 积分 表示 式 : 
1 2x | | 
— ilL (n8—kr sin 0) 
Jn (kr) = 元 / е db 
于 是 , (22) 式 可 写成 
ДЕ, о) = 2ngv/2-9 / Ë f(r)J« (kr)rdr = 2ne 072-9) F(k) 
0 
将 (24) 代入 (19) 式 , 得 


1 


oo 2л 
f(r)e-in* = mal kak / ein(s/2-0) f(k)e ikr cos(e-o) dw 
л Jo ñ 


1 oo _ 2x . 
= 2n / 7 の kd f elln(x/2—a)—kr cos(p—a)] day 
T Jo- 0 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 


(25) 
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再 次 作 变 换 : $ 0 = o — o + л/2, 则 上 式 将 变 为 
fere [^ kak [^ ejln(0—p)—kr cos(2/2—8)] dy 
=f f (k)kdke- ime [7 el(n@— krsin6)qg (26) 


或 
f(r) = af f(k)k2xJ,,(kr)dk = / f(k)J,,(kr)kdk (27) 


ИСА (15). 
(b) 导 函 数 f'(z) 的 Hankel 变换 
如果 f.) 为 f(z) 的 n Br Hankel 変換 Вр 
一 た f(z) ん (Az)zdz (28) 


则 导 函 数 SF 的 n 阶 Hankel 变换 £10) 的 变换 公式 为 


RA = A| EE 0) - faa (29) 
以 下 来 证 明 此 变换 公式 . 按 Hankel 变换 的 定义 , f'(z) 的 Hankel 变换 为 
&o- | © SL 5, (Aa)zda (30) 
应 用 分 部 积分 法 , 得 
Ё) = p- f re) Ош) 
假定 x 一 0 和 zz 一 oo В, A zf(z)J, (A. z)| so 一 0, 则 上 式 变 成 
--f fü E [nd (Az)]dz ニー n ^ f(x) p +22 0) ас (31) 
利用 Bessel 函数 的 递 推 公式 : тж (х) = tJn—1(x) — (а), 可 知 有 
T JT (z) = Az Jp- (A£) — ni (Ar) (32) 
于 是 (31) 式 便 可 写成 


fr) = (®- 1) / Ë f(z)J« (Az)dz — А n ü f(z)J,,- i (Az)zdz 
= (n — 1)I — Af, (А) (33) 
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式 中 , I 为 积分 : 
r= | f(z)J, (Az)dz (34) 
又 应 用 Bessel 函数 的 递 推 公式 ; の 1(z) + Ingi(z) = 2 Jala), 将 z Ах Ja, 可 得 
2а) = 2 0), (A2) + ља Oe) 

代入 (34) R, 可 将 积分 7 RA 

_ 入 oo oo 

I => p J(z)J,- i (Àz)zdz +/ d 

= A40) + fn] (35) 

于 是 , 将 此 代入 (83) Ñ, 便 有 
о) EE + aQ] - M0) 


=a [PaA | (36) 


这 就 证 明了 EET n 阶 Hankel 変換 公式 . 


2 2 2 2 
df df Т9 a df ldf n 7 在 一 定 条 件 下 的 Hankel 变换 


() xw» 402 + zar Tl аз t yar r 


f£ Hankel 变换 的 定义 , 7/(z) 的 Hankel 变换 为 
oo 42 
0) = [ 0) (37) 
应 用 分 部 积分 法 , 得 
PO) = [Eoo] - n ef e [nds Qa) dz 


BUE z — 0 fl оо 时 ,有 aS J, (Аа) 


„20, 则 上 式 变 成 


z—oo 


マー+ 


RO) -- [^ SES en ondas 
°° d 
ニー / a [oa EL dz (38) 


H (37) 5 (38) 3X, 可 得 


= (qf таў *df [d 
n (27 + zH) zJ. (Az)dz = -/ “Л ELS dz (39) 
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对 上 式 右边 应 用 分 部 积分 , 则 (39) 式 可 表 为 
df, laf ーー a ü 
r (= + ) zJ, (Az)dz Bio dz ДЕЛ 。 


dz? хат 
59 а а 
+Í f(z)i- [e $no] dz 


一 0, 则 上 式 变 成 


roo 


/ (Gr +i) TJn бшуде = [^ f(z ZIF: (Az) + х-- 3 1,  ] dx (40) 


因 J, (x) 是 Bessel 方程 的 解 , 即 有 : 22 (т) + zl) + (22 — n2)J,,(z) = 0, 


m 


将 z 一 А, 可 得 RA + 215. (A) = — (2 一 =) zJ, (Az), 将 此 代入 (40) 
A, EA . 


[ E38) nome Гн (е) нн 


此 即 有 た (27+ 197 m" 点 让 zJ, (Az)dz = -X / ^ f(a)eJ,(Az)dz 


dz? + т dr 


式 中 ， た f(z)zJ, (Az)dz = (A), 这 样 , 我 们 最 后 便 得 到 


ВЕ z — 0 Al z — co 时 ， 有 270) 2. Ја (Аа) 


оо 2 ~ 
/ (27 ,idf п =) zJ, (Aa)dz = -A2 f, (А) (41) 


z dz 


例 3 ”已 知 积分 公式 [oe -as Jo(Az)dz = (a? + 2)-172 故 可 得 f(z) = le-or 
2 Hankel ЭЖ. 


fA) = / Ë Le" nA a)ds = / е—ве(Аш)йх = (a? + А2) 1/2 (492) 
0 0 
Bl 4 Wok f(A) = 和 -2?2e-o* 的 一 m Hankel 逆 変 換 H-—![f(A). а 
Bessel 函数 , 有 积分 公式 / ect Ih (s) = 1 |a? + 22 a), ЖЕГЕН ЖОШ 
变换 为 
H^ { Foy} = n Ë А Зета, (Ах)АаА = / ü ел (Аз) 8А 


== [(a2 + z2)1/2 — a] 


(43) 
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在 实际 应 用 中 , 许多 函数 的 Hankel 变换 对 可 由 某 些 数学 手册 和 有 关 专 著 查 到 . 
例 5 {ЕЗ (36) 式 特殊 情形 , 对 于 n= 1 有 


= _ ~ df _ _ 4 
Roa) = [ Sentus = AJO) (44) 
式 中 , FO) = fo), 下 标 为 零 时 , MET o. 


例 6 зои flo) = °— KE Hankel ERG А, 


Bog X, fU) 的 零 阶 Hankel 变换 为 
ни) = fo) = [^ デー の Ageae = љор) (45) 
0 p 
而 f(A) 的 零 阶 Hankel 352535, BHH f(p) 的 积分 表示 式 为 
ло) = [FOO = Í ze) (46) 
0 0 


例 7 YEA (41) 式 特殊 情形 , 对 于 n=0 An = 1, 分 别 有 


со 2 ~ 
n (= + =) zJo(Az)dz = —A?f(A) (47) 
со 2 ~ 


E XE Helmholtz 方程 有 界 问题 (矩形 波导 ) FX Green 函数 之 范例 


参见 图 E.1, 考虑 由 理想 导体 制 成 的 、 边 长 为 axb、 充 有 媒质 є. u ВОС 
导 . 我 们 的 问题 是 要 求 波 导 内 存在 冲 激 电流 源 J (п) = ^in (à; + à, + ё.) (тт!) 
时 所 激发 的 电磁 场 . 


y 


a 0 


图 E.1 和 矩形 波导 的 并 矢 Green 函数 


由 于 解 题 过 程 中 的 数学 式 推导 较 长 , 所 用 符号 也 较 多 , 为 清楚 起 见 , 这 里 先 概 
述 一 下 解 题 的 思路 和 步 又 
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正如 通常 求解 电磁 场 问题 时 ， 可 直接 求解 电场 E 所 满足 的 Helmholtz 波动 方 
程 解 得 D, 然后 再 通过 Maxwell 场 方程 求 出 磁场 Н; 也 可 以 先 求解 磁场 H 所 满足 
的 波动 方程 解 得 Н, 再 由 Maxwell 场 方程 得 出 电场 E; 此 外 , 还 可 以 通过 先 求解 畏 
助 的 磁 矢 量 势 A, 再 由 A 得 出 EMH. 对 于 求解 电磁 场 并 矢 Green 函数 , 相应 地 
我 们 亦 有 Ge 1k. Со 法 和 GA 法 . 

对 于 到 和 Са 法 , IN V-G.(r, r^) デ 0 和 V.Ga(r,r') Z 0, RA ЖЕ АЛЕН РА 
数 展开 它们 时 要 用 到 波 函 数 L. M 和 N; 而 对 于 Gm 法 , 则 因 有 V С. (r, r^) = 0, 
Ж Сы WRIA BASIS MAN. 在 三 种 方法 中 , 以 G, 法 较为 简 
单 , 故 以 下 将 先 介绍 Gm Ж. 

本 征 函 数 展开 法 ( 亦 称 Ohm-Rayleigh 法 ) 是 求解 G(r,r)(G.. Gm Ж GA) 的 
一 种 有 效 方法 , 其 求解 的 具体 步骤 是 : 

(a) 选择 合适 的 坐标 系 , 并 求解 出 此 坐标 系 中 标量 方程 Vy + К? = 0 的 泛 定 
解 , 并 由 


L= VY (1) 
M = V x (paz) (2) 

和 1 
N= KY x V x (à) (3) 


生成 满足 与 Gir, r) 相同 边界 条 件 的 矢量 本 征 波 函 数 . L. M 和 N 均 满 足 矢量 
Helmholtz УЖ V x Vx F — K2F = 0. 

ТАЕ ЗА RAUL L. M. N 作为 并 矢 前 矢量 构成 的 , 并 且 算 子 
对 并 矢 的 运算 是 “前 运算 ”, 因此 , GO) 应 满足 的 边界 条 件 就 转化 为 L. M. N 
应 满足 相同 类 型 的 边界 条 件 . 

(b) 求 出 用 以 展开 G(r, r^) 所 需 和 撩 量 本 征 波 函 数 と 、 М. N 的 正 交 、 归 一 关系 
式 . 

(c) 将 并 矢 形 式 的 Helmholtz 方程 的 非 齐 次 项 eco — r’) KV x [sr 一 7) 
分 别 用 由 L. M. N 作为 前 矢量 构成 的 并 矢 基 本 波 函 数 进行 展开 , 并 利用 矢量 波 
函数 的 正 交 、 归 一 性 质 确 定 展开 式 中 的 矢量 系数 , 即 并 矢 的 后 矢量 . 

(d) KERK Ст, v^) 用 与 非 齐 次 项 相同 的 并 矢 展开 式 的 形式 展开 , 然后 将 它 
和 非 齐 次 项 展开 式 一 并 代入 并 矢 Helmholtz WH, 确定 出 Cir, r) 展开 式 中 的 系数 ， 
Mi G(r,r^) 的 并 矢 级 数 . 

一 旦 确定 出 G(r v^) 的 并 矢 级 数 , 问题 即 告 基本 解决 . G(r r^) 一 般 含有 两 项 ， 
一 项 是 留 数 级 数 , 另 一 项 为 奇异 项 , 需 注 意 的 是 , 在 这 一 步 计 算 中 , 会 涉及 应 用 留 数 
定理 及 围 线 积 分 , 而 围 线 积分 中 包含 有 奇异 项 积分 , 要 求 细 心地 把 奇异 项 部 分 抽取 
出 来 分 开 计 算 . 


M 录 一 .503. 


1 PRRSHKBAERAR L. М м 
ゅ 满足 标量 波动 方程 : 
М? + К? = 0 (4) 
选择 直角 坐标 系 (z,y, 2), 成 用 分 高 変量 法 , > 


(2,0,2) = X(z)Y (y)e ^ (5) 
将 (5) 代入 (4) 式 可 得 
ます: 和 dur t MY =0 (6) 


式 中 , kz, ky 为 分 离 常数 , 并 有 


K? = k? +k? +h? = k2 +h? 
k2 = k2 + k? 


Ж (4) 式 的 泛 定 解 可 表 为 
p(z, y, z) = (A cos kzz + B sin k,z)(C cos kyy + D sin k,y)e hz (8) 


式 中 , A, B, O, D 为 待定 常数 , 可 利用 波导 边界 条 件 确定 . 
将 (8) 代入 (1)~(3) XX, 选择 领 示 矢量 а,, 可 得 矢量 波 函 数 : 
L= уф 
= k,(—Asink,z + B cos k;z)(C cos kyy + Dsin kyy)e P âs 
+ ky (A cos ksz + B sin k;z)(—C sin kyy + D cos К„у)е Zà, 
— jh(A cos kax + B sin k,z)(C cos kyy + D sin kyy)e za, (9) 
M = V x (baz) = Vi x à, 
= k, (A сов ksx + B sin kz)(—C sin kyy + D cos Куу)е i à, 
— k,(— Asin kaz + B cos k;z)(C cos kyy + Dsinkyy)e ?"*à, +04, (10) 
N = 5V x V x (Wa) = ŻY x M 


K 
— jhk, (A cos ksz + B sin k,z)(—C sin kyy + Deoskyy)e i” ây 


1 | 
= 一 { —jhks(—Asin Кт + B сов k;z)(C cos kyy + D sin kyy)e P âs 


+ (k2 + k2)(A cos kzz + B sin k;x)(C cos kyy + D sin tye ia, (11) 
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G) 对 于 Ga, 满足 第 一 类 边界 条 件 Ax Ger ,7 0, 相应 地 记 G. 为 Ga. 
我 们 已 约定 G 是 用 矢量 本 征 波 函数 L. M лу 作为 前 矢量 构成 的 并 矢 基 函 数 
进行 展开 的 , 并 且 运 算是 “前 ”运算 , 故 边界 条 件 à x Gal = 0, 相应 于 有 
ћх L|s=0, ñx M| s =0, Al ax N|; = 0 (12) 


AF, S 为 波导 壁 的 界面 ; ñ 为 5 的 法 向 单位 矢量 . 
对 于 ñ х L|s = 0, 即 L| = L,|;=o,a = 0 和 Lz|y=0,b = І.\,оь = 0, 由 
(9) XX, 分别 可 得 


z=0,a 


A=0, Е, = тл/а, (т = 0,1,2,:-:) 


All 
C=0, ky =nn/b,(n=0,1,2,---) 


TÆ, 由 (8) 式 可 得 归 一 化 (BD = 1) HN v 2 
Vomn = sin Бу sin kyye ih (13) 
式 中 , FER “о” 表示 v 是 由 正弦 (AP) 函数 构成 . 而 由 (9) 式 (A— C = 0) 有 


Loma = {kz cos kyz sin Куб: + k, sin k;z cos кууй 
. ( (14) 
—jhsin kzz sin Кууё„} еі" 


XT Ax M|s = 0, Bl M,|, 5, = 0I М] o, = 0, 由 (10) R, 分 别 可 得 


B=0, Е, = тлја, (m =0,1,2,:::) 


D=0, ky=nn/b, (n=0,1,2,---) 
相应 此 时 归 一 化 (AC = 1) Kd A 


Vemn = COS kxz cos kyye hz (15) 
AF, FPR "e" 表示 % 是 由 余弦 ( 偶 ) 函数 构成 . 故 由 (10) 式 (B = D = 0) 得 
М emn = (—ky cos kzz sin kvy&, + kz sin kzz cos куб} e ih (16) 


而 对 于 ñ x Nls = 0, B NL S, = Nel 
(11) 式 , 分 别 有 


一 0 和 Ns, o, = Nal y=, =0, 由 


z=0,a 


A=0, К = тл/а (m=0,1,2,---) 


和 
C=0, ky=nn/b, (n=0,1,2,---) 
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故 相应 此 时 的 归 一 化 的 y 与 (13) 式 相同 , 即 亦 为 yomn. 故 由 (11) 式 (A — C — 0) 
便 有 
Nomn == [—jhks cos kzz sin Куб. — jhky sin k;z cos kyyay 

+ (02 +k?) sin ksz sin k,yà, ) e ha (17) 
Ga (r, v^) 合适 的 矢量 本 征 波 函 数 . 注意 : 对 于 k.. ky 中 的 m. n 值 不 能 同时 为 0, 
否则 所 得 解 为 平庸 解 

Gi) 对 于 Guo, 满足 第 二 类 边界 条 件 ñ x V x С), = 0, 相应 地 记 Gu, 为 

Gm2. 因 有 V- Gas(r,r) = 0, 故 展开 Guo 仅 需 用 到 矢量 本 征 波 函数 M 和 N. 它 
们 满足 相应 边界 条 件 : 

aAxVxM|,=0 和 A&xVxNl|g-0 


MF ñ x V x M|. = 0, Bi K ñ x Nig = 0, 这 正 是 展开 Ga 时 的 矢量 波 函 数 
N 所 満足 的 条件 , 故 可 知 此 时 的 归 一 化 ゅ 亦 与 (13) 式 相同 , 即 为 ou. 故 由 (10) 
式 (4=C=0) 便 有 
М omn = {ky sin Кох cos 96。 — k; cos kzz sin куйм} еті? (18) 
而 N 应 满足 相应 的 边界 条 件 是 
ñxVxN|s=Kñx Mls=0 即 ax M| 


H (10) 式 可 得 


=ñx Ml op =0 (19) 


2=0,а 


В = 0, Е = тл/а (m=0,1,2,---) 
0 = 0, ky=nn/b, (n=0,1,2,---) 
WO ñ x V х N|s = 0, Ках M|; = 0, 这 正 是 展开 Ga 时 的 矢量 波 函数 
M 所 满足 的 条 件 , 故 可 知 此 时 的 归 一 化 亦 与 (15) 式 相同 , 即 为 ess. КЕН (11) 
` R (B = D = 0) EF 
Nemn == (hk, sin k,z cos Куй, + jhk, cos Кт sin Куд, 
+ (K2 + k?) cos Кж cos kyye 1^ * а, ) етіп (20) 


以上 (18) 和 (20) 式 的 Momn 和 Nemn 是 用 以 展开 矩形 波导 的 Сшыо(т,т') 合适 矢 
BATRA. 
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注意 到 , 在 Ga 的 展开 波 函 数 中 ，M mn 不 含有 а, 纵向 分 量 , CRA TEnn 
模 的 电场 ; 而 Nonm WEA à, 纵向 分 量 , 但 与 它 所 相应 的 、 Guo 的 展开 波 函 数 中 
的 Memn 则 没有 а, 纵向 分 量 , Moss 所 表示 的 是 TM, 模 的 磁场 . KGa 中 的 
Мот» 表示 TMmn 模 的 电场 . 因此 , Ger 展开 式 的 物理 意义 将 是 表示 波导 中 电源 产 
生 的 电场 为 所 有 可 能 存在 的 TES, 与 TMm 模 申 協 的 養 加 . 类似 地 , Guo AFÈ 
则 将 是 所 有 可 能 存在 的 TES; 与 TM, ROHN ЖЛ. 

归纳 以 上 导 得 的 矢量 波 函 数 结果 如 表 E.1 所 示 . 


REL 矩形 波导 中 的 矢量 波 函 数 


тл nX : Th "WX 2 
Фоти, = sin 一 一 sin EY jhz "emn = cos — T cos っ jhz 
a a 


电磁 波 模式 ” 
展开 Ga. Ga 边界 条 件 展开 Grm2 边界 条 件 
TEmn Loma (h) fx Lomas = 0 — — 
Memn(h) ћ x Memn| 5 = 0 Momn(h) ax V x Momn|s = 0 
TMmn Nomn(h) nx Nomn|g = 0 Nemn(h) P x V x Nemnlg = (0 


表 中 , 对 于 展开 Ga MGa: 


mx тл. mn пл 
Lomn(h) = cos 一 sin 一 Tyas + sin ーー ァ cos Tp ey 
a a a 


b b 
—jh sin Ts sin っ y, le (218) 
л л, m ñ T ~ 一 j 
Memn(h) = {-> cos ー Zsin っ à, + = sin € cos yay } e she (21b) 
л 
Nomn(h) ー ァ 1- ー ル ーー cos — sin hs, -jAT sin ーー ァ cos yay 
It ^ EP 
+ k2 sin LN ya. Je jhe (21c) 
对 于 展开 Gas: 
TAX. тл NT ~、 тл тл. пл. E 
M omn = us sin PEZ cos "EL -7 cos ut sin yay } e i^? (22a) 
N 1 {jn sin ТИТ соз — a уһ 0 gm si nT jâ 
一 Mala ーー — rsin — 
emn TERUG a p Ye TH COs — € p voy 
л | 
+ k2 cos TU cos ya. e Ih (22b) 


其 中 
К? = к +k +h = К2 enm 有 为 连续 谱 


k? = (тт) + (=y 称 刃 蔵 止 波数 。 m、n = 0,1,2,… .为 离散 谱 
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2 L, AM 和 的 正 交 性 质 和 归 一 化 系数 
(i) 对 于 Geis Ga 展开 函数 Lomn, Memn 和 IN omn; 具有 如 下 正 交 关系 : 


ni Lomn(h) - Mess (—h')do = 0 (23) 
/ / f Lomn(h) - Nomm(—h/)du = 0 (24) 
! / f M sah) : Мо (—h')du = 0 (25) 


(m. m'in, n AET) 


/ / / Lomn(h) « Lom'n'(—h)dv = 0 (26) 

/ / / Memn(h) ` Ме (—h')du = 0 (27) 

/ / f Nomn(h) ` Nos (—h')du = 0 (28) 
(m 3 т (或 )n Z n^) 


以上 式 中 [ff …a = f f [I ae 是 对 整个 空间 域 积分 
Vv 0 0 一 Co 
以上 (13)~ (28) R, 34 m Z m' 和 (BK)n Z z 时 ,利用 三 角 沙 数 的 正 交 关系 式 ， 
容易 证 明 这 些 正 交 关 系 式 是 成 立 的 . 34 m = т Mn = n PF, (26)~(28) 式 就 是 
Lomn, M emn 和 Nomn 的 归 一 化 积分 . 可 以 证 明 ， 它们 的 积分 值 即 归 一 化 系数 为 


Ih omn(h) * Lomn(—h'du = =a + 60)K75(h — h') (29) 
"i M onn (h) : Memn(—h')dv = та 1 + 5o)k25(h — №) (30) 
"i Nomn(h) (СВ) = TEE (1 + 0)#28(h — V) (31) 


以 上 式 中 , бу 为 Kronecker 6 БЖ. 


1 = 
б = morn=0 (32) 
0 mandn=0 


(ii) 对 于 Gmz 展开 函数 Momn 和 Nemn, 不 难 证 明 , 具有 如 下 正 交 关系 : 


/ / /, Momn(—h) - Мем (Һ/)дъ = 0 (33) 
/ / / Momn(—h) : Momw (h')du = 0 (34) 
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/ / / Nem (№): М (В) = 0 (35) 


对 于 (33) X, т. т’ RI n. n! 为 任何 值 ; 对 于 (34) 和 (35) 3X: m Am! 和 (E)n Z n; 


E dv = Tf f. dzdgdz 是 对 整个 空间 域 积分 


M omn 和 Nemn 的 归 一 化 系数 为 
/ / / M oss (h) - МА) = =a + 59) k25(h — が) (36) 
v 
ni N oss (5) ` Nana -h/)do = za + 60)k26(h — h’) (37) 
V 


KF (29) 式 归 一 化 系数 的 证 明 : 
证 明 将 (21a) 式 中 的 Lomn 代入 (29) 式 左端 , 有 


n= [ [ { он (Se) sc? (89) 
+ (E) sin? (5) soe (82) 


lsin? (Tr) sin? (22 ー)( ぬ ー が )2 
+ hh’ sin ( a z) sin ( р y) IE dadydz (38) 
因 有 
/ cos? — zdr = 1+ д0 a; / cos? — zdz 1+ до 
o 2 2 
тл 1 — бо è ona 1 — до 
n sin^ — zdz = — a; n sinf -一 Zdz = ———b (39) 
A a 2 o b 2 
il 
1 


+оо 
一 e Ih), = / 
On dz = ó(h — h/) 


注意 到 , 4m Mn = 0 时 ， отт = sinkzze hs 或 sin kyye™ih?, (38) 式 积 分 被 
积 函数 中 第 一 和 第 二 项 有 一 项 为 零 ; 而 第 三 项 积分 为 hh sin? (mnz/a) e j(h-h')z 或 
hh! sin? (nxy/b) e~- 于 是 (38) 式 积分 后 可 得 Lomn 的 归 一 化 系数 : 


ab Tuv? Tu? 
I = (l+ &) (=) +(S) + | 2r8( ヵ ー h!) 
= "a + ôo) K25(h — Һ) 


其 它 矢量 波 函 数 的 归 一 化 系数 的 证 明 仿 此 . 
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3 Ohm-Rayleigh 法 求解 G. (r, r”) 

(1) Gm 法 | 

Gm 法 求解 边 值 问题 的 Gus (m, e^) 的 数学 表述 归结 为 是 先 求 出 如 下 Gus 的 并 
矢 形式 Helmholtz 方程 满足 所 给 矩形 波导 边界 条 件 和 辐射 条 件 的 解 : 


Vx V x Gm2(r, r) — k2G, o (r, т") =V x [T5(r 一 7) (40) 
ÁxVxGmgaj(r,r),,,-0 (在 波导 壁 S 上 ) (41) 
ups [v x Gina(r, r’) + јка, x Gax(r, ^) =0 (42) 


然后 , 再 由 以 下 关系 式 求 出 Goi(r, т): 


1 


Gelr,r’) = = 


[v x Сао (тт) — For — 7) (43) 


式 中 , к? = wep. 
(i) V x [Zar - 7) 的 并 矢 展开 式 


Bt Ohm-Rayleigh 法 , 我 们 先 将 式 (40) 式 右 端 非 齐 次 项 V x [To(r - 7) MA 
适 的 矢量 波 函 数 (这 里 是 Momn(h) 和 Nema(h)) 作为 前 矢量 构成 的 并 矢 基 函 数 展 
开 , 而 表 为 | 


Vx G 一 т) = た dh ` [М omn(h)Aomn(h) + Nemn(h) Benn (А) (44) 
式 中 , Aomn(h) 和 Bomn(h) 为 展开 式 的 待定 矢量 系数 . 


为 确定 系数 Aomn(h), 将 Мом» (№) AR (44) 式 两 边 ， 并 对 整个 波导 空间 
V 积分 , 得 


[ [ "n Mam (—h') Vx [T(r 一 т) dzdydz 
[ [ た / аһ と Momn (№): Momn(h) A... (h) 


+ M, (№) ` Namn (B) Bos (8) dadydz (45) 


应 用 并 矢 恒等式 : A- Vx B= у. (Ax B) +(V x A) B, ERTH 
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(45) 式 左边 积分 = -f [ nn Momn/(—h!) x Tó(r — ')| dzdydz 
+f [ た V x My (В) -Té(r — r')dzdydz 
ーー ーー の à [Mose (=) x Tó(r — r)| as 
+f [ / + x Mommn(~h!)-Ti(r —т')йтдуйв — (46) 


设 源 不 在 波导 界面 5 上, WE S br Z+, 9 アー ア ) = 0, 上 式 第 一 项 面积 分 
HE, 而 第 二 项 积分 应 用 5 函数 的 筛选 性 质 , EA 


(45) 式 左边 积分 = V! x Mg (— h) (47) 


式 中 , V 是 对 源 坐 标 (x,y,z) AEE M omn (В) 是 将 (22a) R Momn(—h) 中 
H m> m, т э m,n о n, h — h, IR (2, у, 2) 換 成 帯 撤 的 学 酸 . 

对 于 (45) 式 右边 积分 , 应 用 M ous (h) 和 Nemn(h) 的 正 交 、 归 一 关系 式 (33)~ 
(37), 便 有 


(45) 式 右边 积分 = I. B TEB (1 + до) ЕВА — HW)Aom (h)dh 
=" (1 +) КА (h!) (48) 
于 是 , 由 (47) 和 (48) XX, 得 
V! x ML (K) = 2 (1 + bo) КА т (h) 


或 


2 一 6 
Aomin (h^) = ーー У' x RM (№) 
Sm 一 m,n onl oh, 得 矢 量 系 数 
2—6 
Aomn(h) = pga V x Momn(-h) (49) 


类 似 地 , 为 确定 系数 B... (h), 将 N (№) AR (44) 式 两 边 后 , 对 波导 空间 V 
积分 , 则 


左边 积分 - [ / yr(ー/)・V x [T(r 一 т") dzdydz 


=V'x Nemin! (一 h/) (50) 
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而 此 时 其 右边 应 用 Moss (ћ) 和 Nomn(h) 的 正 交 、 归 一 关系 式 (33)~(37), 可 得 
a pb oo oo 
j ^N 一 一 em'n'! _h И Momn A Aomn h 
右边 积分 fff f EN Ch) Momn (В) Aon (h) 


TN emn! (—h’) ・ Nemn (А) Bemn | dadydz 


= / = (1 + б) K 26(h — i) Boss ()dh 


=" (1 +60) FE Boss (h) (51) 


FÆ, 由 (50) 和 (51) Ñ, 得 


2 一 6 
B. (h) = à V! x Ni n! バー №) 
с 
4 т! っ mn >n 一 hh, 得 矢量 系数 
2 一 6 
Bemn(h) = IV x Nemn(—h) (52) 


将 (49) 和 (52) 代入 (44) sh, 便 得 到 


V x [15r - 7) - aD E тар? eM omn (A) V" x Momn(—h) 


"uu x M) 


因 有 

1 1 
故 上 式 亦 可 写成 
V x ze 一 т) -f dh > Cmn K [Moms (h) N "C h)- N ema (h) Mz, (—h)] 

Í (54) 
式 中 ， ; 。 

2 тилу? пл 
mn КАА R= (E) + (FF) (55) 


(ü) Gm2(7, r^) 的 并 矢 展开 式 
将 Gona(r,r') 用 波 画数 Momn(h) 和 Nemn(h) 作为 前 矢量 构成 的 并 矢 基 函数 
展开 , 可 得 


で 。>(7, т”) = 三 dh >м omn (h)Comn(h) + Nemn(h)D emn(h)| 
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RP, Comn(h) 和 Domn(h) 为 展开 式 的 待定 矢量 系数 . _ 
Al G. o (r, r^) 满足 方程 (40), 它 的 并 矢 基 函数 应 具有 与 V x | が で ー т) 相同 
形式 , 故我 们 可 直接 将 Сшо(т,т') 的 并 矢 展开 式 写 成 以 下 形式 : 
Сот, т") = た dh X` Cmn K [tem Monn (A) N mn (h) 


+ benn N emn (A) M omn Ch) (56) 


式 中 ， Gomn 和 bomn 为 待定 标量 系数 
将 (54) 和 (56) 代入 (40) 式 , 可 得 
だ аһ Css анну x V x M an (h) М mn(—h) 


m,n 


+bemnV x V x Nemn(h)M (一 2 


emn 


ef dh Cn K [Bon Moma (A) N onn (СВ) + bemn Nen (Mn (СВ) 


= / Ë аһу СК (K ー k?) les omn(h) Nomn(—h) 


J 一 Do m,n 


+bemnN emn(h)M mn(— " 
因 M omn(h ) 和 Nemn(h ) EAE V x V x F — К?Е = 0 的 解 ， 于 是 上 式 可 化 为 


た dh 5 Cmn K (к? – к?) [ем omn(h) Nomn(— h) 


was mn 


+ bern N emn(h)M omn(— 2) 


= Í аһу Conk |м C+ (М CA) (т) 


比较 (57) 式 两 边 系数 , 而 有 
(K2 — k?) Gomn = L; (K? — k?) bemn = 1 


故 得 | 

Qomn = bemn = K?-—k2 (58) 
HERRA (56) R, 就 得 到 em r^) 的 并 矢 展开 式 : 
Gar, т”) - dh > Cmn т Ri М omn (h) N omn(— h) + Nemn(h)M ema — h)| 


(59) 
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(ii) 通过 计算 V x Сшз(т,т') Ж Ga (п, т) 
对 (59) 式 取 旋 度 , 并 应 用 关系 式 (53), 可 得 


= ° К? 
Vx Gm2(r, 7’) =f dh > Cmn үз [Nom AN anth) 


+ М.М) (60) 


积分 (60) 可 应 用 复 变 函数 中 的 围 线 积分 法 进行 计算 . 由 于 积分 的 被 积 函数 含 
有 奇异 部 分 , 因而 需 将 其 中 的 奇异 项 部 分 提取 出 来 分 别处 理 . 

为 辨认 出 (60) 式 被 积 函数 中 的 奇异 项 , 我 们 查看 被 积 函数 中 含 积分 变量 h 的 
情况 . 由 (21b) 式 可 知 Memeh) PRE h A K(K = \/k2 + h2), 而 由 (21c) 式 可 
AI Nan (h) 的 横向 分 量 含有 因子 h/K, 纵向 分 量 含有 因子 1/K. N.a (h) 的 横向 
分 量 与 纵向 分 量 所 含 因子 不 同 , 故 将 Nomn(h) 表 为 横向 分 量 Nomnr(k) 与 纵向 分 
Ж Nomnz(h) 之 和 , Bl 


Noma (h) = Nomnr(h) + Nomnz(h) (61) 
于 是 (60) 式 可 写成 
— co 2 
Vx Gear) = | Y oio С + Nomnz(h)) СЕ 
+ N'omnz(h)) + м.м (Јан 


оо К? ; 
一 > Cm NomnT(h)N omnT(—h) 


十 NomnT (RN a z (—h) + N omaz(h)N' aa (—h) 


+ Nomnz(h)N’ omnz(—h) + М, (ЮМ) dh (62) 
* mm 2 лгу? 
k2 = k? — k? = k? — (=) + (=) | (63) 
于 是 有 
— К? =k? + Һ? — k? = Һ? k, (Ж, (55) 式 ) (64) 
К? h2 h2 k2 
# (62) X848 cau IO — pog gg ЭРТ 


oo 时 ， AGATA 1 —— 积分 中 第 2、3 项 被 积 函数 含 因子 


而 第 4 项 含 因子 ты — pa nb ho too, 被 积 函数 趋 于 零 , 积分 


ia = x s 
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К. e 式 积分 中 关于 Memn(h)Memn(—h) 项 全 因子 テー E BE k2 T 


Legg гр RS 1 这 部 分 也 是 奇异 项 .将 (62) ^ "En Ninar (=h) 
| | 
项 的 因子 用 テテ ー = л + сы qt MH TIAE Momnr(h) M innr h) 项 的 
"d E 


m= 1 р nitum ; BR, 则 (62) 式 可 化 为 


V x Gmalr,r) Г Fe. [мы ом 0 


00 m,n 


因子 用 


K? ; 
+ FE NomnTlh)N omnr(—h) dh 


oo k? ; 
+ J >` Cn | gg Mere A) M (СЮ 


"= [EN er Nr CH) 
+ Nomar (h) Nang Coh) + Мааа (Нат) 
+ Nomnz(h)Nomnz(-h)| bah 
=I + l (65) 
这 样 , 就 把 x Grol r) 积分 的 奇异 项 分 离 出 来 了 ，(65) 式 中 的 第 一 个 积分 1, 
就 是 奇异 积分 . 以 下 我 们 将 证 明 这 个 奇异 积分 : 
2 


T K 
1 = f Y Omn [Mennt )M nn (— h) + pa Nomnt (h)Nomnr(—h) dh 


=1,6(r — r’) (66) 
RP, Cnn = 2 m T, = Gedy + àyà, 为 横向 单位 并 矢 . 


而 (65) 式 中 的 第 二 个 积分 h TSR 
ъ= [> X os nu gr pg Mem U)M s (h) 


K k2 
um _ k2 [id Nose (WN oma の (一 h) 
g 
+Nomnt(h)Nomng(—h) + Nomnz(h)N mnr(—h) 
+Nomnz(h) N C71) jan 


= k2S(r, т”) (67) 


KH ж 一 


这 里 , S(r, r^) 称 为 留 数 级 数 , 其 积分 结果 为 


= j 2 一 0 
S(r,r’) = E GE [M em» (kg) M bin (FR) + Nomn(tkg)N omn(FKq)] 


+(2 — 2’) > 0 (68) 


将 (67) 和 (68) 代入 (65) 式 求 出 x Сшо(т,т') 后 再 代入 (43) 5X, 最 后 得 到 矩形 


波导 的 Galr, r’): 
Galr,r’) =a [v x Gm2(r, т") 一 Ió(r 一 т) 
=S(r,r’) — E [Tst — r’) - ló(r — 7) 


= 1 
=S(r,r’) 一 129#@%5(т —т') (69) 
关于 (66) 式 奇 异 积分 五 的 证 明 : 
正明 ”由 (21a) 和 (21b) XX, 有 
nx тл . nx 、 тл. mx ni _jhz 
Memn(h) = Í Р Cos a Zsin Б yà 4 = віп a т COS b yay Je 
1 л nx пл тл nx ; 
— — H " UT a uo T ^ —jhz 
N omar (h) x1 j^ = cos zsin 5 yay — jh 5 sin " z cos b yay |е 


以 上 两 式 代入 (66) 式 被 积 函数 М. „(ВМ (Ch) + Аал (P) Nnr), 


经 整理 后 可 得 
, K? , 
Memn(h)M emn- h) + pa NomnT (WN omnr(—h) 
=k? ( cos , cos — z sin ysin yaa 
=. cos — "E r Ysin — drt 
. mx , mn nx NIE pn z 
+ sin PEL ーー ダ cos g Yes Fy yi, e jh(z—z) (70) 
式 中 , , 
2 (m пл — |. IBI =E 
ke m ( " ) + ( b ) (m, n = 0,1, 2, ;不 同时 为 零 ) 


将 (70) 代入 (66) 式 , 可 得 


万 e jh(z—Z) dh (2— ーー TMT z sin s ーー 
-Lf 2 бо) { cos т COS 一 z' sin = n ーッ sin 5 5 "a às 


(71) 


4 sin PT gi R ur cos 7 nX ,. „ 
sin —- sin x’ cos —y cos 一 一 の ёё 
a a b p У yy 
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注意 到 , 5(z — z^) 在 区 间 [0, a] 的 Fourier 余弦 级 数 可 表 为 
6(z — x’) PL oe 
其 中 Fourier 系数 
am 一 2 [ деа) cos adn = 2 eos I y (m —0,1,2,---) 
a Jg a a a 
故 
ó(z — z') = まう ーー の сов ea! 
_? 二 > cos a cos kir (72) 
X, ó(z — 2") 在 区 间 [0, a] 的 Fourier 正弦 级 数 可 表 为 
ó(z — x) pP bm, sin Ur 
SE Fourier 系数 
= Ji ó(z — x’) sin mrad = 2 sin ーー の 
G Jo a a a 
ia 2 
_ 240 na пл тл ーー ダ 
ó(z — z') = a > cos — z cos 一 の 2> sin ーー の sin ーー の (73) 
美 似 地 , 我 们 有 
/ 2 一 Ôi f 2 : H (А 
ó(y—y)- р 2 оов русов луй = sin уза Sy (74) 
此 外 ， 
ーー ニー エリ intz) 
5(z Dex e dh (75) 


将 (72)~(75) 代入 (71) 式 , 就 得 到 


Fab Ce — z')abó(x — х')б(у — y’) (648; + Gyay) 


Ls z')ó(y — y')ó(z — z’) (9。6。 + уд) (66) 式 得 证 . 


=1,6(r — r’) 
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关于 留 数 级 数 (68) 式 的 证 明 : 
证 明 MAAA Str.) = ish. 现 应 用 复 变 函数 中 的 围 线 积分 法 对 (67) 式 
的 dh 进行 积分 . 
Al Nomnt(h)Nomnat(—h) &E T. Һ?/К?; Nomnt(h)Nomng(—h) 和 Nomnz(h) 
N! wr -h) 含 因子 h/K?; Nomnz(A)N mnz h) SAF 1/K?, 故 (67) 式 积分 的 
被 积 函 数 只 是 在 h = +k, 处 具有 一 阶 极点 . 


~R e 0 
一 (k +j 8) 
h=utjv 复 平面 


Ro 


图 E.2 围 线 积分 的 积分 路 径 


采用 围 线 积 分 法 积分 时 , 围 线 由 半圆 CR 与 -R 一 +R(R > oo) 两 部 分 组 
pk. 我们 先 假 定 h 的 极点 为 ky jee > 0), 积分 后 再 令 е 一 0. h 的 极点 为 
土 (kg 土 je) 如 图 所 示 . 为 使 围 线 积 分 中 沿 半圆 的 积分 当 R 一 oc 时 其 被 积 函 数 一 0, 
对 于 z > z, 取 积 分 围 线 为 Cu; 对 于 z < Z, 取 积 分 围 线 为 C2( 见 图 E.2). +E, 
按 留 数 定理 , 围 线 积分 的 值 等 于 围 线 内 被 积 函数 在 所 有 极点 处 的 留 数 之 和 乘 以 2mj， 
因 以 及 К? |. = 2 + kç = だ (見 (63) 和 (64) R), 围 线 c, MER C2 内 仅 有 单 
极点 , 我 们 不 难 求 得 


. k? 
I -2mj > Cran эр M emn (Ekg) Mann (kg) 
m,n 9 


k2 + k? 
+ p [Nomnr (kg) Nomar (Fkg) + NomnT (+kg)N omnz(Fkq)| 
9 


+Nomnz(tkg UN omnt (Fkg ) + Nomnz(tkg UN omnz CF Kg 1} 


= уба. |M onn («ымы (+) 
Nos (Eko) Nom) £ (2-2) >0 


2 — do 


式 中 , Cmn = nabk2 ` 


FE, S(r,r) = oh 最 后 可 化 为 


= 2 — ó , 
S(r,r') = = 2. [M e (ЕЁ) M" emn (Ekg) FIN omn (kg) IN" omn(Fko)] 
ab 2+ kk? 
+(z — z) > 0 
2) Ga 法 


Ger 法 求解 电磁 场 边 值 问题 的 Gas (т, r) 的 数学 表述 归结 为 直接 求 Go 满足 
如 下 给 定 和 矩形 波导 边界 条 件 和 辐射 条 件 的 并 矢 形式 Helmholtz 方程 的 解 : 


V x V x Ga(r,r) – КС (тт) = Tó(r — r’) (76) 
ñ x Са (r, r’) _ =0 (在 波导 壁 S 上 ) (77) 
ims [v x Ga(r, r’) + jk&, x Ga (r, 7) =0 (78) 


(i) Zó(r т") 的 并 矢 展 开 式 _ 
Lomn(h); Memn(h) 和 Nomn(h) 是 展开 (76) 式 右 端 非 齐 次 项 Tó(r — r!) 的 
合适 的 矢量 波 函 数 , 故我 们 可 将 此 展开 式 表 为 


б(т — т”) = た Y [Loma (h) Aomn (h) + M. n (h) Bemn(h) 
+ Nomn(h)Comn(h)|dh (79) 


式 中 , Aomn(h), Bomn(h) 和 Comn(h) 为 展开 式 的 待定 矢量 系数 . 

为 确定 这 些 矢量 系数 , 将 Loa: (№), Meses (7h) 和 Мом (—h') 分 别 点 乘 
(79) 式 两 边 ， 并 对 整个 波导 空间 V 积分 , 利用 Lomn(h), Memn(h) 和 Nomn(h) 
矢量 本 征 波 函 数 的 正 交 、 归 一 关系 式 (23)~(31)， 类 似 吓 在 Сыз 法 中 确定 У x 
[is(r - 7| 展开 式 的 矢量 系数 情形 ， 我 们 将 不 难 确定 出 (79) 式 中 的 矢 量 系 数 
Aomn(h), Bomn(h) 和 Comn(h), 其 结果 是 : 
2— бо , 


Аотп(ћ) т xabK? Lus h) 
2— бо 7 

Bomn(h) = та ML omn(—h) (80) 
2 一 6 

Comn(h) = sabia N omn (=h) 


将 (80) 代入 (79) sh, 便 有 


oo 2 ・ 
ó(r 7 т!) - / | > Cmn [i Lonn (1) Ls (7h) + M emn (h)M' emn(—h) 


+N. (h) N: 


omn 


cas (81) 
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式 中 


cie RACE) esa mazo 0n 


(ü) Gar, r) 的 并 矢 展开 式 
Geal T, т”) - [Г > Cmn [Ж omn (h) Lomn(— h) + bemn М emn(h)M smn (— h) 
+ Comn М omn (h) N omn(— 2 dh (83) 


式 中 ， Qomn(h), boma (h) 和 Comn(h) 为 展开 式 的 待定 标量 系数 . 
将 (81) 和 (83) 一 并 代入 (76) 式 , 通过 比较 等 式 两 边 的 系数 , I V x L = 0, M 
和 N RENE V x V x F КЕ = 0, 于 是 有 


1 1 
Qomn = Ug bemn = Comn = KZ k (84) 


将 (84) 代入 (83) st, 就 得 到 Ga (n, r) 的 并 矢 展 开 式 : 


б.с) = / Emi- рут Dons (h) L’ omn (-h) 


+= [M emn (h) M omnl- h) + Nomn(h).Nomn(—A)] ja (85) 
事实 上 , (85) 是 (69) 式 的 另 一 种 等 价 表示 式 . 这 可 证 明 如 下 : 
令 


Lomn(h) = Lomnt (h) + Lomnz(h) (86) 


N omn(h) = Nomnt(h) + N omnz(h) (87) 


式 中 , 下 标 里 的 up» 和 ug 分 别 表示 相关 量 的 “横向 ” 和 “纵向 ” 分 量 . 
从 比较 (21a) 和 (21b) 式 可 知 , LomnT 与 NomnT 和 Lomnz 5 Nomnz 之 间 有 
如 下 关系 : 


jK ЈАК 
Loma (h) = + Nomnr(h) 和 Loma z (h) = E Nomnz(h) (88) 
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于 是 有 
Lomn(h)Lomn(—h) = Lomnr(h) Lomnr(—h) + Lomnz(h) Lomnz(—h) 


+Lomnt(h)Lomnz(—h) + Lomnz (h)Lomnr(—h) 


K? h? К? 
= h2 — Nomnt(h)Nomat(— h) + 一 テー k4 ——Nomnz(h) Nomng(—h) 
K? K? 

— NomnT (hh) Nomnz(—h) っ Nomnz(h)Nomnr(—h) 
(89) 


将 (89) 代入 (85) 式 , 则 可 得 


1 
Gar, r’) = yc, ez rg Mess OM =A) 


1 к? 
| (元 ー k2 ais) Nomnt(h).N omnr(h) 


1 h? 
K2—k2 aa) Nomnz(h)Nomnz(h) 
с 


І 1 
K2 — k2 + =) Nomnz (E) N (D) bah (90) 


( 
+ (= L =+ 3 Nomar (h) Nomnz(h) 
( 


аке P-R 1 1__ É 
K?—k? k2h2 kR(K?-k?) Һ? K?—k? k? k2(K2 — k2) 


1 oo K2—k2 _ К? К? 
K?—k? kk? K2—k2 k? kk? С 2 (K2—k2) k2k2 


于 是 , (90) 式 可 化 为 


Gei(r,r’) - [Г Уо (р M ens (h) M a (№) 


K? k? — k2 
+ k2(K2 — k2) KZ 2 Nomat(— h) + Nomnt(h)Nomnz(— h) 


+ Nomnz(h)Nomnz(—- h) + МОЮ omar (=h) ja 


d. 


>` "MEN k2k2 Nomnz(h)N omnz (一 h)dh (91) 


99? m,n 
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(91) 式 的 第 一 个 积分 可 应 用 围 线 积分 法 和 留 数 定理 计算 . 因 有 Kk? = hha 
和 k? k? = h2 (ML (64) R), HES Gm 法 中 的 (67) 式 比较 可 知 , 此 即 留 数 级 数 


S(r,r’) = In /k2; 而 (91) 式 的 第 二 个 积分 应 为 奇异 项 6(r - r). 事实 上 ， 
H (81) 式 : 


oo 2 
4,4,0(r = т”) = f > Cmn РОО? 


一 co mn 


+ Nos N C71) dh (92) 
将 (88) 代入 上 式 , 则 有 
со 2 
à,à.ó(r — r^) -f Y Cmn [€ + 1) Nomn2(h) Noma) dh 


99 mn 


oo K? , 
= / >` Cmn Ta Nomnz (h) Nomng(—h)dh 
—99 m,n c 


Ж (91) 式 可 写成 : Ga (r, т) = S(r, r’) — 6。8。9( _r’) 
这 与 采用 Gm 法 所 求 得 的 结果 (69) 式 一 致 . 

(3) Ga 法 f 

G 4 法 求解 电磁 场 边 值 问题 的 С (т, n^) 的 数学 表述 归结 为 先 求 GA 满足 如 下 
给 定 和 矩形 波导 边界 条 和 件 和 辐射 条 件 的 并 矢 形式 Helmholtz 方程 的 解 : 


V2GA(r, т') + k?G A(r, r) = —16(т — r!) (93) 
ñ x GA (r, r') uu 0 (ХЕЙ HES E) (94) 
ims [v x Ga(r,r’) + jkà, x Сабт, т) =0 (95) 


然后 , 通过 如 下 E 与 4 关系 式 的 并 矢 形式 求 出 С (т, т): 


Gei(r,r’) = (7+ gv) -Ga(r,r’) (96) 


(81) 式 给 出 了 Tó(r — r) 的 并 矢 展开 式 , 由 (93) 式 可 知 С, 应 具有 类 似 的 展 
FR: 


= °° k? 
Ga(r, т”) = / >` Cmn [tons Lone (1) Ls (7h) + bomn M emn (RM emn(—h) 


99 mm 
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+ ComnN отп (Р) № (7h) | dh (97) 


式 中 , aomn(h), bomn(h) 和 comn( 为 展开 式 的 待定 标量 系数 .由 于 G4 的 井 矢 展 
开 式 的 前 矢量 是 Lomn(h)» Memn(h) 和 Nomn(h), 因而 Ga 满足 它 所 需 的 边界 条 
件 和 辐射 条 件 . 
将 (81) 和 (97) 是 一 并 代入 (93) 式 , 比较 各 项 系数 可 得 
1 

Gomn = bemn = Comn = K2 2 (98) 
于 是 , (97) 式 可 表 为 
— oo 2 
Galr, т”) = / sss а Сона o (=h) + Memn(h)M' emn(—h) 


+ Noma (1) N (71) dh (99) 
ERRA (96) X, El V.M = V.N = 0, VV L = VV^y = -K?L. 于 是 有 


= ; の 1 k К? ; 
Ga(r,r) = 2 Cmn KEK 1- "y Lomn(h)L omn(—h) 


1 


TERCER 


[M en (h) M omn(—h) + N omn (h) Nsmn(—h)] jm 


+= Memnlh) Mn (Oh) + Noms (N, Ch) bah 

_ (100) 
此 式 与 先前 采用 G. 法 所 导 得 的 结果 (85) 式 完全 相同 , 亦 与 Ga 法 结果 (69) 式 等 
TEES i 

Сбт) = Str.) рудадан — т”). 
以 上 已 分 别 采 用 Gm: G. 和 Ga ESB TR SHIEK Green 函数 Ga (r, v^) 

的 表示 式 . 当 波 导 中 存在 有 电流 分 布 J(r) BF, 波导 中 所 激励 的 电场 便 可 由 (1.14.45) 
给 出 : 


E(r) = —jwp ルル Ga (т, v) : J(r)dv' (101) 


而 相应 的 磁场 H 可 通过 场 方程 V x E(r) = -jwpH(7) 计算 . 参见 (68). (69). (21b) 
和 (21c) 式 , 具体 写 出 (101) 式 中 的 Ga (m, r^) Ж: 


Ge(r, r’) =5(r, r’) - zz sao 2 
-Í 280 Menn (tg) M gan Fg) + Nomn Ekg) N os Fk) 
| ab £ < kgk? emn( g emn ЕЁ omn omn T 


— La, —т') (2-27) > 0 (102) 


пл тл о, nm ~ тл. тд nm ~ Tk. 
M +k = [- cos —zsin 77 a, + — sin — cos — yà jen 9 
emn CERg) b a b yos a a b yay 
; л mm, 2 NT ,. mmo, тл, nA ,. n 
M mn CF Eg) = テテ сов — Z sin -Y б» + — Bm a cos у ду је Jg 


тл тл пл ~、 
Nomn(tkg) = p a — cos "at sin っ và, = js > T sin ua? cos っ Yay 


. Tm | юл раа ; 
+ k2sin — x sin z” za, ечк 
a 


л л TT 2 
N’ mn(Fkg) = З= — cos Tiy sin Ty à, + јк ps m 一 z” cos っ y Gy 


. mn, . nm ,, 
+ k2 sin PE sin ya, jette 


XX HL ky 由 (63) 式 给 出 ; К? = wep = (2л/А)?. 


附 ж 二 
A 时 谐 电 磁场 复 量 E 和 H 的 物理 意义 
对 于 时 间 因 子 为 e 的 时 谐 电 磁场 , 电场 E 和 磁场 H 均 为 复 量 , 其 复 量 形式 
可 写成 
E=E,+jE; 和 H = H, +jH; (1) 
xm, E, Ej, Н. 和 H; HAERE. 
以 电场 五 为 例 , Ж (1) 式 中 的 E RI det 后 取 其 实 部 , 即 可 得 电场 矢量 随时 
E t 的 简 谐 变 化 关系 : 
E(z, у, z, t) = Re[E(z, y, z)ejet] 
= Re [(E, + jE;) (coswt + jsinwt)] (2) 
= E, соѕит — E; sinwt 
由 此 可 知 , 电场 矢量 Elz, y, z,t) 永远 与 矢量 E, ЯП E; 所 决定 的 平面 平行 , 在 此 平 


HA, E(t) 扫 出 一 定 轨迹 , 一 般 情 况 下 , 它 是 一 个 椭圆; 特殊 情况 下 , 可 简化 为 圆 或 
直线 . 这 就 是 场 复 振幅 所 表明 的 物理 含义 . 
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以 下 我 们 先 证 明 E(t) 是 一 闭合 曲线 , 然后 再 证 明 它 是 一 椭圆 ( 即 椭圆 极 化 ), 并 
给 出 椭圆 的 长 轴 a 和 短 轴 5, 最 后 再 给 出 椭圆 极 化 退化 为 贺 极 化 和 直线 极 化 应 满足 
的 条 件 . 

(1) 椭圆 极 化 (偏振 ) 

Mt=t 时 , E(t.) = E, cosuti — Ejsinwti, WH t= tz = tí + 2x/o Bf, 


E(t;) = E, coso( れ + 2л/ш) 一 E;sinw(ti + 2n/w) 


= E,coswt, — E; sin wti 


即 经 过 时 间 为 2л/ш 后 , E(t) 又 回 到 原来 位 置 . 表明 E(t) 随时 间 扫 出 的 是 一 条 封 
闭 曲 线 . 
选择 (z,y, >) 直角 坐标 系 , 将 E, 和 E, 用 分 量 表示 


E, = Е... + EpyGy + ES; Ej = Ejzas + Ебу + Ej; 


E, = Erg coswt — Eje sin wt 


E? = F}, cos? wt — 2E,, Ej, sin wt coswt + E?, sin? wt 
类 似 地 , 有 


E2 = Е? сов? wt — 2Ery Ejy sinwt coswt + E? sin? wt 


Е? = E2, cos? wt ~ 2E,, Ej, sinwt сов ш + E?, sin? wt 


将 以 上 三 式 , 连同 恒等式 cos? wt + sin? wt = 1 写成 齐 次 方程 的 形式 , 则 其 有 解 
条 件 可 表 为 关于 1, cos? wt, sinwt sin? wt, sin? wt 的 系数 行列 式 应 等 于 零 , Вр 


E? E2, —2Е „Еш E? 


jx 
2 2 

E? Е? -2E.E;, E), 
1 1 0 1 


将 以 上 行列 式 展 开 后 可 得 含 E2, Е2 和 E? 的 二 次 式 方 程 , 即 可 得 一 二 次 曲面 ， 
CIRE E, 和 E; 所 确定 的 平面 交割 是 一 二 次 曲线 ( 双 曲 线 、 抛物 线 和 椭圆 ), 前 
已 证 明 是 封闭 曲线 , 故 E(t) 扫 出 的 轨迹 是 一 椭圆 . 

现在 , 我 们 来 求 此 椭圆 的 长 轴 a 和 短 轴 b. 


E2(t) = (E, coswt — E; sinwt) - (Er coswt — E; sin wt) 
= E? cos? wt — 2E, - E; sinwt coswt + E? sin? wt 


= ; (E? + Е?) + 5 (E? 一 E?) cos 2wt — E, - E; sin 2wt 
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令 
1 
5 (E? — E?) cos 2wt — Е, - E; sin 2ut = Reos(2wt + p) (4) 
故 1 
E’(t) = 5 (Е? + Е?) + Reos(2wt + v) (5) 


Rcos(2wt + の ) = R cost cosy — Rsin Qwt sin 
比较 (4) 式 两 边 cos 2wt 和 sin 2wt 的 系 数 , 则 可 得 


1 
Roosp = 5 (Е? - Ej) 和 Вопр = E. E; 


因而 有 
R= 1 (в — E?) + (E, Е,)? (6) 
H+ 
Е.Е = E, +jE;): (E, +jE;) = (Е? - E?) + 2jE, - Е; 
E* . E* = (E, — jE;) (E, — jE;) = (E? — E?) — 2jE, - E; 
而 有 
(Е? — Ej)? +4(E,- Ej) = (E- E) (E* E") 
故 (6) 式 亦 可 表 为 
R= 5 (E. E) E" Е) (Y) 
x 
Е? + Eš = (E, +jE;)- (E, —jE;) = Е.Е (8) 


当 Rcos(2ut + p) = +1 BF, E?(t) 分 别 具 有 最 大 值 和 最 小 值 , 故 由 (5) 式 可 知 , 
对 于 椭圆 的 长 轴 a RISE b A 


1 1 
e= z (E+E) +R= (EE + (E-E) (Е-Е) 


1 


a= E (s.m - BB EB) (9) 
P= ;(Е?+Е)-Н= (Е-Е - (EE) E) 


1 


s= [5 (s-& VE DE 27). (10) 
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(2) 圆 极 化 (偏振 ) 
作为 椭圆 极 化 的 特殊 情形 , 当 椭 圆 长 轴 a 等 于 椭圆 短 轴 5 时 , 椭圆 极 化 将 退化 
为 圆 极 化 . 显然 , 此 时 长 轴 a 和 短 細 ”的 表示 式 中 的 根 号 项 应 为 零 , 故 椭圆 极 化 退 
化 为 圆 极 化 的 条 件 是 
E.E-0 或 E*.E*=0 (11) 
由 于 (E, + jE;): (E, +jE;) = E; 一 Е? + 2jE, E;, 于 是 圆 极 化 的 条 件 亦 可 表 为 
E, .E.- E; E; 和 E,-E;=0 (12) 
(3) 直线 极 化 (偏振 ) 


当 椭 圆 的 短 轴 b = 0 或 长 轴 a = 0 时 , 椭圆 极 化 波 便 退化 为 直线 极 化 波 . 故 对 
于 直线 极 化 波 的 条 件 可 表 为 


E.E*+,/(E-E)(E*-E*) =0 (13) 


AAW, SRBE,SE FIN, 有 E-E=(E,+jE;)? fü E* Е" = (E, —jE;)2, 
而 有 


(E. EE" E") - y (E, t 4E; (Er - E; 


= ДЕ Е? = (Е? + E?) = =(E E") 


Е.Е + /(Е. E)(E* . Е") = 0 (14) 


这 表明 当 矢 量 E, 与 E; 平行 时 , 满足 直线 极 化 波 的 条 件 . 因此 , 直线 极 化 的 条 件 亦 
可 表 为 


此 即 有 


ExE'-0 (15) 


对 于 平面 电磁 波 , 若 其 振幅 为 复 量 , 则 表明 此 平面 波 一 般 为 椭圆 极 化 波 , 特殊 
情況 下 , 可 为 为 圆 极 化 波 或 直线 极 化 波 . 

Gil R E(z,t) = (Eoà, + jEo&,)el(et-kz) 为 一 均匀 圆 极 化 平面 电磁 波 , 它 满 
FE BUR AGIR A M: 


Е.Е = (Po@。 +jEo&,) ・ (Eodaz + jEoday) = 0 


Е“. E* = (Еа, — jEoGy) : (Еод, — jEgà,) = 0 
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в TM, 平面 电磁 波 对 介质 夹层 的 斜 入 射 ( 场 分 析 法 ) 
考虑 入 射 平面 波 沿 8 方向 传播 , 其 磁场 H y 方向 垂直 于 入 射 面 , NA y 


分 


EL, 电场 Е 位 于 入 射 平 面 内 , 含有 z 分 量 和 z 分量, 如 图 Ві 所 示 . 为 讨论 方便 ， 


重 绘 此 图 如 下 : 


媒质 (1) 媒质 (2) 媒质 (3) 


Ey Hu Th £2, Шэ, M2 £3; Has Ms 


图 B.1 平面 波 对 介质 夹层 的 斜 入 射 (平行 极 化 波 ) 


省 去 时 间 因 子 eixt, 各 区 域 中 的 电磁 场 表 示 式 如 下 : 
媒质 (1): (2 <0, є. 1a; ki = оу; m = Vue) 


Hy = Hie jki(zsin0i+zcos01) + 万 ne (zsin01i —zcos01) 
相应 My 的 电场 为 Ei = E15; + Eizûz, 其 中 


Fiz = m cos 0; Hš e T: (zsingl 十 zcosg1) __ m cos Ө, H15e ik (rsinO — 200861) 


Ej, = —m sin 61 ні, e iki (esin@:+2c0861) _ т sin Ө НТ, e iki (zsin01 —zcos01) 

媒质 (2): (0 z< d, єз. иә; ko = шуи; т = Viafe2) 
Hoy = Hioe o» (zsin02+zcos02) + He “ka (2sin62 — 2cos63) 

相应 Ho, 的 电场 为 Е = Е.а. + F2,4,, 其 中 

Es, = т cos 02 Hšye ja (zsin92+zcos62) — n cos 02 H7, e ike (=зіпбг — 2совз) 

Es, = —q sin の Hi, e ja (zsin02--zcos02) _ т sin 65 HZ, е јез (=зіпбз —2совбз) 
媒质 (3): (z > d, єз. из; Кз = o /8sB3; ns = \/'из/єз) 

Нз, = Hi, e ska (asinds + zcos63) 
而 相应 Hs, 的 电场 为 : Es = Es;à, + Eszú,, 其 中 


Es, = тз cos 03 Hie iks(zsings + 2cos65) 


(6) 


(7) 
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Es; = —n3 sin 03 Hio Fs(eein9s 十 zcos93 (9) 


按 反射 系数 的 定义 , 在 媒质 (1) 中 z = 0 处 的 反射 系数 RY 由 (1) 式 可 知 为 
Heiki (zsin8, —zcos01) Н 
" ні, 


// NE r _ p// pri 
Ro = Hioe Ja sind, $2050) | _ 或 Hio = Ry Hig (10) 


而 在 媒质 (2) 中 z = а 处 的 反射 系数 RY 由 (4) 式 可 知 为 


T a—jk2(xsing2—dcos0 T 
n// — е 2(asinds 2) — H20 j2ksgcoses (11) 
d Hie jk2(zsin02+dcos02) Hi, 


H3q — RY Hioe 12kadcosda (12) 


此 外 , 定义 媒质 (3) 中 z = d 处 的 透射 系数 TY D Hilez 与 Hijo 之 比 ， 
由 (1) 和 (8) REAA 


Higes (zsin03+zcos0s) pe 


i 
= = H30 „—}кзасозёз (13) 
Hige-c (zsing1 +zcos01)| о Hš, 


T/ 
或 
Ні, = Tl! Hi efsdcos の (14) 
这 里 , 已 应 用 了 折射 定律 ks sin 0з = ki sin 01. 
于 是 , 我 们 可 将 媒质 (1). (2) 和 (3) 中 的 电磁 场 表 示 式 (1)~(9) BA 


Ну, = Ні, Си + eszeoeer ) e—jkagsin@) (15) 
Ej, = m созе Hi, Сак _ В езен) е jkizsin@) (16) 
Ey, = —m sin 64 Ні, СЕ + Ветан.) е ік12зіпд! (17) 
Hoy = Ні, СЕ + RY eika(e-2dcos6a ) ejk2zsin02 (18) 
Ез» = т cos 02 Hi, С _ RA eta(e 2dc0s02 ) ejkazsind2 (19) 
Ej, = —m sin 2 Hš, Си + Rif essent ) eikaxsindz (20) 
Hay = TY Hi e ks lesinds+(2—d)coses] (21) 
Eg = na cos 6374! Hige ks [zsin63 4 (2—d)cos63] (22) 
Es, = —n3sin 77 Hige i [z5in654-(z—d)cos63] (23) 


BRZE z = 0 M z = d 两 相 邻 媒 质 分 界面 上 应 满足 的 边界 条 件 是 : 电场 和 磁 
场 切 向 分 量 连 续 ， 即 Ez ]z=0 = Ezr|z=0 5 Hiyl|z=0 = Hay\z=0 和 Eos |z=d = Ess|z=d 
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与 Hay|;-a = Hay|l.-a. 由 这 些 等 式 两 边 相 位 因子 必须 相等 可 导 得 反射 定律 和 折射 
定律 . 对 于 反射 定律 , 在 以 上 给 出 媒质 (1) 和 媒质 (2) 中 的 场 表 示 式 时 业已 应 用 ; 对 
于 折射 定律 , 则 有 


kı sin 01 = Ко sin 02 = ks sin Өз (24) 


应 用 z=0 处 电磁 场 幅 值 边 界 条 件 : Hi, |==0 = H>,,|z=o 5 Ez |z=0 = 五 2z|z=0， 
有 
Hig (1+ R) = Hig (1 + Recientes) (25) 


m cos 01 Ho (1 一 Rf) = т cos 05 Hi, (1 — Rif e Ptedcoee ) (26) 
H (26)+(25) 3X, 注意 到 ттм = n cos0 为 媒质 的 TM, 横 磁 波 的 波 阻 抗 , 可 得 


1-80 _ ma) 1- Rife Petts 


= 27 
1+ RÍ тм) 1+ Re-i2kedcos8 (27) 
M が 
1 一 Ri e—i2k2dcos62 
Пейо = "ITM (2) 1 /odo FPP (28) 
则 (27) 式 可 写成 
_ RY 

Neo = TITM(1) —— 29 
(1) 1+ RY (29) 

由 此 可 解 得 媒质 (1) 中 z = 0 处 的 反射 系数 : 

е: 一 le — 1 

Ri E _ Netto — TITM(1) _ _ n 0 /7TM(1) (30) 


"ево + )TM(1) nero /NM(1) + 1 


从 (16) 和 (15) 与 (19) 和 (18) 式 可 知 , 这 里 neo = Eiz/Hiylz=o = BE2s/H2y|z=0 为 
z = 0 点 的 TM, 波 等 效 波 阻 抗 . 

应 用 .z=d 处 电磁 场 场 幅 值 边 界 条 件 : H;,|, =a = Нз„|—а 与 Eoz|z=d= Eze |а, 
H (18) 与 (21), 和 (19) 与 (22) 式 , 可 得 


Hi, (1 + Rf) е ikadcosB2 __ TY Hi, (31) 
Hi (1— R/ —jkedcos@g __ 0 T Hi 
по cos 02 Но ale = fja COS U34 4 111p (32) 


将 以 上 两 式 相 除 , 并 注意 到 ттм = ncos 0 AH TM, 横 磁 波 的 波 阻抗 , 于 是 有 


1 十 RÝ _ 72 cos 05 _ 7TM(②) 
1- RY n3 COS の 3 TTM(3) 


(33) 
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由 此 可 解 得 媒质 (2) 中 z = d 处 的 反射 系数 : 


_ 7TM(3) — NTM(2) _ 78COS Өз — то cos 02 


nl! = 
TITM(3) t TITM(2) пз cos Өз + n2 cos 05 


(34) 


将 (34) R RY 代入 (28) R, 经 整理 后 可 得 


TITM(3) — NTM(2) сыа) (:- TITM(3) — "ITM(2) etn) 
TITM(3) +7TM (2) TITM(3) + 7TM(2) 

THM(3) (1 +e j2kədcos02) 十 ITM(9) (1—e—j2kədcos02 ) 

NTM(3) (1 — e j2k2dcos02> ) 十 ITM(2) (1 +e 32k2dcos62) 


Лено = TITM(2) (1 + 


= TM (2) 


ej k2dcosg2 十 ej kodcos@2 ) J ejk2 dcos0> . e —jka2dcos05 


FTITM(2) ( 
elk2dcos0» 十 e 一 jpadcosbgz ) 


7rM(3) ( 
TITM(3) ( 


= NTM(2) eikzdcos02 — е—1Ёзйсовбз + тузу, ( 


ВП 
NTM(3) + jNTM(2) tan(kodcos62) 
TrM(2) + jNTM(3) tan(k2dcos0>) 


ево = 7TM(2) (35) 


Hi 14 RI _ 
由 (25) R, A 20 = 一 二 -0 _ ,将 它 代入 (31) ak, 即 可 得 透射 系数 : 
Hio 1+ Rj e —j2k>dcos0> 
i+ RY =j cos ` 
M = 7 to (1+ 8T) e—ikadcos0o (36) 
1+ R4 e-j2k2dcos05 


已 知 透射 系数 Т//, 由 (21)~(23) 式 便 可 求 得 媒质 (3) 中 的 电磁 场 ， 对 于 入 射 
波 垂直 入 射 情形 , Ө, = 02 = 63 = 0, Д] nrm 一 n, (36)(2.7.29) R, RY > Ro, 
R/ — Ra 和 Th > Ту. 

C 平面 电磁 波 对 AZ 平面 分 层 媒质 的 斜 入 射 ( 场 分 析 法 ) 

设 有 一 沿 8° 方向 传播 的 平面 电磁 波 从 z < 0 半 无 限 大 的 so, uo 均匀 媒质 (0) 
以 入 射 角 为 00 斜 入 射 到 厚度 为 d. WH M 分 层 的 平面 分 层 媒质 进入 z > d 半 无 
ВЕК єму, мъ 均匀 媒质 (M + 1), 如 2.10 节 图 C.1 所 示 . 为 分 析 方 便 , BA 
此 图 如 图 C.1: 

参见 图 CI, 区 同 zm-1 < z < zm 为 第 (m) B em, um 均匀 媒质 (m = 
1,2,---,M); 平面 波 入 射 到 两 媒质 分 界面 将 产生 波 的 反射 和 折射 ， 并 遵守 反射 定 
律 和 折射 定律 , 故 对 于 媒质 (0) 和 (1)~ (M) OE, 我 们 有 反射 定律 : 


05, = 601, = 0. (m=0,1,...,M) (1) 
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(0) | (1) (m—1) (m) (M (M+1) 


S M+1: M+ 


图 C.1 平面 波 対 m 平面 层 媒质 的 斜 入 射 
而 对 于 (1)~ (M) 分 层 和 媒质 (M+1), 我 们 有 折射 定律 : 
Ко зїп Өр = km sinó, (m=1,2,---,M+1) (2) 


这 里 km = een. 若 媒 质 (M+1) 为 理想 导体 , 则 其 中 不 存在 折射 波 ， 电磁 场 等 
FẸ. 

由 于 分 层 介质 可 以 用 来 逼近 仅 有 一 维 连 续 变 化 的 媒质 , 当 分 层 分 得 足够 细 时 ， 
可 给 出 较为 精确 的 结果 , 因而 在 实际 中 具有 重要 应 用 . 例如 , 可 进行 分 析 和 研究 高 
速 飞行 体 周 围 可 能 出 现 按 某 种 分 布 的 电离 气体 中 的 电磁 波 传播 过 程 . 

以 下 分 别 考 虑 入 射 波 电场 垂直 于 入 射 面 (电场 沿 у 方向 极 化 ) 的 垂直 极 化 波 与 
电场 平行 于 入 射 面 (磁场 沿 y 方向 ) 的 平行 极 化 波 两 种 情形 : 

(1) 垂直 极 化 波 (TE, W) 

SEMA eit, 并 注意 到 有 反射 定律 (1) R, 则 各 分 层 中 的 电磁 场 的 表示 
式 如 下 : 

媒质 (0): (z <0, €0 но; ko = w/E0H0; то = VZo/go) 


Eoy 一 Бї е_3Ко\=з\пбо + =созбо) + Ете 1Ко(®®їпбо— созбо) (3) 
1 еН MEME 
Ho, — ET cos ĝo (ge jko(xsin@g+zc0809) _ Ete jko (хвіпбо sconto) ) (4) 
Hoz = i sin ĝo ( oe Sto(esindo  seosto) + oe Ko(zsin8o—zcos00) ) (5) 
70 


第 (m) 分 层 : (Zm-1 < z S Zm; Ém^ Шт; km = WyYEm”m;, m = Vm Єт 
m —1,2,-.,M) 


Emy — Eš e ihm (2 sin Om + cos Om) + Er уе km(z sin Om —z cos Om) (6) 


1 А : : 。 : 
Hus = 7$. os Om (Eigen _ Ете Shem (@8in @m—z 608m) ) (7) 
m 
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1| О Св (ты is (z sin Bu 
Ha; — sin の (Ее jkm (z sin Om +z сов Om) + Er бе jkm (z sin 65, =¢086m)) (8) 
тт 


媒质 (М+1): (z 2 d, єм+1х имал; Емал = ш/Єм+1ймт;м+ъ = има Емал) 


; Lak in А 
EM+1,y = E+10e jkm +i(zsind y +1 -2соѕ M+1) (9) 
1 А 24 . | 
HM+1z = — cos Ü yp VE 1 ое jkM+1 (хзїпӨ M+1+zcosOM +1) (10) 
NM+1 : 
: ; ~~ shea (sind ө 
Hmyz = ' sin y ci Ey 41,08 jks(zsin6s+zcosga) (11) 


应 用 第 (m — 1) 5 (т) 分 屋 的 分 界面 —z, 5 上 边界 条 件 : 电场 与 磁场 切 向 分 量 
连续 , 并 注意 到 有 折射 定律 (2) 式 , 则 可 得 


Е „уле mom COS Om —1 + Елде RE соз Om —1 


=Е? ge "mm cos Om + Er oe m *m-: COS Om (12) 
テー COS Om—1 (Ере mim соз Om—1 _ Er oe miti cos 0-1) 
mm 一 
1 ， L; А 
一 一 cos Om, (Ex ое ЈЕ, 2т--1 СозӨһ __ Eje m Cos Om ) (13) 
m 


按 反 射 系 数 的 定义 , 由 (6) 式 令 其 中 m 一 m — 1, 可 得 第 (m — 1) 与 (m) OE 
相 邻 分 层 界面 z = zm 处 的 反射 系数 RE 为 


т —jEm -1(z sin 05, 1—2 сов Ө—1) T 
RL 1 = Ет ое mm _ Em-1,0 jak 1zm_1 608 Bm —1 
m-— i —jkm- sin8,, —i+z cos 0,, _ — gH 
Em-1,0€ JÉm i(z m-1iTtZz m 1) _ Eh io 
Z—Zm-—1 
(14) 
或 
т — pl + —j2km—12%m-—1 Cos Om — 
Em-1,0 = Rm—1Em_1,9e mm C8 m1 (15) 


而 由 (6) 式 或 将 (14) 式 中 的 m — 1 — m, 可 得 第 m 与 m + 1484822 BI z = em 
处 的 反射 系数 RE 为 


T os—jkm(zsinOm—zcost T 
Ri = Emoe m( ™ m) — Emo el2km zm cos 8m, (16) 
m i —jEm (z sin 0,,, + 0 © F: 
Е} o° jkm (z sin z cos Om) rtm Ей о 
或 
Ero = RE Et oe ік" cos Om (17) 


在 (12) 和 (13) 式 中 代入 ET, 9 ME, 后 , WA 


Ей үре mimi COS Orn, -1 (1 + R$) 


一 Eš pe mm cos Om (1 + Rine 2km(zm—zm-1) cos Om ) (18) 
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Ei 06 J 12m—1 COS Om—1 (1 _ Rh. 1) 


— Пт-1 со8бт Li jk 1 соз 0 ls jan (zm— ) cos 9 (19) 
— — m Zr 一 S Um 1— R ЈАК т\т — Zm —1) COS tr 
mm cos 0, "09 ( me ) 
由 此 两 式 之 比 , 即 可 得 
1+ RL _ Тт Cos Om_1 1 + Rp e Emm ат -1) cos Om (20) 
1— RL у та-1с080, 1 一 RL @~i2hm (z+, —2 1) cos Om 


应 用 折射 定律 (2), 可 得 km cos Om = V k2, 一 кё sin2 б = ko V Етт Шт, 一 sin? 8o, 4 
id 


kzm = km cos Om = ko үет — sin2 00 (21) 
AP, ko = wyko; Erm 和 grm 分 别 为 第 (m) 层 介质 的 相对 介 电 常数 和 磁 导 率 . 
于 是 , (20) 式 亦 可 简洁 地 写成 


1+ Rn- _ тюм) ld Rie j2Eo (Zm —Zm_1) 

I— Ri  "rE(qm-01— Rh eWi2kem(@m—2m—1) 
式 中 ， NTE(m—1) = Nm_1/ COS Om —1 和 TTE(m) = Nm / COS Ө, 分 别 为 第 (m) 分 层 和 第 
(m 一 1) 分 层 介质 的 TE, 波 阻抗. 


(22) 


令 
(m—1) 1 + Rye kem(zm—zm-1) 
"gp = NTE(m) I Re j2k;m (Zm —£m-1) (23) 
+ ВІ 
= TTE(m~1) it = E : (24) 
m—i 
则 由 (24) 式 可 解 得 
ne) nre 

Ra = gp (m= M $1,M,--- 1) (25) 


ne? +nre(m — 1) 
4 (25) 式 中 的 m 一 m + 1 后 代入 (23) R, 则 可 得 50-0 的 另 一 表示 式 : 


а) 1+ Ся _ їтвол))/ (ni + mre(m) ) e JEsm (zm — 2-1) 
Nett = T)TE(m) 


_ СЯ 一 mre(m) )/ (ni + yrp(y) ) e Temm —®т-1) 
ne ) —j2ksm(zm —z ) —j2ksm(zm — Zm- 
+ ej m-1)) 十 1 一 e J2kem(Zm—%m-1) 
= NTE(m) "m ü ) MME) l ) 


(1— @—j2kzm (zm—zm— )) + NTE(m) 1+ ei2kam(zm—zm-1)) 


п cos km (Zm 一 Zm-1) + јђгЕ(т) Sin kem (2 一 Zm—1) 
= TE の てる) 
Meg Sin kgm (zm 一 Zm-1)- NTE(m) COS Кт (2т 一 Zm-1) 
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ED 
(m-1) . n + jTTE(m) tan kzm (2 一 Zm—1) 
Nef = ÜTE(m) — — (m), ON 


NTE(m) + eg tan kzm (zm 一 Zm—1) 


(m= M,M ~1,---,1) 


另 一 方面 , & (6) 和 (7) AF m 一 m — 1, 再 将 (15) RRA, 则 在 z = zm-1 Ж, 
我 们 分 别 有 


Em—1,y = Е? 06 mom сов Om —1 (1 TRA) e Jm 19 sin 85,1 


# 
Haa = а 1, oe mimm cos Om—1 (1 _ RI a) e m iz sin Om—1 
m-— 
+ Ro 
它们 的 比值 为 : -Emy = NTE(m- D Rho) 为 z= zm_1 处 的 反 
m<—1,z | z= Zm—1 一 m—1 


射 系 数 . 1 жишк (24) A D. 考虑 到 z = zo 处 电磁 场 切 向 分 量 连续 边界 
条 件 , 故 有 


(m-1) . Em-1,y 
Neff m Н 
m-—l,r 


= _Ёту 
Hms z= 


—Zm-1 


因此 , 00-0 的 意义 就 是 在 z = zi 处 TE, 横 电 波 的 等 效 波 阻抗 

以上 (23) 与 (25) 式 就 建立 了 第 mm — 1.5 m 相 邻 分 层 界面 z = zm 1 处 的 反射 系 
RRL 与 第 m 与 m+1 相 邻 分 层 界面 z = zm 处 的 反射 系数 Ri (т = 1,2,- , М) 
之 间 的 递 推 关系 式 . Rb 为 第 M 与 M +1 相 邻 分 层 界面 z = zu = d 处 的 反射 系 
数 , 它 可 应 用 该 处 场 的 边界 条 件 确定 ; 因此 , 一 旦 求 得 反射 系数 RL, 则 由 (23) 式 可 
RE MOY 代入 (25) 式 而 求 得 RL, 如 此 重复 这 一 过 程 , 便 可 求 得 所 关心 的 分 
层 介质 表面 z — 0 处 的 反射 系数 Rj 

在 z= zm 第 M 与 M + 1 分 层 界 面 处 电场 和 磁场 切 向 分 量 连续 的 边界 条 件 
Ж: 


Z=Zm—1 


Emy|z=zm = Em+1,ylz=zm 和 五 Mz|z=zw 一 Hxu+1,z|z=zu 


由 它们 便 可 求 得 反射 系数 RL. H (18) 和 (19) R, 令 其 中 的 m 一 M + 1, URA 
媒质 (M + 1) 中 不 存在 反射 波 而 有 Еу, = 0, TÆ, 我 们 可 得 


ЕЗ е Py cos Өм (1 + Ru) = ЕМ үүое M+ соз O41 (27) 
еті M COS UML mi _, 
Exe ikmizm COS ÜM (1 — Ru) = JM OOM pi oe jEM +1ZM COS Ü M +1 (28) 


NM+1 COS Өм 
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将 此 两 式 相 除 , 便 有 


1+ Rl nMticosOm _ NTE(M+1) 
1—Ry nmMcosOm41 NTEM) 
由 此 可 解 出 
RL = NTE(M +1) — VTE(M) (29) 


TITE(M+1) T "ITE(M) 
特别 地 ,如 果 媒 质 (M+1) 为 理想 导体 , 则 在 此 z > zu 媒质 中 的 电磁 场 为 零 
场 , 而 有 nem) = 0, TÆ, 由 (29) 式 可 知 此 时 反射 系数 为 


Ri =-—1 (30) 


计算 z = 0 Ж TE, 波 反射 系数 的 另 一 种 算法 是 应 用 (26) 式 , 由 初 值 n = 
nem) WREE тр, 再 应 用 (25) 式 求 得 RE. 

比较 按 场 分 析 法 导 得 的 (25) 和 (26) 式 与 2.10 节 中 应 用 等 效 传输 线 法 给 出 的 
(2.10.1) 和 (2.10.2) 式 可 見 , 它们 完全 相同 . 从 具体 例子 再 次 说 明了 媒质 中 均匀 平面 
波 的 传播 与 传输 线 上 的 波 传播 之 间 的 二 重 性 . 

(2) 平行 概 化 波 (TM, BE) 

疫 平面 波 磁 協 互 沿 ヶ 方 向 垂直 子 入射 面 , 似 有 y 分 量 , 与 波 传播 方向 z 垂直 
电场 位 于 入 射 平面 内 , 含有 x 分 量 和 z 分 量 . 省 去 时 间 因子 et, 并 注意 到 平面 
波 入 射 到 两 媒质 分 界面 将 产生 波 的 反射 和 折射 , 遵守 反射 定律 和 折射 定律 , 则 各 媒 
层 介质 中 的 场 表示 式 如 下 : 

媒质 (0): (z <0, e0、 po; ko = wVE5016;7o = Vo0/go) 


Hoy — Hige ja (zsin0o-+-=zcos0o) + Hooe i (sin9o 一 >cos6o ) (31) 

Eos = то cos 00 (rác (zsingo 十 zcosgo ) Нуре is (zsinfo—zcos0o)) (32) 
ーー : i Q—jki (zsingo 十 zcosbo ) r —jki (zsin0o —zcos6o ) 

Eo; по sin Oo Hóge T Hooe (33) 


第 (m) 分 层 : (zm-1 < 2 S Zm, Ems Ша; km = wem 一 упт а, m = 
1,2, ,M) 


Hay 一 Eie "sins cos Om) + Hy, oe к" (z sin Om —z cos Bm) (34) 
Emz = Tm COS Om (вое ten sin@m+zcos@m) __ Hr oe "(s sin Om —2 cos Pm) (35) 
Emz = т sin Om, (Н oe m (asin Om += созд) + Не Mr нт m=z cos Am) ) (36) 
Ж (M+1) Ё: (z > d; emai, им+ї;Ём+1 = w/EM+1PM4137M41 = VHM+1/EM+1) 


Нм+л1,у = Hig o6 Shut (zsinóu+i +=совём+) (37) 
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Ey = мал C8 Mr Ні oe +" (esingm +1 +есовём+) (38) 


五 M+lz = —NM+1 Sin Qua Hippi ge 7 +t (sine асовӣм а) (39) 


按 反射 系数 的 定义 , 第 (m — 1) 与 (m) 分 层 相 邻 分 层 界面 z = zm- 处 的 反射 
RRR! № 


T jEm —i (z sin @,,—i—z cos 9,, —1) r 
R! = 0 = H1, jokm aca COS Om_1 
m-—1 Hi, е—1Ёт-1( sin 85, —1+2 cos Om —1) H: 
1,0 2=Zm-—1 тъ— 1,0 


(40) 
第 т 与 m -- 1 相 邻 分 层 界面 z = zm 处 的 反射 系数 RL 为 
Ril _ Hoe en ii Om —z сов Om) MEL cos Om (41) 
m Hi ge Em (= sin бт +z сов Om) n Hi 


类 似 于 (1) 垂直 极 化 波 (TE, W) 情形 所 作 的 分 析 与 推导 , APE. 这 里 仅 
给 出 其 主要 结果 如 下 : 
(m—1) _ 
ВИ = B EMD) (m=M+1, M, ,1) (42) 
Nesp © + NTM(m-1) 


i —j2kzm(Zm—Zm-1) 
-1 Еже 
Ner Z = Mm EE (m= M,M—1,...,1) (43) 


= NTM(m—1) Lem Ro (44) 
14+ RA 1 
或 
(m) , ; 
1] + JNTM(m tan k; (Zm ー 2 —1) 
"m ?= = NTM(m) det Mn) A m m m (45) 


TITM(m) + jn? tan k; (27, — Zm-—1) 
(m= M,M —1,--- ‚1) 


式 中 ， kum = kmcos6m = ko Vermblirm — sin? 00; 而 ne? 1) 一 Em-is _ 


Hm-_1,y Z—Zm-1 
_ Eme 


z 为 在 z = 21 处 TM, 横 磁 波 的 等 效 波 阻抗 
MY 1z 一 zm 1 


以上 (42) 与 (43) 式 就 建立 了 第 m—1 与 m 相 邻 分 层 界面 z = zm- 处 的 反射 系 
数 ZZ 与 第 mm 与 mt+1 相 邻 分 层 界面 z = z+ 处 的 反射 系数 RY (m = 1,2,---,M) 
之 间 的 递 推 关系 式 . 其 递 推 初 值 RU, 为 


NTM(M+1) — TITM(M) 


RY ニー (46) 


NTM(M+1) + "ITM(M) 
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特别 地 , 如 果 媒 质 (M+1) 为 理想 导体 , nmm) = 0, 则 有 
В =1 (47) 


计算 ; — 0 Ж TM, 波 反射 系数 的 另 一 种 算法 是 应 用 (45) R НИЕ пя = 
neman 北向 递 推 至 nf, 再 应 用 (42) 式 求 出 RI. 


D 计算 平面 电磁 波 对 介质 夹层 、 多 分 层 介质 斜 入 射 时 反射 系数 的 Fortran 程序 


(1) 计算 平面 电磁 波 对 夹层 介质 斜 入 射 的 反射 系数 的 程序 (参见 2.8 节 ) 
此 反射 系数 计算 有 两 种 算法 可 供 采用 , 子 程序 名 分 别 为 : PB3LRA 和 PB3LRB， 
它们 的 功用 、 输 入 与 输出 变量 说 明 相 同 . 
子 程序 名 : PB3LRA( 算 法 一 ): 
功 用 : 对 于 给 定 的 介质 夹层 厚度 D 和 与 媒质 的 参数 , 计算 垂直 极 化 入 射 波 反 
射 系数 Ri-o, 和 平行 垂直 极 化 入 射 波 反射 系数 RL -0, 特性 , 91 为 入 射 角 . 
输入 变量 : KP 一 极 化 代码 (KP = 0: 计算 垂直 极 化 波 和 平行 极 化 波 ; 
KP = 1 : ЖАМИ; KP = 2 :平行 极 化 波 ) 
KM— 媒质 (3) 代码 (KM = 1: 媒质 (3) 为 理想 导体 ; 
KM = 2: €73 = 1, иез = 1) 
D— 介质 夹层 的 厚度 (波长 数 ) 
Lambda— 工作 波长 
EPSR— 媒质 (2) 的 相对 介 电 常数 
MUR-— 媒质 (2) 的 相对 磁 导 率 
Theta— 平面 波 入 射 角 61 
输出 变量 : ROE(91) 一 反射 系数 Н (01) 和 (或 ) 
вон 反射 系数 RY (0) 


SUBROUTINE PB3LRA(KP,KM,EPSR,MUR,LAMBDA,D,ROE,ROH) 
Purpose: Compute the reflection coefficients at the input 
interface as a function of incidence angle for 
a dielectric slab 
Input : KP --- Polarization code 
KP=0 for both TEz & TMz polarizations 
KP=1 for TEz polarization 
KP=2 for TMz polarization 
KM --- Media code 


с с с O Q с с Q с © 


КМ=1 for Media (3) being a conductor 
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( on z=0 interface ) 


C KM=2 for Media (3) being air free space 

C (Media (1) is air free space) 

C D --- Length of the slab (in wavelength) 

C Lambda --- Working wavelength in free space 

C Eprs --- Relative permittivity of the slab 

C Mur --- Relative permeability of the slab 

C Theta | --- Incident angle of the plane wave 

C ( 0-90 in Degrees ) 

C Output: ROE(theta) --- Reflection coefficient for TEZ case 
C ROH(theta) --- Reflection coefficient for TMz case 
C 

C 


COMPLEX EPSR,MUR,CJ,CS1,CS2,CQR,CQQ,RDE,RDH,CER,ETAF , КОЕ, АОН 
DIMENSION ROH(0:90),ROE(0:90) 
REAL LAMBDA,KO 
PI-3.1415926 
K0=2.0*PT/LAMBDA 
CJ=(0.0,1.0) 
RD-1.745329E-02 
CQR-CSQRT (MUR/EPSR) 
CQQ=CSQRT (MUR*EPSR) 
DO 10 K=0,90 
THETA=K 
RTHETA=RD*THETA 
CS1=COS (RTHETA) 
CS2=CSQRT (MUR*EPSR-1 .0+CS1**2) /CQQ 
CER=CEXP(-CJ*2 .0*KO*CQH*CS2*D) 
IF (KP.LE.1) THEN 
IF (KM.EQ.1) RDE--1.0 
IF (KM.EQ.2) RDE=(CS2-CQR*CS1) / (CS2+CQR*CS1) 
ETAF=CQR*CS1/CS2* (1 .0+RDE*CER) / (1 .0-RDE*CER) 
ROE(K)=(ETAF-1 .0)/(ETAF+1 .0) 
ENDIF 
IF (KP.EQ.2.0R.KP.EQ.0) THEN 
IF (KM.EQ.1) RDH=1.0 
IF (KM.EQ.2) RDH=-(CS1-CQR*CS2) /(CS1+CQR*CS2) 
ETAF-CQR«CS2/CS1* (1. 0-RDH*CER) /(1.0+RDH*CER) 
ВОН (К) =- (ETAF-1.0)/(ETAF*1.0) 


10 
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ENDIF 
CONTINUE 
RETURN 
END 


子 程序 PB3LRB( 算 法 二 ): 


SUBROUTINE PB3LRB(KP,KM,EPSR,MUR, LAMBDA , D, ROE, ROH) 


=========================================== 


Purpose: Compute the reflection coefficients at the input 


interface as a function of incidence angle for 


a dielectric slab 


Input : KP --- Polarization code 
KP=0 for both TEz & TMz polarizations 
KP-1 for TEz polarization 
KP=2 for TMz polarization 
KM --- Media code 
KM-1 for Media (3) being a conductor 
KM-2 for Media (3) being air free space 
(Media (1) is air free space) 
D --- Length of the slab (in wavelength) 
Lambda --- Working wavelength in free space 
Eprs --- Relative permittivity of the slab 
Mur --- Relative permeability of the slab 
Theta --- Incident angle of the plane wave 
( 0-90 in Degrees ) 
Output: ROE(theta) --- Reflection coefficient for TEz wave 
ROH(theta) --- Reflection coefficient for TMz wave 
( on z-0 interface ) 


COMPLEX EPSR,MUR,CJ,CS1,CS2,CQR,CQQ, ETAF ,CTN ,CFO , ROE , ROH 
DIMENSION ROE(0:90),ROEA(0:90) ,ROH(0:90) , КОНА (0:90) 


REAL LAMBDA,KO 
PI=3.1415926 


K0-2.0*PI/LAMBDA 


СЈ=(0.0,1.0) 


RD=1 . 745329E-02 


CQR=CSQRT(MUR/EPSR) 
CQQ=CSQRT (MUR*EPSR) 
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DO 10 K=0,90 

THETA=K 

RTHETA=RD*THETA 

CS1=DCOS (RTHETA) 

CS2=CSQRT (EPSR*MUR-1.0+CS1**2) /CQQ 

CTN-SIN(KO*CQQ*CS2x*D) /COS (KO*CQQ*CS2*D) 

IF (KP.EQ.1.0R.KP.EQ.0) THEN 
CFO=CQR*CS1/CS2 
IF (KM.EQ.1) ETAF=CJ*CFO*CTN 
IF (KM.EQ.2) ETAF-CFO*(1.0*CJ*CFO*CTN) / (CFO+CIJ*CTN) 
КОЕ (К) = (ETAF-1.0) / CETAF*1.0) 

ENDIF 

IF (KP.EQ.2.0R.KP.EQ.0) THEN 
CFO-CQR«CS2/CS1 
IF (KM.EQ.1) ETAF-CJ*CFO*CTN 
IF (KM.EQ.2) ETAF-CFO*(1.0*CJ*CFO*CTN) / (CFO+CJ*CTN) 
ROH(K) =- (ETAF-1.0) /C(ETAF*1.0) 

ENDIF 

10 CONTINUE 
RETURN 
END 


例 1 设 有 一 平面 电磁 波 以 入 射 角 0, 从 en = lun = 1 媒质 (1) 入 射 到 厚度 
D = 5А. Er2 = (4.0, —0.1), 所 > = 2.0 媒质 (2) 的 介质 夹 屋 上 , 并 进入 er = 1, рз = 1 
媒质 (3)(KM = 2 情形 ), 试 调用 子 程序 PB3LRA( 算 法 一 ) 或 PB3LRB( 算 法 二 ) 计 
算 在 介质 夹层 表面 处 的 反射 系数 LR (01)| 和 REO), 给 出 0, = 0(10)90 时 的 典型 
数值 结果 , 以 及 (RE (O1)|-01 和 [RY (の) ト の 曲线 . 

范例 (1) AF MPB3LRA( 算 法 一 ) 


PROGRAM MPB3LRA 


Purpose:Compute the reflection coefficients at the input 
interface as a function of incidence angle for 
a dielectric slab 
Input : KP --- Polarization code 
KP=0 for both TEZ & TMz polarizations 
KP=1 for TEz polarization 


с ос со ос) со с с с 


KP=2 for TMz polarization 


Q Q G су с с GO с) с GQ Q с) GQ 003000003 


10 


20 


KM --- Media code 
KM=1 for Media (3) being a conductor 
KM=2 for Media (3) being air free space 


(Media (1) is air free space) 


D --- Length of the slab (in wavelengths) 

Lambda --- Working wavelength in free space 

Eprs --- Relative permittivity of the slab 

Mur --- Relative permeability of the slab 

DT --- Delta theta for output or display use 
Output: ROEA(theta) --- Reflection coefficient |ROE| 

ROHA (theta) --- Reflection coefficient |ROH| 


(ROE: Reflection coefficient for TEz wave; 
ROH:Reflection coefficient for TMz wave) 
( on z=0 interface ) 
Theta --- Incident angle of the plane wave 
( 0-90 in Degrees ) 
Routine called: PB3LRA for computing reflection coefficient 


for a dielectric slab 


COMPLEX EPSR,MUR,ROE(0:90) ,ROH (0:90) 
REAL LAMBDA 
WRITE (*,*)? Enter KP,KM and Theta step Dt:’ 
READ (*, *) KP, KM, DT 
LAMBDA-1.0 
D=5.0*LAMBDA 
EPSR=(4.0,-0.1) 
MUR=2.0 
CALL PB3LRA(KP,KM,EPSR,MUR,LAMBDA,D,ROE,ROH) 
WRITE(*,x*) 
WRITE (ж,ж)› Theta IROE| [ROHI ? 
WRITE (*,*)? MEM 
DO 10 K-0,90,DT 
ROEA=CABS (ROE (K) ) 
ROHA=CABS (ROH (К) ) 
WRITE(*,20)K,ROEA, ROHA 
CONTINUE 
WRITE (*,30) 
FORMAT (15X, 13, 2F13.6) 
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30 FORMAT (22X,’(TEz case) (TMz case) ’) 
END 


主 程序 MPB3LRB( 算 法 二 ) 与 主 程序 MPB3LRA( 算 法 一 ) 相同 , 所 不 同 的 是 
前 者 调用 子 程序 语句 为 CALL PB3LRB(0,KM,...), 后 者 调用 子 程序 语句 为 CALL 
PB3LRA(0,KM,...); “算法 一 "(或 “算法 二 ”) 主 程序 经 编译 后 , 输入 代码 KP = 0, 
KM = 2 和 Dt(A6) = 10, 运行 所 得 结果 相同 , 其 典型 数值 结果 如 下 : 
Enter code KP, KM & Theta step Dt ? 0,2,10 


Ө, E RO | 
0 . 176760 .176760 
10 .177287 .164334 
20 .180555 .131891 
30 .221551 .103449 
40 . 310898 . 058885 
50 .356296 .028913 
60 .426815 .135136 
TO .609274 . 334631 
80 . 796227 .619491 
90 1.000000 1.000000 
(TEz case) (TMz case) 


曲线 REl — Ө, 和 af — 0, 参见 图 2.8.3. 

以 上 程序 (1) 所 计算 的 是 对 于 给 定 平 面 波 的 频率 和 入 射 角 时 , 均匀 夹层 介质 的 
反射 系数 . 如 果 均 匀 夹 层 介质 为 频 散 媒质 , 则 我 们 只 需 重复 单 点 频率 计算 , 即 可 求 
得 反射 系数 的 频 散 特性 , 并 不 难 编写 出 相应 的 子 程序 , 如 以 下 程序 (2)PB3LRF 所 
ZR. 

(2) 计算 平面 波 对 单 夹层 色散 媒质 给 定 入 射 角 时 反射 系数 的 频率 特性 的 程序 

子 程序 名 : PB3LRF 

功用 : 对 于 给 定 入 射 角 91, 和 介质 夹层 厚度 D, 计算 垂直 极 化 入 射 波 反射 系数 
Rà-f 和 平行 垂直 极 化 入 射 波 反射 系数 ВИ р 特性 , f 为 入 射 波 的 工作 频率 . 

输入 变量 : KP 一 极 化 代码 (KP = 0: 计算 垂直 极 化 波 和 平行 极 化 波 ; 

KP = 1 : АИ; KP = 2 :平行 极 化 波 ) 
KM— 媒质 (3) 代码 (KM = 1: 媒质 (3) 为 理想 导体 ; 
KM =2:є,з = 1, шз = 1) 


с\ су Q Q с су су Q QQ QO су су G G G Q G O су су O а 


D— 介质 夹层 的 厚度 (cm) 
F(T) 一 工作 频率 (GHz), F(I = FL+1*DF,I=0,1,2,---,MI 
MI 一 计算 的 总 工作 频率 数 (MI = (FH — FL)/DF) 
(FL: 最 低 工 作 频率 : FH: 最 高 工作 频率 ; DF: 每 次 计算 工作 频率 增 
量 ) 
EPSR(D— 媒质 (2) 的 相对 介 电 常数 , I = 0,1,2…… MI 
MUR(I)— 媒质 (2) 的 相对 磁 导 率 , I = 0,1,2,…・ , MI 
Theta— 平面 波 入 射 角 0, 

输出 变量 : ROE(D) — 工作 频率 为 FO 时 的 反射 系数 REN, (1 = 0,1,2,---, MD 
ROH(I)— 工作 频率 为 了 (T) 时 的 反射 系数 RY (D), (I = 0,1,2,.…. ,MI) 


SUBROUTINE PB3LRF (KP ,KM,THETA ,EPSR,MUR,F,MI,D,ROE,ROH) 
Purpose: Compute the reflection coefficients at the input 
interface as a function of frequency for given 
incident angle theta and dielectric slab D 
Input: KM --- Media code 
KM=1 for Media (3) being a conductor 
KM=2 for Media (3) being air free space 


(Media (1) is air free space) 


D --- Length of the slab (in cm) 
F --- Working frequency (in GHz) 
FL --- Lower frequency (in GHz) 
FH --- Higher frequency (in GHz) 
DF --- Frequency increment (in GHz) 
Theta --- Incident angle (in Degrees) 
Eprs --- Relative permittivity of the slab 
Mur --- Relative permeability of the slab 
Output: ROE(theta) --- Reflection coefficient for TEz case 
ROEA ~-- |ROE| 
ROH(theta) --- Reflection coefficient for TMz case 
ROHA --- [ROHI 


( on z=0 interface ) 


COMPLEX EPSR,MUR,CJ,CS1,CS2,CQR,CQQ, CER, ETAF, RDE, RDH, ROE, ROH 
DIMENSION ROH(0:200),ROE(0:200),EPSR(0:200) ,F(0:200) 
REAL KO 
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PI=3.1415926 
CJ=(0.0,1.0) 
DO 10 I=0,MI 
KO-PI*F(I)/15.0 
RTHETA-1.745329E-02*THETA 
CQR=CSQRT (MUR/EPSR(I) ) 
CQQ=CSQRT (MUR*EPSR (I) ) 
CS1=COS (RTHETA) 
CS2=CSQRT(MUR*EPSR(T)-1 .0+CS1**2)/CQG 
CER=CEXP(-CJ*2 . 0*KO\*CQQ*CS2*D) 
IF (KP.LE.1) THEN 
IF (KM.EQ.1) RDE--1.0 
IF (KM.EQ.2) RDE-(CS2-CQR«*CS1)/(CS24CQR^CS1) 
ETAF=CQR*CS1/CS2*(1.0+RDE*CER) / (1. 0-RDE*CER) 
ROE(I)-(ETAF-1.0)/(ETAF41.0) 
ENDIF 
IF (KP.EQ.2.0R.KP.EQ.0) THEN 
IF (KM.EQ.1) RDH=1.0 
IF (KM.EQ.2) RDH=-(CS1-CQR*CS2) /(CS1+CQR*CS2) 
ETAF=CQR*CS2/CS1*(1.0-RDH*CER) / (1. 0+RDH*CER) 
ROH(I)--(ETAF-1.0)/(ETAF*1.0) 
ENDIF 
10 CONTINUE 
RETURN 
END 


(3) 计算 平面 波 对 M 多 层 介 质 斜 入 射 的 反射 系数 Fortran 计算 程序 (参见 2.10 
节 ) 
此 反射 系数 计算 有 两 种 算法 可 供 采 用 , 子 程序 名 分 别 为 : PBMLRA 和 PBMLRB, 
它们 的 功用 、 输 入 与 输出 变量 说 明 相 同 . 
功用 : 对 于 给 定 的 介质 夹层 厚度 D 和 与 媒质 的 参数 , 计算 垂直 极 化 入 射 波 反 
射 系数 RE > の 和 平行 垂直 极 化 入 射 波 反射 系数 RY ~ 0 特性 , 6。 HARA. 
输入 变量 : M— 多 层 介质 夹层 的 总 分 层 数 
KP 一 极 化 代码 (KP = 0: 计算 垂直 极 化 波 和 平行 极 化 波 ; 
KP = 1 : ФЕИ; KP = 2 : 平行 极 化 波 ) 
KM 一 媒质 M + 1 代码 (KM = 1: 媒质 M + 1 为 理想 导体 ; 
KM =2:erm+y) = 1,ИТ(м+1) = 1) 


X 二 . 545 - 


G G с с с O OQ G с с) с су с) су с с) сб GO GQ Q с Q0 


Z(1)— 88 I 情 介 原 [1,20] 的 z Ate, 参见 图 2.10.1, Z(I) = IXD/M, 
I-1,2,.,M, D 为 多 层 介 质 夹 层 的 总 厚度 (波长 数 ) 
(B|: 第 一 层 Z(1) = 2; 第 二 层 Z(2) = z2; ...; 第 M 层 Z(M) = 
2м = D) 
Lambda— 自由 空间 工作 波长 
EPSR(I) 一 第 I1 层 介质 的 相对 介 电 常数 
MUR(I)— 第 工 层 介质 的 相对 磁 导 率 
Theta— 平面 波 入 射 角 01 
输出 变量 : ROE(bo) 一 反射 系数 Ro (Oo) 和 |ROE(0o)| 
ROH-— 反射 系数 RY (69) 和 |ROH(60)] 
子 程序 PBMLRA( 算 法 一 ): 


SUBROUTINE PBMLRA(KP,KM,M,EPSR,MUR,LAMBDA,Z,ROE,ROEA,ROH,ROHA) 
Purpose: Compute the reflection coefficients at the input 
interface as a function of incidence angle for 
a dielectric slab 
Input : M --- Number of divided layers of the slab 
KP --- Polarization code 
KP=1 for TEz polarization 
KP=2 for TMz polarization 
KM --- Media code 
KM=1 for media (3) being a conductor 
KM=2 for media (3) being air free space 


(Media (1) is air free space) 


Z(i)--- iD/M (1=0,1,... М, D is the length of slab) 
Lambda --- Working wavelength infree space 
Eprs(i) --- Relative permittivity 
Mur(i) --- Relative permeability 
Theta --- Incident angle of the plane wave 
( 0-90 Degrees ) 
Output: ROE(theta) --- |ROE| Reflected coefficient for TEz 
ROH(theta) --- |ROH| Reflected coefficient for TMz 


( on z=0 interface ) 


DIMENSION THETA(0:90) , ROEA(0:90) , ROHA (0:90) ,Z(0:500) 
COMPLEX EPSR(0:501) ,MUR(0:501) ,ETAM1(501) ,KZM(0:501) ,CJ, 
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* RF(0:500) , ROE(0: 90) , ROH(0:90) , CEP, CFP , CQR, CQQ 
REAL LAMBDA,KO 
PI-3.1415926 
RD=1 .7453293E-02 
KO=2.0*PI/LAMBDA 
DZ=D/M 
CJ=(0.0,1.0) 
DO 40 K=0,90 
THETA (K) =K 
RTHETA-RD*THETA (K) 
CS1=C0S (АТНЕТА) 
DO 10 I=0,M+1 
10 KZM(I)=KO*CSQRT (MUR (I)*EPSR(I)-1.0+CS1**2) 
CQR=CSQRT (MUR (M) /EPSR(M) ) 
CQQ=CSQRT (MUR (M) «EPSR (M) ) 
IF (KP.EQ.1.0R.KP.EQ.O0) THEN 
IF (KM.EQ.1) RF(M)--1.0 
IF (KM.EQ.2) RF(M)-(KZM(MD/(KO*CQQ) -CQR*CS1) / 
* (KZM(M) / (CQQ&K0) +CQR*CS1) 
DO 20 I-M,1,-1 
CEP=CEXP (-CJ42 . O«KZM (1) *(Z(I)-Z(I-1))) 
CFP-MUR(I)/MUR(I-1)*KZM(I-1)/KZM(I) 
ETAM1 (I-1)-CFP*(1.0-*RF(I)*CEP) / (1. 0-RF (I) *CEP) 
RF(I-1)- (ЕТАМ1(1-1)-1.0) / (ЕТАМ1 (1-1)+1.0) 
20 CONTINUE 
ROE(K)=RF(0) 
ROEA (К) =CABS (ROE (K) ) 
ENDIF 
IF (KP.EQ.2.0R.KP.EQ.0) THEN 
IF (KM.EQ.1) RF(M)=1.0 
IF (KM.EQ.2) RF(M)=(CQR*KZM(M)/(CQQ*KO) -CS1)/ 
* (CQR*KZM(M) / (CCQQ*K0) +CS1) 
DO 30 I=M,1,-1 
CEP=CEXP (-CJ«2 . O*KZM(I) *(Z(1)-2(1-1))) 
CFP-EPSR(I-1)/EPSR(I)*KZM(I)/KZM(I-1) 
ETAM1 (1-1) =CFP*(1.O-RF (I) *CEP) /(1.0+RF (1) *CEP) 
RF( エ -1)=-(ETAM1 (I-1)-1.0) / (ETAM1 (I-1)+1.0) 
30 CONTINUE 


40 
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ROH(K)=RF(0) 
ROHA(K)=CABS(ROH(K)) 
ENDIF 
CONTINUE 
RETURN 
END 


子 程序 PBMLRB( 算 法 二 ): 


SUBROUTINE PBMLRB(KP,KM,M,EPSR,MUR,LAMBDA,Z,ROE,ROEA,ROH,ROHA) 


Purpose: Compute the reflection coefficients at the input 
interface as a function of incidence angle for 
a dielectric slab 
Input : M --- Number of divided layers of the slab 
KP --- Polarization code 
KP=1 for TEz polarization 
KP=2 for TMz polarization 
KM --- Media code 
KM=1 for media (3) being a conductor 
KM=2 for media (3) being air free space 


(Media (1) is air free space) 


Z(i)--- iD/M (1=0,1,... M, D is the length of slab) 
Lambda --- Working wavelength infree space 
Eprs(i) --- Relative permittivity 
Mur(i) --- Relative permeability 
Theta | --- Incident angle of the plane wave 
( 0-90 Degrees ) 
Output: ROE(theta) --- |ROE| Reflected coefficient for TEz 
ROH(theta) --- |ROH| Reflected coefficient for TMz 


( on z-0 interface ) 
DIMENSION THETA(0:90) ,ROEA(0:90) , ROHA (0:90) ,Z(0:500) 
COMPLEX EPSR(0:501),MUR(0:501) ,ETAM1 (501) , KZM(0:501) ,CJ, 
* RF(0:500) , ROE(0:90) ,ROH(0:90) , CFP,CTN(0:501) 
REAL LAMBDA,KO | 
PI=3.1415926 
RD=1.7453293E-02 
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K0-2.0*PI/LAMBDA 
CJ=(0.0,1.0) 
DO 40 K=0,90 
THETA (К)=К 
RTHETA=RD*THETA (K) 
CS1=COS (RTHETA) 
DO 10 I-0,M*1 
10 KZM(1)=KO*CSQRT (MUR (I) «EPSR(1)-1.0«C8192) 
IF (KP.EQ.1.0R.KP.EQ.0) THEN 
IF (KM.EQ.1) ETAM1(M)-0.0 
IF (KM.EQ.2) ETAMi(M)=MUR(M+1) /MUR (М) «KZM (M) /KZM (M1) 
ро 20 I=M,1,-1 
CTN (I)-CDSIN(KZM(I)*(ZCI)-Z(1-1)))/ 
* CDCOS (KZM(I) ж (ZCI) -ZCI-1))) 
CFP-MUR(CI)/MUR(I-1)*KZM(I-1)/KZM(I) 
ETAM1 (I-1)-2CFP* (ЕТАМ1 CI) *CJ*CTN (12) / 
* (1 .0+CJ*ETAM1(T)*CTN(T) ) 
RF( エ -1)=(ETAM1 ( エ -1)-1 .0)/(ETAM1( エ -1)+1 .0) 
20 CONTINUE 
ROE(K)=RF(0) 
ROEA(K)=CABS(ROE(K)) 
ENDIF 
IF (KP.EQ.2.0R.KP.EQ.0) THEN 
IF (KM.EQ.1) ETAM1(M)=0.0 
IF (KM.EQ.2) ETAM1(M)-EPSR(M) /EPSR (M+1 ) *KZM(M+1) /KZM (M) 
DO 30 I-M,1,-1 
CTN(I)-CDSIN(KZM(I)*(Z(I)-Z(1-1)))/ 
* CDCOS (KZM (I) * (ZCI) -ZCI-1))) 
CFP-EPSR(I-1)/EPSR(I)*KZM(I)/KZM(I-1) 
ETAM1 (1-1)=СЕРж (ЕТАМ1 (T)+CJ*CTN(T) )/ 
* (1.0+CJ*ETAM1 (I) *CTN(I)) 
RF(I-1)2-(ETAM1(I-1)-1.0)/(ETAM1(I-1)*1.0) 
30 CONTINUE 
ROH(K) -RF(0) 
ROHA (К) -CABS (ВОН (X) ) 
ENDIF 
40 CONTINUE 
RETURN 
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END 


例 2 ” 设 有 一 平面 电磁 波 以 入 射 角 % 入 射 到 具有 金属 衬 底 、 总 厚度 为 D = 
5A 的 非 均 名 介质 层 上 ,此 介质 层 的 介 电 常 数 和 磁 导 率 分 别 为 et = 4.0 + (2.0 一 
j0.1)(z/D)2, pro = 2.0 — j0, 两 侧 媒 质 均 为 空气 ， 将 此 具有 金属 衬 底 非 均匀 介质 
层 采用 图 2.10.1 所 示 М = 100 多 分 层 介 质 层 逼 近 ; 试 调用 子 程序 PBMLRA 或 
PBMLRB, 计算 在 此 金属 衬 底 多 层 介 质 z = 0 表面 处 的 反射 系数 [Ra (00)|-00 和 
IRZ (5)-Go(8o = 0° ~ 90°) 特性 . 

范例 (2) F MPBMLRA( 算 法 一 ) 


PROGRAM MPBMLRA 


Purpose: Compute the reflection coefficients at the input 
interface as a function of incidence angle for 
a dielectric slab 
Input : M --- Number of divided layers of the slab 
KP --- Polarization code 
KP=1 for TEz polarization 
KP=2 for TMz polarization 
KM --- Media code; media 
KM-1 for media (3) being a conductor 
KM-2 for media (3) being air free space 


(Media (1) is air free space) 


D --- Length of the slab 
Z(i)--- iD/M (i=0,1,... M) 
Lambda --- Working wavelength infree space 
Eprs(i) --- Relative permittivity 
Mur(i) --- Relative permeability 
Theta | --- Incident angle of the plane wave 
( 0-90 Degrees ) 
Dutput: ROE(theta) --- |ROE| Reflected coefficient for TEZ 
ROH(theta) --- |ROH| Reflected coefficient for TMz 


( on z-0 interface ) 
Routine called: PBMLRA for computing reflection coefficients 


for a slab 
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DIMENSION THETA(O:90),ROEA(0:90),ROHA(0:90),Z(0:500) 
COMPLEX EPSR(0:501),MUR(0:501),ROE(0:90),ROH(0:90) 


10 


15 


20 
30 
40 
50 
60 


REAL LAMBDA 

WRITE(*,*) Polarization code KP, KM, M & Theta step DT = ?' 

READ (ж , *) KP, KM,M,DT 

LAMBDA-1.0 

D=5 . 0*LAMBDA 

DO 10 I-0,M 
EPSR(1)24.0*(2.0,-0.1) * CCI-1) /FLOAT (M-1) )**2 
MUR(I)=(2.0,-0.1) 
Z(T)=1/FILUAT(M) *D 

EPSR(0)=1.0 

МОВ (0) =1.0 

EPSR(M+1)=1 .0 

MUR (M+1)=1.0 

CALL PBMLRA (KP , KM, M, EPSR , MUR , LAMBDA, Z , ROE , ROEA , ROH, ВОНА) 

IF (KP.EQ.0) THEN 


WRITE(*,*)' Theta |ROE| 1ROH1， 
WRITE(W,&)! ニーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー , 

ELSE IF (KP.EQ.1) THEN 
WRITE(*,*)? Theta Re[ROE] Im[ROE] IROE| ' 


WRITE(*,&)! ニー ニーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー , 
ELSE IF (KP.EQ.2) THEN 
WRITE(*,*)? Theta  — Re[ROH] Im [ROH] |ROH|? 
WRITE(#,*)? ニーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー > 
ENDIF 
DO 15 K=0,90,DT 
IF (KP.EQ.0) WRITE(*,30)K,ROEA (K) ,ROHA (K) 
IF (KP.EQ.1) WRITE(*,20)K,ROE(K) , ROEA (K) 
IF (KP.EQ.2) WRITE(*,20)K,ROH(K) , ROHA CK) 
CONTINUE 
IF (KP.EQ.0) WRITE(*,40) 
IF (KP.EQ.1) WRITE(* ,50) 
IF (KP.EQ.2) WRITE(*,60) 
FORMAT (5X, I3,3F13.6) 
FORMAT (7X,I3,2F13.6) 
FORMAT(14X, (TEZ case) (TMz case)’) 
FORMAT(18X,'( TEz polarization case )’) 
FORMAT(18X,'( TMz polarization case )') 
END 
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主 程序 MPBMLRB( 算 法 二 ) 与 主 程序 MPBMLRA( 算 法 一 ) 相同 , 所 不 同 的 是 
后 者 调用 子 程序 语句 为 CALL PBMLRA(0,KM,…,…), 而 前 者 调用 子 程序 语句 
为 CALL PBMLRB(0,KM,---,---); “算法 一 "(或 “算法 二 ”) 主 程序 经 编译 后 , 输入 
代码 KP = 0, KM = 1, M = 100 和 Dt(A0) = 10, 运行 所 得 结果 相同 , 其 典型 数值 
结果 如 下 : 


Theta IROE| IROH| 
0 . 167553 .167553 
10 .174139 .161126 
20 .196369 .143195 
30 . 236004 .112351 
40 .286792 .056983 
50 .355402 .035471 
60 .458281 .148278 
70 . 593880 .319761 
80 .769230 ‚583889 
90 1.000000 1.000000 


(TEz сазе) (TMz case) 

曲线 |RL|-9o。 和 |R |-09 BIL 2.10.3. 

以 上 程序 (3) 所 计算 的 是 对 于 给 定 平面 波 的 频率 (波长 ) 和 入 射 角 bo 时 , 多 层 
介质 的 反射 系数 . 如 果 多 层 介质 为 频 散 媒质 , 则 我 们 只 需 重复 单 点 频率 计算 , 即 可 
求 得 多 层 不 均匀 媒质 反射 系数 的 频 散 特性 , 并 不 难 编写 出 相应 的 子 程序 , 如 以 下 程 
РЁ (4)PBMLRF 所 示 . 

(4) 计算 平面 波 对 M 多 层 色散 媒质 给 定 入 射 角 时 反射 系数 的 频率 特性 的 程序 

子 程序 名 : PBMLRF 

功用 : 对 于 给 定 入 射 角 09, 和 M 多 层 色散 介质 夹层 总 厚度 为 D, 计算 垂直 极 
化 入 射 波 反射 系数 RL-f 和 平行 垂直 极 化 入 射 波 反射 系数 RU -1 特性 , y 为 入 射 波 
的 工作 频率 . 

输入 变量 : KP— 极 化 代码 (KP = 0: 计算 垂直 极 化 波 和 平行 极 化 波 ; 

KP = 1 : 垂直 极 化 波 ; KP = 2 :平行 极 化 波 ) 
KM 一 媒质 M+1 代码 (KM = 1: 媒质 M + 1 为 理想 导体 ; 
KM = 2: €,¢m41) = 1, Br(M+1) = 1) 
りー 色散 介质 夹层 的 总 厚度 (cm) 
M 一 色散 介质 夹层 的 总 分 层 数 
GO 一 第 工分 层 的 坐标 zi(i = 0,1,2,---,M), 见 图 2.10.1 
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F(K)— 工作 频率 (GHz), F(K) = FL + K * DF,I =0,1,2,--- , MK 
MK— 计算 的 总 取样 工作 频率 数 (MK = INT((FH — FL)/DF)) 
(FL: 最 低 工作 频率 : FH: 最 高 工作 频率 ; DF: 工作 频率 增 量 ) 
Theta— 平面 波 入 射 角 00 
(EPSR(I) 和 MUR(D 分 别 为 第 工 层 色散 媒质 的 相对 介 电 常数 和 相对 
RAG (I = 0,1,2,--- , M), 它们 一 般 为 频率 的 函数 . 在 子 程序 EPSMU 
中 输入 . ) 
输出 变量 : ROE(f)— 工作 频率 为 F(K) 时 的 反射 系数 Л (К), (K = 0,1,2,…・, 
MK) 
ROH(/)— 工作 频率 为 F(K) 时 的 反射 系数 RU (K), (K = 0,1,2,.…， 
MK) 
调用 子 程序 , EPSMU 用 以 输入 M 个 分 层 的 相对 介 电 常数 EPSR 和 磁 导 率 
MUR. 


SUBROUTINE PBMLRF (KP ,KM,M,THETA,D,Z,F,MK,ROE,ROH) 


Purpose: Compute the reflection coefficients at the input 
interface as a function of frequency for given 
incident angle theta and M-layer dielectric slab D 
Input : M --- Number of divided layers of the slab 
KP --- Polarization code 
KP-0 for both TEz and TMz polarizations 
KP-1 for TEz polarization 
KP-2 for TMz polarization 
KM --- Media (M+1) layer code 
KM-1 for media (M+1) being a conductor 
KM-2 for media (M+1) being air free space 


(Media (0) is air free space) 


D --- Length of the slab (in cm) 

Z(i) --- iD/M (1=0,1,... M) (z coordinate) 

F(i) --- working frequency (in GHz), i=0,1,2,...,MK 
MK --- Number of sampling working frequency 


[FL: Lower frequency; FH: Higher frequency; 

DF: Frequency increment, MK=INT((FH-FL) /DF+0.001)] 
Theta --- Incident angle (in degrees) 
(Eprs(j) --- Relative permittivity of the j-th layer & 
Mur(j) --- Relative permeability of the j-th layer 


с QQ Q OQ GO GO an бс 


10 


20 


Output: ROE(f) --- [ROE] 
ROH(f) --- IROHI 


Routine called: EPSMU is 
mur(f) of the first layer to the M-th layer 


by calling subroutine EPSMU) 
Reflection coefficient for TE casez 
Reflection coefficient for TMz case 
on z=0 interface ) 


used to enter data for eprs(f) and 


for a giver frequency FP 


DIMENSION Z(0:500),F(0:200) 

COMPLEX EPSR(0:501),MUR(0:501),ETAM1(501),KZM(0:501),CJ, 
RF (0:501) ,ROE(0: 200) ,ROH(0: 200) , CEP, СЕР, СОВ, CQQ 
REAL LAMBDA,KO 
PI-3.1415926 


CJ=(0. 


0,1.0) 


EPSR(0)=1.0 
МОВ (0)=1.0 
EPSR (M+1)=1.0 
MUR(M+1)=1.0 
RTHETA=1 . 7453293E-02*THETA 


CS1=COS (RTHETA) 


DO 40 


FP= 
KO-PI*FK/15.0DO 


DO 


IF 


K=0 ,MK 
F(K) 


10 I=0,M 


CALL EPSMU(M,D,FP,Z,EPSR,MUR) 

CQR=CSQRT (MUR(I) /EPSR(I)) 
CQQ=CSQRT (MUR (1) *EPSR(I)) 
KZM(I)-KO*CSQRT (MUR (І) *EPSR(T)-1 . 0+CS1**2) 
(KP.EQ.1.0R.KP.EQ.0) THEN 

IF (KM.EQ.1) RF(M)=-1.0 

IF (KM.EQ.2) RF(M)=(KZM(M) /(KO*CQQ) -CQR«CS1) / 


DO 20 I=M,1,-1 


(KZM (M) / (CQQ*KO) +CQR*CS1) 


CEP-CEXP (-CJ*2. 0*KZMCI) * (Z(I) -Z(1-1))) 
CFP-MUR(CI)/MUR(I-1)*KZM(I-1) /KZMCI) 
ETAM1(I-1)-CFP* (1.0*RF(I)*CEP)/(1.0-RF(I)*CEP) 
RF(I-1)- (ETAM1(I-1)-1.0)/(ETAM1(I-1)*1.0) 


CONTINUE 
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ROE(K)=RF (0) 
ENDIF 
IF (KP.EQ.2.0R.KP.EQ.0) THEN 
IF (KM.EQ.1) RF(M)=1.0 
IF (KM.EQ.2) RF(M)-(CQR*KZM(M) /(CQQ*KO) -C81) / 
* (CQR*KZM (М) / (CQQ*KO) +CS1) 
DO 30 I=M,1,-1 
CFP=CEXP(-CJ*2.0*KZM(T)*(Z(T)-Z(T-1) ) ) 
CFP=EPSR(I-1)/EPSR(I)*KZM(I)/KZM(I-1) 
ETAM1(I-1)=CFP*(1.0-RF(I)*CEP)/(1.0+RF(I)*CEP) 
RF(T-1)=-(ETAM1(I-1)-1.0)/(ETAM1(I-1)+1.0) 
30 CONTINUE 
ROH(K)=RF(0) 
ENDIF 
40 CONTINUE 
RETURN 
END 


了 ”等 离子 体 及 其 旋 电 性 质 一 一 张 量 介 电 常 数 


等 离子 体 是 由 电子 、 负 离子 、 正 离子 及 部 分 未 电离 的 中 性 分 子 组 成 的 游离 气 
Ж. 其 中 总 的 正 、 负 电荷 量 相等 , 即 就 整个 等 离子 体 而 言 对 外 呈 中 性 , 故 有 等 离子 体 
之 称 . 

太阳 辐射 中 的 紫外 线 进 入 地 球 高 空 大 气 层 到 达 地 面 过 程 中 , 使 大 气 中 的 气体 分 
子 产生 电离 , 形成 环绕 地 球 的 高 空 电离 层 , 这 是 自然 界 中 大 规模 的 等 离子 体 . 电离 
层 中 气体 电离 的 程度 以 每 单位 体积 的 自由 电子 数 表示 , 称 为 电子 密度 ; 其 值 与 被 电 
离 的 气体 分 子 的 密度 及 电离 能 量 的 大 小 有 关 , 前 者 随 高 度 的 增加 而 减 小 , 而 后 者 随 
高 度 的 降低 而 减 小 , 因此 , 电子 密度 随 高 度 的 分 布 可 能 出 现 有 一 些 极 大 值 . 实际 观 
测 的 结果 表明 , 电子 密度 的 极 大 值 至 少 有 4 个 , 它们 分 别称 为 D. E, P, 和 P, S. 各 
层 离开 地 面 的 高 度 , 以 及 他 们 的 平均 电子 密度 大 致 如 下 表 所 示 . 

显然 , 研究 电磁 波 在 等 离子 体 中 的 传播 特性 对 于 无 线 电 通信 , 以 及 卫星 通信 只 
有 重要 意义 . 

现在 , 我 们 来 分 析 和 研究 等 离子 体 中 电磁 波 的 传播 问题 . 基本 思想 是 将 等 离子 
体 等 效 为 一 种 具有 空气 的 磁 导 率 和 等 效 的 介 电 常数 的 媒质 , 而 研究 电磁 波 在 此 类 媒 
质 中 的 传播 . 因此 , 首先 我 们 需要 求 得 等 离 体 的 等 效 介 电 常 数 . 

等 离子 体 媒 质 的 特点 是 其 中 存在 的 电子 和 离子 在 时 谐 电 磁场 与 外 加 恒定 磁场 
的 共同 作用 下 将 产生 运动 . 由 于 一 般 离 子 的 质量 较 电子 大 得 多 , 因而 我 们 可 仅 考 虑 
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电子 的 运动 . 由 于 电子 带 有 ( 负 ) 电荷 , 它 的 运动 将 产生 运 流 电流 密度 , 故 在 等 离子 
体 媒质 中 , 总 电流 密度 人 ,应 为 空气 媒质 中 的 位 移 电 流 与 运 流 电 流 密度 之 和 . 将 
此 总 电流 密度 表 为 Лоа = ÎE, 便 可 求 得 等 效 介 电 常 数 е ( 注 : 车 将 此 总 电流 密度 
3 Joa = сЕ, 则 可 求 得 等 效 导电 率 o, 但 通常 使 用 等 效 介 电 常数 ). 


Ж E.A 
E 离 地 面 高 度 /km 电子 密度 Ne 备注 
D 60 — 80 109(e/m3) 夜 同 消失 
E 100 — 120 5 x 109 ~ 1011 (e/m3) 电子 密度 白天 大 夜间 小 
Fi 200 4 x 1011 (e/m?) 夜间 消失 , 常 出 现 于 夏季 
Fz 250 ~ 400 1011 ~ 2 x 1012 (e/m?) 电子 密度 白天 大 夜间 小 冬季 大 , 夏季 小 


以 下 我 们 将 分 别 讨论 均匀 等 离子 体 中 的 自由 电子 在 均匀 平面 电磁 波 时 谐 场 作 
用 下 、 时 谐 场 与 外 加 恒定 磁场 共同 作用 下 的 运动 , 以 及 不 考虑 运动 过 程 中 发 生 任何 
碰撞 和 考虑 存在 有 碰撞 共 四 种 情况 下 的 等 效 介 电 常 数 . 

(1) 时 谐 电场 作 用 下 的 均匀 等 离子 体 (未 考虑 碰撞 ) 一 一 标量 介 电 常数 

等 离子 体 中 存在 有 电子 和 离子 , 由 于 一 般 离子 的 质量 较 电 子 大 得 多 , 因此 , 当 
电磁 波 通过 等 离子 体 , 且 不 存在 外 加 恒定 磁场 时 , 我 们 仅 需 考 虑 电子 在 时 谐 电 场 和 
磁场 作用 下 的 运动 . 若 忽略 电子 运动 时 的 碰撞 , 即 不 考虑 碰撞 产生 的 阻力 , 则 电子 
所 受到 的 力 为 来 自 时 谐 场 的 电场 力 —e E, 与 磁场 力 -eu x Bo( 洛 伦 兹 力 ) ZA: 


F = —e [E + u x (uoH)] (1) 


式 中 , e 是 电子 的 电荷 , u 为 电子 的 运动 速度 . 
按 和 牛顿 第 二 定律 , 电子 受到 的 力 应 等 于 它 的 质量 与 加 速度 的 乘积 或 动量 的 变化 
率 , 即 


mee = —e [E + u x (uo) (2) 


对 于 均匀 平面 电磁 波 时 谐 场 , У БАЈ АТН Н = E/n, W 


eu x poH < eupoH = UPO p 
o 


(3) 


= —eE «eE (a< ve) 
式 中 , no = \/uo/e0; ve = 1/VE606. u < ve( 即 电子 的 运动 速度 远 远 小 于 光速 ) 表明 
时 谐 磁场 对 运动 电子 的 作用 力 亦 远 小 于 时 谐 电 场 对 电子 的 作用 力 . FÆ, (2) 式 可 


简化 为 
me— = —eE (4) 
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对 于 时 间 因 子 为 et 时 谐 电 磁场 , 电子 的 运动 也 是 作 时 谐 变化 , 故 (4) 式 可 写成 
jmwu=-eE 或 и=} E (5) 
MeW 


设 Ne 代表 每 单位 体积 的 电子 数 , и 为 电子 的 运动 速度 , 故 每 秒 钟 内 通过 单位 
面积 的 平均 电子 数 是 Nou, 由 此 产生 的 运 流 电流 密度 为 


Nee? 


Je = -Neu = —j E (6) 


теш 
由 于 空气 本 身 是 一 媒质 , 在 电场 作用 下 的 位 移 电 流 为 
Ја = co = jugo E (7) 
而 等 离子 体 的 的 全 电流 密度 .Jtota 为 此 两 部 分 电流 密度 之 和 , BI 


. Nee? 
Жыш = Je + Ja = jen (17 EES) E (8) 
MeEQu 


H Maxwell 场 方程 组 中 磁场 的 旋 度 方程 可 知 , V x H = Joa 现 将 等 离子 体 
中 的 全 电流 密度 Joa 等 效 为 仅 是 位 移 电 流 密度 SO реу зе, 即 有 


J otal = jw = jweoerE (9) 
应 用 (8) 与 (9) XX, 即 可 求 得 等 离子 体 媒 质 的 相对 等 效 介 电 常 数 sr 为 
Er 二 1 一 we fu? (10) 


式 中 ， , 
= ©. ww 称 为 等 离子 体 的 临界 角 频 率 . (11) 


2 
P MeEQ 

Ж. e = 1.6021917 x 10 -19C, m, = 9.109558 x 107?!kg 和 eo = 8.8542 x 10 -12F/m 
代入 wy, 则 可 得 f, = 52 = /80.62Ne; 而 (10) 式 可 表 为 


Ne 
Er = 1 ~ 8062757 (12) 
由 此 可 见 等 电离 体 仅 有 时 谐 电 场 作用 时 其 相对 介 电 常数 er 为 一 标量 , 为 各 向 同性 
媒质 . er 的 值 总 小 于 1, 并 随 着 电波 的 频率 f 而 改变 . 
(2) 时 谐 电 场 作 用 下 的 均匀 等 离子 体 (考虑 有 碰撞 ) 一 一 标量 介 电 常数 
以上 (10) 式 是 未 考虑 电子 运动 时 的 碰撞 所 求 得 的 =, 结果 . 当 考 虑 到 电子 在 运 
动 过 程 中 电子 与 中 性 分 子 或 离子 碰撞 时 所 产生 的 阻力 , 致使 电子 动能 损失 时 , 可 以 


H ж 一 . 557 ， 


认为 电子 运动 受到 了 阻尼 , 故 应 在 式 (4) 式 的 右 端 增加 一 项 与 速度 成 正比 的 阻尼 力 
—meuv, Bl 


d 
Me = —eE — m,uv (13) 


AF, v 为 碰撞 频率 . 对 于 时 谐 变化 的 电场 , 上 式 可 写成 


1 
mejuu = —eE — теши 或 u= 1—- (14) 


Me (ш — jv) 
由 此 可 得 电子 的 运 流 电流 密度 J. = -Neu 为 
Nee? 1 .Noe? 1 


Je=-j Me (БИП) = mew Op (15) 
故 等 离子 体 的 的 全 电流 密度 Jota A 
J total = Је + Ja = jweo ( UR xx) E (16) 


将 此 全 电流 密度 Joa 等 效 为 仅 是 位 移 电流 密度 coer 即 可 得 等 离子 体 考虑 了 
电子 碰撞 情形 下 的 相对 介 电 常数 为 
Nee? 1 we 


MeEqw?(1 一 ju/w) =! (1 — jv/w) w? 


er = (17) 
由 此 可 见 , 考虑 有 电子 磁 撞 情形 的 等 离子 体 其 相对 介 电 常数 sr 亦 为 一 标量 , 是 各 向 
同性 媒质 ; 但 由 于 = ARE, 故 当 波 在 其 中 传播 时 将 有 衰减 ; 并 随 着 电波 的 频率 f 
而 改变 . 
(3) 时 谐 电 场 与 便 定 磁场 共同 作用 下 的 均匀 等 离子 体 (未 考虑 碰撞 ) 一 张 量 介 
电 常 数 ` 
现在 , 我 们 考虑 电子 在 时 谐 电场 E 与 外 加 恒定 磁场 Bo = pHo 的 共同 作用 
下 的 运动 . 设 外 加 恒定 磁场 Ho 甚大 于 时 谐 磁场 Н, 且 仍 先 不 考虑 电子 运动 时 碰撞 
产生 的 阻力 , 故 作用 于 电子 上 的 力 为 时 谐 电场 力 与 外 加 磁场 力 (28162573) 之 和 , BR 


F = —e(E + u x Bo) (18) 


按 牛 顿 第 二 定律 , 我 们 有 
du 


Me = 一 @ (E +u х Bo) (19) 


对 于 时 间 因 子 为 et 的 时 谐 电磁 场 , 电子 的 运动 也 是 作 时 谐 变化 的 , 此 时 (19) 式 
可 写成 
jmewu=-e(E+ux Во) 或 u=j—— (E +ux Bo) (20) 
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假定 外 加 恒定 磁场 治 z 轴 方 向 , Bo = Boa。, W (20) 式 的 分 量 形式 可 表 为 


. € 
Ug = — (Ex + UyBo) 

。 € 
uy C meu (Ey — uz Bo) (21) 
uz = j— E, 

Mew 


H (21) 式 可 解 得 速度 分 量 ur, uy Mu, 为 


e ш . W 
Ug = 2 a PË, 一 j 一 5 a Ez 
Me Nw2 一 の の 2 一 の 


wy = = (2i Б, —9 B.) (22) 
g 


J 
Me we — uw? 


u — j- E, 
теш 
RP, wg = eBo/me 称 为 电子 运动 的 回旋 频率 ， 


时 谐 变 电场 引起 的 位 移 电 流 为 Jy = jveoE, 等 离子 体 中 电子 运动 产生 的 运 流 
电流 密度 为 Je = 一 Neew, 而 等 离子 体 的 全 电流 密度 Jor 为 此 两 者 之 和 , 即 


J total = joco E ー Neeu (23) 


其 分 量 形 式 为 
J, = jweo Er 一 Neeuz 
Jy = jweo Ey 一 Neeuy (24) 
J, = juego E, — Neeuz 


将 (22) 代入 上 式 后 , 便 有 


Nee? Nee? 
J; = jweo 1+ 一 -一 2 一 y 
теєо (w2 — ш?) Me (ш? — w?) 
Nee?w Nee? 
Jy = s Е jweg |1 + ——— = |E (25) 
"me (w2 — w?) 360 теєо (ш? — w?) У 
Nee 
Jz = jweo | 1— z) z 
MeEQw 
4 
Nee? 
wp = (26) 
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wp 称 为 等 离子 体 的 临界 角 频 率 , 旭 (25) ATRA 


J. =} ELI eg 
z = 00 + ШЕРІ) У 


2 
: pg 」 p 
=з] loque tuos) (27) 
E NA 
J, = jweo | 1 2 E, 
の 
记 
1+ шр (の 2 の g | ws (28) 
єт = 一 eg = ——— — eg =l- Ё 
1 w? — w?’ 2 w (w2 — ш?)” 3 ш? 


则 (27) 式 可 进一步 简洁 地 写成 


J, = jogo (£v Es + je2 E) 
Jy = jweo (—j£2 Ez + £i Ey) (29) 


Jz = jweoes Ez 


将 此 式 表 为 矩阵 形式 , 则 为 


J, €1 jea 0 Ez 
Jy | =jweo| —je2 ë 0 |: | E, (30) 
Jz 0 0 €3 E, 


现 将 此 全 电流 密度 Joa 等 效 为 仅 是 位 移 电流 密度 PD. ERE, Лы iD. 
于 是 得 | 


Ds; と 1 je2 0 Ez 
D, = 60 一 jE2 E1 0 ` Ey (31) 
D, 0 0 と 3 E, 


(31) 式 亦 可 采用 矢量 法 简洁 地 记 为 
D=[e]:E=eoler]l:E 
式 中 
El je 0 


€ 
= =} -je а o (32) 
€o 
0 0 ЄЗ 
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由 (32) 式 可 见 , 等 电离 体 在 时 谐 场 和 外 加 恒定 磁场 的 共同 作用 下 , 其 相对 介 电 常数 
[er] 为 反对 称 张 量 , 是 各 向 异性 媒质 ; 张 量 元 素 由 (28) 式 给 出 , 它们 均 随 着 电波 的 
频率 f 而 改变 . 

(4) 时 谐 电场 与 便 定 磁场 共同 作用 下 的 均匀 等 离子 体 (考虑 有 碰撞 ) 一 张 量 介 
电 常 数 

当 等 离子 体内 存在 有 电子 与 中 性 分 子 或 离子 碰撞 时 , 电子 的 运动 将 受到 了 阻 
Jé, 故 在 式 (18) 式 的 右 端 增加 一 项 阻尼 力 , 即 


me Se = —e(E + u x Bo) — meuv | (33) 
式 中 , ヶ 为 碰撞 频率 . 对 于 时 谐 变化 的 电场 , 上 式 可 写成 
mejwu = —e(E + u x Bo) 一 теши 
或 
ニュ ーー ンー の Ë +u x Bo) (34) 
ii 
й = ш ju (35) 
则 有 
uin (E+ x Bo) (36) 


KERS (20) 式 比较 , 可 见 它们 有 相同 的 形式 , DUE w 被 换 成 o = o — jv. 因此， 
由 (22) 式 将 w — ©, 即 可 获得 有 耗 情况 下 电子 运动 的 速度 为 


e ш . @ 
2 ーー タル タッ ー ) —-3P. 
Me Nw2 一 の w2— Ó 


e の の 
= j E $E 37 
Uy Me ( 102 — 027 w? — 02 >) (37) 


uz = j— Е, 
Mel 


注意 到 : 时 谐 电场 引起 的 位 移 电 流 7。 = joco E 中 的 w Aoi o PUR, 于 是 由 
(27) 式 可 得 全 电流 密度 J 为 
20 . Ug 
Ja = JeEo (Є + а) Ez + 
. . の 2 の g (の 2 の 
Jy = JWEo E T (: + ess) 5, (38) 


w2 
Jz = jweo 1- — j| E; 
の の 


Us = 
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2 
= デーー つ 9 _, (39) 


MJ (38) 式 的 全 电流 密度 与 (29) 式 具有 相同 的 形式 , 故 对 于 有 碰撞 损耗 情形 , 等 离 
子 体 的 相对 介 电 常数 张 量 [E] 亦 可 表 为 


(40) 


H (40) 式 可 见 , 等 电离 体 在 时 谐 场 和 外 加 恒定 磁场 的 共同 作用 下 , 对 于 有 碰撞 损耗 
情形 , 其 相对 介 电 常 数 EE] 为 一 反对 称 张 量 , 是 各 向 异性 媒质 ; 张 量 元 素 由 (39) 式 
给 出 , 它们 均 为 复数 , 且 随 着 电波 的 频率 f 而 改变 . 

以 上 所 得 (10), (17), (32) 和 (40) 式 分 别 为 情形 (а), (b), (c) 和 (d) 等 离子 体 的 
等 效 相 对 介 电 常数 , 其 中 对 于 情形 (а) 是 有 外 加 磁场 并 考虑 有 碰撞 损耗 的 最 一 般 情 
Ж. 不 难看 出 , 当 Bo = 0, 20 BF, Aw, = 0. 0 ш,ё=0, ë = ёз = 1— w/w’, 
(40) 式 便 退化 为 情形 (a) 无 外 加 磁场 并 不 考虑 碰撞 损耗 时 的 (10) R. 

对 均匀 等 离子 体 媒 质 的 等 效 介 电 常 数 的 分 析 将 可 看 出 , 其 中 电磁 波 的 传播 有 如 
下 特点 : 

(i) 由 (28) 式 可 见 , 当时 谐 磁 场 频率 w 接近 等 离子 的 回旋 频率 w 时 , 有 el 一 оо 
和 gz 一 оо, 产生 所 谓 旋 磁 共振 现象 . 即 当 w — o, 时 , 很 小 的 E, EX E, 就 可 以 产 
生 很 大 的 运 流 电流 , 表明 此 时 电子 将 以 极 大 的 速度 运动 , 而 使 电子 与 中 性 分 子 的 碰 
撞 加 剧 , 导致 电磁 波 有 极 大 损耗 . 在 旋 磁 共振 区 , 损耗 是 不 能 忽略 的 , 但 在 远离 共振 
区 , [2,] 与 [ez] 的 差别 其 微 . 对 于 地 球 上 空 的 电离 层 , 在 地 球 磁场 的 影响 下 是 一 个 在 
恒定 磁场 作用 下 的 等 离子 体 . 当地 球 磁场 Bo 取 平 均值 5 x 10-5Wb/m2 时 , 对 应 回 
旋 频 率 f, = ÉB 的 值 为 户 = 1.4MHz, 这 就 是 说 , 地 球 上 空 的 电离 层 对 频率 约 
为 1.4MHz 的 电磁 波 吸 收 最 大 . 因而 在 无 线 电 通信 中 应 避 开 使 用 这 一 频率 . 

(i) 如 果 不 考 虑 地 磁场 影响 , 即 Bo = 0 Jl] шо = 0, 而 由 (29) 式 表明 张 量 介 电 


常数 (32) 退化 为 标量 介 电 常数 sr = 1 – =Ë, 等 离子 体 变 成 了 各 向 同性 . 在 这 种 等 


离子 体 中 电磁 波 的 传播 常数 y 为 : y = јо посо /1 — w2/w?, 由 此 可 知 : 
当 w > wp 时 , у= а +)6 为 纯 虚 数 , у = 18, 波 可 在 等 离子 体 中 传播 . 相位 常数 
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BA 
В = шуроєол/1 — w2/w? (41) 
而 波 的 相 速 为 
Un = w = ーー > Ve (42) 
P B 4/1 — «2/2 


式 中 , ve 为 光速 , FARE v, 随 频 率 o 的 增 大 而 减 小 , 故此 时 等 离子 体 是 一 种 正常 色 
散 媒 质 . 
24 w< шь 时 , y = a 为 负 实 数 , 而 变 成 衰减 常数 , 波 不 能 在 等 离子 体 中 传播 . 
此 时 
а テー の ogot/ 1 — w2/w? (43) 
故 wy 有 等 离子 体 中 电磁 波 传播 的 临界 角 频 率 之 称 . 
由 (26) 式 可 知 , 临界 角 频 率 w 为 


Nee? 
MeEo 


它 与 等 离子 中 的 电子 密度 有 关 . 代入 e = 1.6021917 x 107°C, me = 9.109558 x 
10-31kg, eg = 8.8542 x 10-12H/m 的 值 后 , 可 得 


f, = 22 = V80.62Ne Hz (45) 


地球 上 空 的 申 高屋 中 , 平衡 状态 下 的 电子 密度 随 海 拔高 度 变化 , 为 不 均匀 等 离 
子 体 媒质 , 其 中 Е, 层 中 的 电子 密度 最 大 , 约 在 (1 ~ 2) x 1012e/m3, 所 以 电离 层 的 
最 大 的 临界 频率 约 为 fp 12.7MHz. 因此 , 为 了 实现 卫星 与 地 球 之 间 的 通信 , 突破 
电离 层 的 屏障 , 电磁 波 的 频率 应 高 于 上 述 最 高 临界 频率 . 另 一 方面 , 为 了 实现 地 面 
间 的 远 距 离 短 波 通信 , 则 希望 发 射 的 无 线 电 波 被 不 均匀 的 电 高 层 全 反射 回 至 地 面 站 
的 接收 天 线 , 而 选择 通信 频率 时 也 需 考 虑 临界 频率 . 计 及 到 所 有 因素 , 最 高 可 用 的 
短波 通信 频率 在 30MHz 之 下 . 而 卫星 通信 的 最 低频 率 则 必须 在 临界 频率 之 上 . 此 
外 , 电离 层 的 厚度 、 电 子 密 度 随 太阳 辐射 的 异 夜 、 季 节 、 地 理 位 置 的 变化 而 变化 的 ， 
加 上 其 它 因素 如 太阳 黑子 、 磁 暴 等 对 电离 层 的 影响 , 实际 上 通信 用 的 最 佳 频率 是 经 
常 变 化 的 . 
F 铁 氧 体 及 其 旋 磁性 质 一 -一 张 量 磁 导 率 


RAKE BRA AN BR, Жи FezOs 和 一 种 或 多 种 金属 氧化 物 混和 
烧结 而 成 , 物理 特性 类 似 于 陶瓷 , 是 一 类 非 金属 磁性 材料 ; 其 化 学 式 可 用 MO: FesOs 
表示 , 这 里 М 表示 二 价 金 属 离子 如 Mn, Mg. Zn 和 Ni 等 . 铁 氧 体 按 其 所 含 金 属 


(44) 


wp = 
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成 分 , 常用 的 有 MnZn 铁 氧 体 `MgMn 铁 氧 体 和 MgMnAl 铁 氧 体 等 ; 按 其 晶体 结构 
4}, 有 单 晶 铁 氧 体 和 多 晶 铁 氧 体 , 其 中 用 于 微波 器 件 中 最 著名 的 有 包 铁 石榴 石 , 简 
Ж YIG, 属于 单 晶体 ( 体 心 立方 草 系 ), 它 较 其 它 多 唱 铁 氧 体 的 电磁 损耗 低 一 个 到 几 
个 数量 级 . 

铁 氧 体 的 电阻 率 很 高 , 一 般 为 1010 ~ 10129.m, 近似 于 绝缘 体 ; 因而 电磁 波 在 
其 中 传播 时 损耗 很 小 ; 铁 氧 体 有 较 高 的 相对 介 电 常 数 e = 5 ~ 25; 并 类 似 于 金属 磁 
性 材料 具有 较 高 的 相对 磁 导 率 u = 102 ~ 104， 由 于 铁 氧 体 的 这 些 良好 电磁 特性 ， 
使 得 它 在 低频 和 微波 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

以 下 分 析 将 指出 : 铁 氧 体 在 外 加 稳 恒 磁场 Ho 作用 下 , 若 同时 有 微波 频率 的 交 
变 磁场 H = He" 作用 时 将 表现 出 具有 旋 磁 性 质 , 其 特征 是 铁 氧 体 的 磁 导 率 不 
是 标量 , 而 是 一 个 张 量 , 因而 它 是 磁 各 向 异性 的 . 正 是 由 于 旋 磁 媒质 所 具有 的 伐 各 
向 异性 的 性 质 , 电磁 波 在 其 中 传播 就 会 产生 一 系列 新 的 效应 , 如 极 化 面 旋转 (法 拉 
第 旋转 效应 ) 、 共 振 吸 收 等 , 现 业已 利用 这 些 效应 制 成 了 多 种 类 型 的 微波 铁 氧 体 器 
ft. 

物质 原子 的 核 外 电子 既 绕 原 子 核 作 轨道 旋转 , 还 绕 自身 的 一 个 轴 作 自 旋 运 动 . 
无 论 轨 道 旋转 还 是 自 旋 运动 , 由 于 电子 带 有 ( 负 ) 电 , 因而 都 会 产生 磁 矩 . 近代 磁 学 
理论 指出 , 轨道 运动 磁 矩 远 小 于 自 旋 运动 磁 矩 ,因而 铁 氧 体 磁 性 主要 来 自 电子 的 自 
旋 . 因此 , 研究 自 旋 电子 在 外 磁场 作用 下 的 物理 现象 是 研究 铁 氧 体 物理 特性 的 基础 . 

当 带 负电 的 电子 作 自 旋 运 动 时 , 形成 一 个 电流 环 , 因而 具有 一 定 的 磁 矩 , 设 此 
ШЖ 。, 而 电子 自 旋 时 具有 一 定 的 角 动 量 ( 亦 称 为 动量 矩 )p。 它们 之 间 具 有 如 下 
关系 : 


He = —YePe (1) 


Ж, ye = e/me = 0.1759 x 1012C/kg, 称 为 旋 磁 比 , e 是 电子 电荷 的 值 ; m 是 电子 
的 质量 ; 负 号 表示 m 的 方向 与 p。 的 方向 相反 ( 见 图 F.1). 

现在 假定 铁 氧 体 处 于 外 加 稳 恒 磁化 场 Ho 中 , 而 Ho 的 方向 不 与 ue 平行 , 则 
此 自 旋 电子 将 受到 来 自 磁 场 Ho 的 力矩 T 的 作用 , 此 力矩 T 为 


T = pe x Bo = p, x (uo Ho) (2) 


Ж, uo = 4x x 1077H/m 为 自由 空间 的 磁 导 率 . 
根据 经 典 力 学 可 知 , 在 没有 阻力 矩 的 情况 下 , 旋转 物体 受到 外 力矩 作用 时 , 其 
角 动 量 的 时 间 变 化 率 就 等 于 所 受到 的 外 力矩 , 故我 们 有 


d 


are =T (3) 
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Н ЕІ 自 旋 电子 在 恒定 磁场 中 的 进 动 


由 (1)~(3) 式 , 可 得 
die 二 一 YeHoHe X Ho = wo X He (4) 


(4) 式 是 单个 电子 的 磁 矩 的 运动 方程 , 它 表 明 磁 矩 增 量 dp。 的 方向 与 pe SEB, 即 
du, 沿 着 与 自身 垂直 的 方向 变化 , 因而 电子 在 作 自 旋 的 同时 还 绕 着 Ho 为 轴 做 旋转 
运动 , 这 种 旋转 运动 称 为 (PR) 进 动 , 进 动 方向 环绕 Ho 成 右手 螺旋 关系 (图 F.1)， 
式 中 ， 

wo = "eo Ho (5) 


wo 称 为 进 动 角 频 率 . 事实 上 , 由 图 2.3, 有 |d。| = jp。|sin 6wodt, 而 由 (4) xt, 可 得 
[due] = ешо. зіп Ноа, 于 是 便 有 wo = euo Ho 或 wo = ене Ho. 

将 Ye = 0.1759 x 1012 C/kg. uo = 4x x 1077H/m Ж fo = wo/2x 代入 (5) 式 , 
并 改 用 频率 fo Ata (Hz) 为 兆赫 (MHz), PH Ho 的 単位 A/m 为 惯用 的 单 
位 奥 斯 特 (Oersted) 表示 , 注意 到 1A/m= 4x x 10-3Oe, 则 进 动 频率 fo 可 表 为 


若 取 Ho = 1000Oe, 则 fo = 2800MHz, 此 值 相 应 于 微波 频率 范围 内 的 10cm Ж 
Bt, 10000e 的 磁场 强度 在 技术 上 是 很 容易 实现 的 . | 

对 于 所 考虑 的 大 块 铁 氧 体 , 其 中 含有 多 个 电子 . 设 每 单位 体积 内 含有 的 自 旋 电 
FRA Ne, 则 在 线性 、 均 匀 铁 氧 体 中 , 磁化 矢量 为 


р bh 
М = Jim. Ar е 


应 用 (1) 式 , 而 有 
M = 一 ?eVep。 (7) 
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TE, 由 (3) 式 可 得 磁化 矢量 (BREM 的 进 动 (运动 ) 方 程 : 
dM 
dt ` 

以 上 分 析 及 (8) sN EAS EHL7JAB, 即 在 无 耗 的 情况 下 导 得 的 . 如果 没有 

损耗 , 电子 的 进 动 将 不 会 停止 , 然而 实际 上 铁 氧 体 中 总 是 存在 有 损耗 的 , 因而 He 与 

Но 的 夹 角 Ө 会 逐渐 变 小 , 最 后 p 变 成 完全 与 Ho 的 方向 平行 . 这 时 铁 氧 体 的 磁 

化 达到 了 饱和 . 

现在 , 我 们 来 考虑 铁 氧 体 在 外 加 的 稳 恒 磁场 Ho 与 高 频 交 变 磁 场 h 共同 作用 

下 的 性 质 . 设 铁 氧 体 被 Ho 磁化 到 饱和 , 并 设 Ho Wr z 轴 方 向 ; 并 存在 有 高 频 磁场 

h(|h| < |Hol), 故 在 铁 氧 体 中 除了 由 于 在 Ho 的 作用 下 产生 磁化 强度 Mo( 称 为 饱 

和 磁化 强度 ) 外 , 还 存在 有 一 个 交 变 磁化 强度 m, 并 有 m| < |Mo|. 此 时 , 铁 氧 体 

中 磁化 矢量 M 的 进 动 方程 为 


= elio Ho x М (8) 


dM 
dt 
其 中 总 的 磁场 Н 和 磁化 强度 M 分 别 为 


H = Ho +h = й„һь„ + Gyhy + âz (Ho + hz) 
M = Mo +m = à,ms + ёту + à, (Mo + mz) 


这 里 , 按 相关 书刊 中 习惯 , 将 交 变 磁场 及 有 关 量 用 英文 小 写 表 示 , 以 免 与 稳 恒 磁场 
Ho 8. 
将 以 上 五 和 M 代入 进 动 方程 (9), 得 
d (My +m) 
dt 
上 式 两 边 展开 后 , 略 去 高 阶 小 量 А x m 和 常数 项 Hy x Mo, 便 有 


= eo H x M (9) 


(10) 


= Yeo (Ho +h) x (Mo +m) 


dm 
"de = 70 (Ho x m +h x Mo) 


按 分 量 形式 写 出 , WA 
ата 
dt 
ать, 
dt 
dm; 
dt 
设 对 于 时 谐 场 , 磁场 h 和 磁化 矢量 m 分 别 可 表 为 : h = hnt 和 тъ = mel, 
其 中 o 为 高 频 场 源 的 角 频 率 . 


= —YeHoHomy + Yeo Moh, 
= YeltoHoms — Yeo Moh, (11) 


= 0 
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注意 到 


则 (11) 式 可 写成 


wo = үешоНо, 并 令 wm = euo Mo 


jwm, = —womy + Um ha, 


jum, = шот — оњ 


wm, = 0 
由 此 , 我 们 可 解 得 

Шош Шит 

mew ghe — j 2. ahy 

0 0 
,Wm шош, 
My = ja zhes っ 2 — ? 
т. = 0 
按照 磁感应 强度 的 定义 : 

b = uo (h + тп) 


将 (14) 代入 上 式 , 并 按 直角 坐标 分 量 写 出 , 得 


今 记 


WoW 


b; = Ho (2- 


0 の 


. Qm 
by “ino рш. + Ho (: Ev 


b, = ноћ 


WoWm 


2 2? 
[791 Wo 


kr =1 


则 (16) 式 可 简洁 地 写成 


写成 矩阵 形式 则 为 


或 写成 矢量 形式 : 


b, = Lokrhs 一 juokrhy 
by = juokr hz 十 hokrhy 


bz = Boh 
b. kr —jk. 0 hy 
by = Ho jkr Hr 0 hy 
b; 0 0 1 hz 
b = polar]: h 


WW, 
h, — juo 一 sh 
= z JH w? - w? “ 


h 
zz) Ú 


(12) 


(14) 


(15) 


(16) 


07 


(18) 


(19) 


(20) 
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式 中 
Hr -jkr 0 
(url= [jk pr 0 (21) 
0 0 1 


这 是 一 个 二 阶 反对 称 张 量 , 称 为 相对 张 量 磁 导 率 . 

从 以 上 均匀 铁 氧 体 媒质 的 等 效 张 量 磁 导 率 [| 将 可 看 出 , 其 物理 意义 如 下 : 

(i) 车 铁 氧 体 上 所 加 稳 恒 磁场 H. Z 0, 则 饱和 磁化 的 铁 氧 体 媒质 变 成 是 各 向 异 
性 的 . 这 时 沿 着 z 轴 方 向 的 磁场 强度 h 所 产生 的 磁感应 强度 b 的 方向 不 单纯 沿 着 
z 方向 , 它 除了 具有 z 方向 的 分 量 puh 外 , 同时 还 具有 y 方向 的 分 量 jjokshs 
Hope 项 可 认为 是 h 直接 对 b 的 贡献 ; 而 nok, 项 可 认为 是 一 个 耦合 项 , 它 把 高 频 能 
量 从 一 种 极 化 转换 为 另 一 种 与 之 相 垂直 的 极 化 , 它 是 由 于 磁化 矢量 绕 Ho ЖЕЛШ 
产生 的 . 

(ü) 24 w = wo 时 , н, — oo, k — oo, 这 时 很 小 的 hs 和 h, 就 可 以 产生 很 强 的 
磁化 强度 ms。 和 my, 因而 有 很 强 的 磁感应 强度 b, 和 b,， 这 就 是 所 请 铁 磁 共 振 现 
象 . 这 是 由 于 在 Ho 垂直 的 方向 上 的 高 频 磁场 he 和 ny, 能 弥补 进 动 的 能 量 损耗 ， 
使 AZ 的 进 动 可 持续 下 去 ; 当 交 变 磁场 的 频率 w 与 磁化 矢量 AZ 的 进 动 角 频 率 wo 
同步 时 , 进 动 的 自 旋 电子 系统 从 外 加 交 变 磁场 中 吸取 最 大 能 量 , 进 动 的 幅度 达到 最 
K. 因此 , 这 时 交 变 磁场 的 频率 = wo 称 为 铁 磁 共 振 频 率 . 

(ш) 车 铁 氧 体 上 未 加 稳 恒 磁场 , 则 铁 氧 体 没有 磁化 , BI Ho = 0, Mo = 0, 因而 
有 wo = wm = 0, 此 时 未 磁化 的 铁 氧 体 是 具有 er、 и. 各 向 同性 的 媒质 . 由 于 铁 氧 体 
的 张 量 磁 导 率 (19) 式 的 应 用 条 件 是 饱和 磁化 ; 当 Ho = 0 BF, (19) 式 己 不 成立 , A 
而 , 我 们 不 应 从 它 和 (17) 式 得 出 m = 1 的 绪论 . 

以 上 是 未 考虑 铁 氧 体 本 身 的 损耗 时 的 旋 磁 性 质 . 类 似 于 有 耗 等 离子 体 情形 , 铁 
氧 体 的 电磁 损耗 可 归结 为 对 磁化 矢量 M 进 动 的 阻尼 , 故 当 考虑 铁 氧 体 的 损耗 时 可 
在 方程 (9) 中 增加 一 项 阻尼 力矩, 此 阻尼 力矩 使 AZ 与 Ho 的 夹 角 9 逐渐 变 小 , BH 
尼 力 短 沿 矢 量 av x i 方向 , 这 里 , ам = M/|M| 是 沿 磁 化 矢量 M 方向 的 单位 
ЖЖ, 因 M = Mo + miM] > Iml), M = Moa。 故此 时 磁化 矢量 M 的 进 动 方程 
(9) 変成 : 


dM ` aM 
"dr = 70 Но x М + adam x "dt 
dM 

& eto Ho x M + aa, х 一 一 (22) 


dt 


式 中 , o 为 阻尼 系数 . 
将 (10) R H Яй M 代入 进 动 方程 (22), 略 去 高 阶 小 量 h x m 和 常数 项 Ho x 
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Mo, 重复 在 讨论 无 耗 铁 氧 体 时 的 过 程 和 步骤 , 并 令 co = wo +jwa, 则 我 们 可 导 得 


jum = —Womy + ug huy 
jwmy = Goma — Wmhz (23) 
шт, = 0 


比较 (23) 与 (13) 式 可 見 , 除 在 (23) AF wo 取代 了 wo 外 , 两 组 方程 的 形式 完全 相 
E, 故 对 于 无 耗 情 形 的 结果 作 wo 一 co 代 换 后 , 便 可 应 用 于 有 耗 情形 . 例如 , 由 (17) 
式 , 我 们 有 


の 0 の - の の 


~ 1 — quay! — т р ER 
Hr = 1 w2 _ we Hr Jer» ky w2 __ we k. jk, (24) 
而 张 量 磁 导 率 为 
u ји ilk’ jk) 0 
[А] = | (к. jke) ш, јни 0 (25) 
0 0 1 


可児, 当 计 及 铁 氧 体 的 损耗 时 , 张 量 磁 导 率 元 素 п, 和 k WARE. 


附 录 三 
A ABS TM 和 TEmn 波 传输 功率 (3.3.44) 和 (3.3.47) 式 的 证 明 
(1) TEmn Ж 
由 (3.3.42) 式 可 知 , TE, 波 的 平均 传输 功率 可 表 为 
n 2 
P= — P | 5 + ada (1) 
AP, Onn 为 TES. 型 波 的 截止 波 数 ; x, = Oana 为 J! (z) 的 第 ヵ 个 零点 . 


应 用 递 推 公式 ; Jin (z) = dmn) - Јо) 和 =” (а) = Im—1(£)+Im+1 (x), 
MJ (5) 式 的 被 积 函数 可 写 为 


JG) тулш) =; ne) - daa) Spal) + s GP) 


абв) + Imei (2) — Uma (8) + Jia (а) 
X Ља (z) + Jo, ua (a) 


505108) + Baro) (2) 


附 录 = . 569 . 


于 是 , (1) 式 可 化 为 


= wn Tmn 
P= ибт asp f [JÀ. (z) + J2,,,(a)lade (3) 
2£0mÓ' mn 0 


利用 Bessel 函数 积分 公式 ( 见 附录 D): f J2 (z)zdz = Де 一 Jm-1(2) 
Мм+1(@)|, WJ (3) 式 中 的 积分 部 分 可 表 为 


/ "UA (a) + 7% (2)Jadz 


, 
Ton 


=Z (2) + Tha (2) — Jn (2)(2,—2(z) + Jar) | 


引用 递 推 公式 ; Jm-1(2) = J (z) + —Jm(ay; Jaa (z) = — J! (z) + T Jo (n), 并 因 
ton Ж J! (z) WEA, 而 有 Imei ltn) = Ја (ian); 于 是 以 上 积分 结果 中 的 


zi. А Din 
у [J2. (x) Tt J2, +A (2)] 
0 


Я ` = m? J2 nus) 


mm 


而 引用 递 推 公式 :Jm_1(z) + аав) = 5 Jo (2), 则 以 上 积分 结果 中 的 


| 
由 于 Imei (Chan) = Jim (Enn), 而 有 


4 
Lian 


22 gl? 
Un (2) [Jm—2(2) + Im+a(z)]] = a т Ema) 
0 


2m(m —1) 2m(m+1) 

— ーー + ー 5 ーー ー2 
mn mr 

= (2m? — 27,,)J2, (ln) 


于 是 , 我 们 有 


Í Ea + (®]гйг= MIR (шы) = Om? а) а) qu 
= (ы, т) (шы) 
将 此 结果 代入 (3) 式 , 最 后 便 得 到 ТЕ. 波 的 平均 传输 功率 (3.3.44) R: 


шрВла“ 


Р = 7 
2€0mX mn 


1 m=0 
Ho |? (z/2,, — m2)J2 (z ) Eom = 5 
| o|"( )ЈЉ (а) go 2 m40 (5) 
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(2) TMmn Ж 
由 (3.3.46) 式 可 知 , 圆 波导 TM,。。 波 的 平均 传输 功率 可 表 为 
Imn , 2 
вар (+ лда) aas 


式 中 , bmn 为 ТМ 型 波 的 截止 波 数 ; Emn = бтп@ A J, (z) 的 第 л, 个 零点 . 
利用 (2) RAR, (6) 式 可 化 为 


P= 


wen 


P= 
250,94, 


Dann 
РА; n (J2, (2) + J2, s (x)]edz 
0 


а? 
| 


AA / J2 (z)zdz = 
0 
Ji, (a), 注意 到 ты» = mna 是 Ju (c) 的 零点 , 故 (7) 式 积分 部 分 可 表 为 : 


22 
PE [J5, (2) + Jaa (2) — Jm (2) 
x (Jm-2(2) + Jma2(2))]o"" 

z2 


= “ma 2 _ (man) + JÜ, YZ), 


2 
== Jmn (Emn ) 


将 此 结果 代入 (т) 式 , 最 后 便 得 到 TM。。。 波 的 平均 传输 功率 (3.3.47) 式 : 


[| MR Rada = 


we xa^ 1 m=0 


2 m0 


P= 


(Eol J'2 (mn) Eom = | 


2£9m 2,4 


B 计算 同 轴 线 截 止 波长 的 近似 公式 (3.4.54) (3.4.56) 式 的 推导 
对 于 Bessel 函数 , 当 宗 量 x 值 较 大 时 , 有 大 宗 量 近似 式 : 


Ј (z) = "E — o), Ya(z)m VZ sinte ー の ) 


而 


式 中 , $ = (2m + 1)л/4. 
于 是 , 由 TE, 模 的 超越 方 程 (3.4.41) R: 
J, Y, (ez) — Ja (св) (z) = 0 
我 们 可 得 
— sin(x — ф) cos(cz — é) + sin(cz — ф) cos(x — ф) = 0 


(7) 


02.02) ~ Jm ci) Joa (2)] 和 (ж) = 7 Je (a) + 


(8) 
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即 
sin[(cz — 4) — (x — ф)] = sin[z(e— D] =0 (4) 
由 此 可 知 超越 方程 (3) 的 近似 解 可 表 为 
ET (n = 1,2,---) (c = b/a) (5) 
于 是 


2ла 2(b—a 
ame, = 2 20-9) (6) 
mn 


类 似 地 , 用 大 宗 量 近似 式 (1) 和 (2) RRA TM。。 模 超越 方程 (3.4.49) 式 后 ， 
可 得 J,,(z)Y;, (cz) 一 Ja (cx)Ym (т) = 0 的 近似 解 为 


TL 


于 是 
хм, = 20а _ 00-а) (8) 

由 于 近似 式 (1) 和 (2) 仅 适 用 于 z > m # z > 1 情形 , (5) 和 (т) 式 仅 当 a, 
和 zmn 的 值 较 大 时 , 亦 即 ”的 值 较 大 时 才 有 好 的 精度 , 并 且 其 精度 随 c = 5/a 的 増 
大 而 降低 . 因此 , (6) 式 对 = 1 并 不 适用 , 而 不 能 用 来 与 估算 同 轴 线 中 第 一 个 高 次 
模 的 截止 波长 . 事实 上 , 采用 数值 方法 求解 同 轴线 TE, BA TMm 模 的 超越 方 
程 并 非 难事 , 故 计算 公式 的 其 适用 范围 则 可 由 z”, 和 cuu, 的 精确 数值 解 结果 、 与 
所 要 求 的 精度 判定 ， 在 实际 应 用 中 , 我 们 仅 需 知道 的 高 次 模 的 截止 波长 的 粗略 值 ， 
以 便 保证 只 有 主 模 传 播 时 选 定 同 轴线 的 合适 尺寸 , 以 及 在 给 定 同 轴线 尺寸 情况 下 了 
解 其 中 可 能 传播 的 模式 . 

4c=b/a< 2.5 В, 几 个 前 高 次 模 的 近似 计算 公式 如 下 : 


TE _ 2na — n(a-b) 


em ニッ ラー シー m-Lh23n-l (9) 
2xa _ 2(b—a 

Aon = ~ 00) (n = 1,2,3;т = 0) (10) 
mn 
2 2(b — 

лтм _ 2ла ~ 2(b — a) (n = 1,2,3; m = 0) (11) 
Zon n 


C 证 明确 定 光 波导 HE, 模 截止 波长 当 n2/n2 为 一 级 近似 时 相应 u 值 的 超越 
方程 (3.5.65) 
| 1 Jm-i(u) _ 1 n (1) 


u Jm(u) m —1n2-4 n3 
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证 明 由 (3.6.58)、 (3.6.61) 和 (3.6.62) 式 可 知 , 对 于 m > 0, HEmn 模 的 特征 
方程 为 : 


式 中 
P—uJs(u) чї u Ja(u) 
和 1 K! (ш) 1 Km-_1(w) 
w m m-1(w 
27 w Kj (u) T w w Km (4) 


` . (m — 1)! / 2 N” . 1 Km_-i(w) 
“4w— 0 截止 时 , 因 lim К„(ш) ~ 2 (2) ,而 有 lim E Kaw) | ~ 
1 
故 


2(m 一 1)' 
. m 1 = 
do dU (5 + 2(m — 5) (5) 

而 2 
m 1 т? m 1 
2 (а) S mt тая 
TH, 当 w 一 0 时 , 对 于 (2) 式 中 的 根 号 V = SO 内 部 分 , 将 2 代入 

后 , 有 


2\2 2 2 
n 2 2f 1 ng 1 1 1 n$ 2 

= 2 4m? | в 2\2 +— | 4-2 
SQ (1+2) の + (3*3) (5*3 п29 


247? 2 2 

nj m m 1 2/1 n$ 1 1 1 
w(14 72) (Z 0 | +4m 一 
(2+5) (т) (3*3 wt w? 


SQ 的 第 二 项 乘 开 后 , 经 整 、 和 后 可 得 


2N 2 2 2\ 2 2 2 2 
m 1 m 4m n 4m 
so- (14 ) (1 w) + + 15) (7) 
1 1 


n2] m—1w? ut 


n 2m 1 (1 — n2/m2)2 1 (1 — n2/m5)4 м 
mg, 2m LO iR zc os REST, ШЕ 


一 级 近似 , 我 们 可 将 它们 代入 (7) 式 中 , 使 之 配 成 完全 平方 , 而 将 SQ 写成 


2\2 2 2\ 2 2 2 2 
n m И 1 m 4m n. 4m 
SQ=[1+—2|) —+[|1- 2] ————-—--—-l1-— 
Q ( =) wt +( n2] m—1uw? ut ta и?ш? 


2m 1 (1 — n§/ni)? 1 (1 — n2/n1)* 
m —1lu? (1 +n§/nz) 4(m — 1)? (1 + n$/n1)? 


2 
_ 14 2 m 1 1 (1-nj/ni? | 4m } 
njw 2|т—1(1+т3/М) u? 


于 是 , 将 (5) 和 (8) 代入 (2) 式 后 , 我 们 便 得 到 


_1(,,%\(_1 ут 
EP. n?] XW2(m—1) w? 


(1 — n2/ni) 
| 
此 即 有 m 1 


P= m ni +n 


2 
no 


1 n2N m 1  (1—n2/n2? 2m 
20000) атор 2 
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(9) 


B p= 29—00 да (3) R), 这 就 得 到 确定 HEmn 波 截止 波长 相应 w 值 的 起 


uJa (a) 
越 方程 为 
Jm-1 (u) | 1 n 


udm (u) — 1 nš + n2 
D 有关 Bessel ith LAR 分 公式 的 证 阴 


1) 积分 公式 : [5 (z)zdz = = [Ae ) = Im—1(2) Jm41(2)) 
2) 积分 公式 :四 qz = ug) + (а) 


(3.5.65) 式 得 证 . 


з) BAAR. / (Gg)Pzds = 38) - 4 + S UG) +) 


4) 积分 公式 : [4% (z)zdz = 212 (z) — Jm—1(t) Ја (2)] 


(4) 式 中 , Jo (z) 和 JA (x) 分 别 是 m Wy Bessel 函数 和 Riccati-Bessel 函数 . 


对 于 (1)~(3) R, HS z= бр, 并 对 取 积分 限 p 从 0 到 a, 则 我 们 可 导 得 


n as US (ба) — Jo. 1 (5a) Tn i (6a)] 


F260) 5, Lsa a) — 
/ „ао = ~5 (U8 (6a) + Ji (6a) — 1 


[Go od = is (Ува) — (ба) — 1] + 6%0°[7(6a) + (баў) 


(6) 


(7) 
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特别 地 , 对 于 m = 0, Al Jo(0) = 1 和 Jale) = —JA (z), 我 们 有 
/ aa = а Ud (a) + J2(8a) (8) 


H (6) 和 (7) XX, 可 得 3.8 节 中 确定 TEn 振荡 模 的 电磁 储 能 时 需要 计算 的 积分 : 


/ FOP) ap gp / ee ニー (ва) + ČZ а) + 8а) (9) 


对 于 (4) sk, Ж m = 1, 并 取 积分 限 > 从 0 到 x, 则 我 们 便 有 
/ Rade = ŽO) — Aoo hoo] (10) 


以 下 我 们 首先 来 证 明 积 分 公式 (1)— (3). 
WEBB (1) J,.(z) SES Bessel 方程 的 解 , 即 有 


227" (z) + zJ!.(z) + (z2 — m2)J,,(z) = 0 
或 写成 2 [edly (2) + (02 — m?) Jm(z) = 0 
KERRU // (x), 可 得 
ол (а) oT) + (2? — m?) Je 2) Tg (z) = 0 
此 式 亦 可 写成 


g2 
E Ed + (2? — т?) (х), (2) = 0 


TE EXON z 进行 积分 , 则 有 
/ £ [= [Jin(x)]? pas + j [€ = m?)d[Js (z)]? = 0 


由 此 可 得 (第 二 项 积分 应 用 分 部 积分 ) 


r? 
| i de = S) + GPL CO m) 


= S JA.) + (в) + mdr], (в) — mJ) 
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BERRAR: Jt, (2) = -T (z) + Imila) 和 Jr. (2) = T Ja (2) — Jm (e), 于 
m 

J oe = SUB) Jim) maim) ORBE. 
. (2) 对 于 Bessel 函数 , 有 递 推 公式 Ji (x) = -2л(а) + Jo(a) Ж (2) = ~J (2). 
积分 / HO, 的 被 积 函数 可 表 为 


Ji (ж) 


T 


J Pa- fho (x) .Nl の dz f A (z)J1 (т 
m [Jo (z (9 - f ate) d[A (z)] 


故 有 [52 Jio). (x) + J2(x)} ORE. 


(3) 应 用 递 推 公式 Jz) = "n z) + hlr), 积分 [anoa 的 被 积 函数 
可 表 为 


=Л()[ (ж) — Ti(z)] = —Jo(z)J0 (z) — Ji(x) Ji (2) 
于 是 


2 
[Ji (2))2= a [=> + ља) 


= а) - 24 (2). (2) + ËE 
于 是 
/ 1л (z)|2zdz = / BO) gg -2 / lz (x) de + / J2(z)zdz 
=I, 十 五 十 万 (11) 
由 (2) 式 可 知 , (11) Bid 1, a 
n= f as = ode) + RW) (12) 
于 (11) 式 的 第 二 项 积分 D: 

L = -2 / Jo(z)Js (z)dz = 2 / Jo(z)d[Jo(z)] = J2(z) (13) 


而 由 (1) 式 可 得 , (11) 式 的 第 三 项 积分 7。 为 
т? 
B= [238642 = UG) + 2G] (14) 
将 (12)~(14) 代入 (11) 式 , 就 得 到 
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Гоа zd = 1) + RN + Ж) + UG) + BCE) 
-3UdG) - AGI + = Ut) + が (る)] (3) 式 得 证 . 


(4) 应 用 Riccati-Bessel 函数 ん (z) GER Bessel 函数 jm(x) 和 Bessel 函数 
Jm+1/2(2) 之 间 的 如 下 关系 : 


Jm (2) = zja (z) 和 jm(x) = /£ Jm+1/2 


而 有 Ј2 m (z) = x? 72, (z) = F272 11/2(7) 
故 J 508: = 3 | 9 anda 
注意 到 积分 (1) 亦 适 用 于 m 为 非 整数 情形 , 于 是 积 (12) 式 积分 可 表 为 
J Has = Fe лав) — Ja @ Inet) 
此 即 有 J Bayas = FIR) - な 1 の な (| ORRE. 


現在 , 我 们 来 证 明 (5) XX. 
对 积分 (1), 作 变 数 变换 : < z = бр, 并 对 取 积分 限 p 从 0 到 a, 则 我 们 可 得 ; 


ng 2 (6p)pdp = z J2 (х)хат 
= z2 J2 J J óa 
= agi [J (z) — Jm-1 (2) m4 (z)]]0 
= 08 (ва) ~ Јава) абба) (5) 式 得 证 
其 它 (6)~(8) 和 (10) 式 的 证 明 类 此 , 不 再 整 述 . 
E 均匀 静电 场 E, 中 存在 有 无 限 长 介质 圆柱 时 空间 中 的 电势 和 电场 


设 有 一 半径 为 a、 柱 轴 沿 z 方向 的 无 限 长 非 磁 性 介质 圆柱 位 于 存在 有 沿 z 方 
向 均匀 静电 场 Eo 的 co. uo 空间 中 , 介质 圆柱 的 相对 电 常 数 为 sr, 如 图 E.1 Bron. 

这 是 静电 场 的 边 值 问题 . 空间 中 的 静电 势 ó 满足 Laplace 方程 . 由 于 柱 体 为 无 
ВК, Ф DU (o, e) 的 函数 、 与 坐标 z 无 关 , 因而 这 是 一 个 二 维 问题 . 

参见 图 E.1(b), 将 介质 圆柱 内 区 域 记 为 区 域 (1), 其 中 的 电势 和 电场 分 别 为 る 
和 Ey; 柱 体 外 区 域 记 为 区 域 (2), 其 中 的 电势 和 电场 分 别 为 @ 和 ES. 


(a) 俯视 图 
E.1 均匀 静电 场 Eo 中 的 介质 圆柱 


(b) 顶 视 图 


选择 圆柱 坐标 系 (р, р, z), 所 求 问题 可 归结 为 求 如 下 边 值 问题 的 解 : 


VG(p,p) —0 (pa) (1) 

V? (p,p) =0 (p 2a) (2) 

具有 边界 条 件 : Bi(p,p)|p=a = Ф(0, 9) lo=a (3) 
Ф, (p, p)lp=0 = 有 限 值 (5) 

$2(p, P)|p=oo = —Enp cosy (6) 


(3) 和 (4) 式 就 是 静电 问题 中 静电 势 应 满足 的 边界 条 件 , (3) 式 表明 静电 势 跨越 
媒质 不 连续 界面 时 是 连续 的 . 事实 上 ， 车 我 们 考虑 贴近 不 连续 界面 两 侧 P. Q 某 两 


点 之 间 的 电势 差 , 则 有 lim [so) — $15] = -lim f E- dl = — lim ga みっ 0( 因 
— —+ Р — 


En 为 有 限 什 ), 因而 有 Als = Pls. 注意 到 Е, = 00, 故 (4) 式 则 是 表示 明 路 越 
媒质 不 连续 界面 时 , 有 =E), = co 已 此 即 为 界面 上 不 存在 自由 电荷 时 , 电位 移 的 
法 向 分 量 应 连续 的 边界 条 件 . 

对 于 区 域 (2) 中 的 电势 82, 可 认为 它 是 由 当 介质 圆柱 不 存在 时 , 静电 场 Eo 所 
产生 的 电势 @。 与 介质 圆柱 放置 在 静电 场 中 由 于 介质 极 化 场所 产生 的 电势 Ф, 两 者 
之 和 . 即 有 


Ф = o + $, (Y) 


E z 方向 的 静电 场所 产生 的 电势 Фу = 一 Boz = —Eopcos e, 代入 (7) 式 可 得 


Ф = —Eop cos q + Ф (8) 
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显然 , @。 满足 Laplace 方程 , 故 由 (2) R V2 $, = V? So + V2 $, = 0 和 (6) 式 可 得 


V2g, =0 (р>а) 
$,(p, の )|。=co = 0 


在 圆柱 坐标 系 中 , Laplace 算 子 V? 的 表示 式 为 


(9) 


2 10 1 の 82 
2. 7. 一 — 
v? = at pop 55 + 522 (10) 


而 与 z 无 关 的 二 维 Laplace WH V? Ф(р, р) = 0 HRA 


Pg 108 109 _ 
0p po pop ` 


采用 分 离 变量 法 , 我 们 可 得 (11) 式 的 通 解 为 


V? 5(p, p) = (11) 


Ф(р,е) = Y p” [As cos(ny) + Bn sin(ng)] 
n=1 (12) 
+ >` р {С cos(rup) + Dn sin(ng) + Ao + Boln p 
n=1 
式 中 , An, Bn Cn, D, (n = 1,2,…), Ao 和 Bo 为 待定 积分 常数 
(12) 式 是 泛 定 解 , 首先 , 根据 p = 0 时 , Ф, 必须 有 限 、 和 p 一 oo 时 , Ф, = 0, 以 
及 问题 对 z 轴 具 有 对 称 性 , BU Ф, 和 Ф, 必须 是 > 的 偶 函 数 的 要 求 , 据 弃 一 些 不 满 
足 问题 条 件 的 解 ( 即 确定 (12) 式 中 的 某 些 应 等 于 零 的 常数 ); 其 次 , 再 应 用 边界 条 件 
来 确定 余下 的 常数 . 
HF p < a 区 域 (1), BE p=0 ARR. We 轴 具 有 对 称 性 的 ó, 的 解 可 表 为 


Ф, (р.р) = 》 Anp" cos(ny) + Ао (Bn =Cn=Dn=Bo=0) (13) 
而 对 于 p > а E (2), 满足 p — oo 时 , Ф, = 0. Xt z 轴 具 有 对 称 性 的 p 和 $> 的 
ATIRA: 


$,(p,q)— 3o cos(ny) (An = B, = Dn = Ao = Во = 0) 
n=l oo (14) 
Palp, v) = —Eopcos р + У? Cnp~” cos(ne) 
以 下 我 们 应 用 边界 条 件 来 确定 (13) 和 (14) 中 的 常数 An, Cn 和 Ao. 
由 边界 条 件 (3): Фу(о,фр)|ь—а = の (pp)。=。, 得 
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>` Ana” cos(ny) + Ао = — Epa cos p + >` Cna” cos(ny) (15) 
n=l n=1 
比较 上 式 两 边 的 cos(ng) 项 的 系数 , 可 得 
n=0 Ag =0 (16) 
п=1 aA=-Ea+a ‘С (17) 
n>1 а'‘гА, =а "Cn (18) 
04, OG, y 


由 边界 条 件 (4): er 


др р=а р=а 


oo oo 
Єт У nAna”' cos(ng) = — Eo cosy — >` nCna ("+1 cos(nip) 


n=l n=1 
比较 上 式 两 边 的 cos(ny) 项 的 系数 , 可 得 
n=1 €,A, = — Ep 一 a 2 の (19) 
n1 gan ^1 A, = -a ("0С (20) 


对 于 n> 1, (18) 和 (20) 式 是 关于 An M С, 的 齐 次 方程 组 , 且 其 系数 行列 式 
不 等 于 零 , 因此 , 4。 和 С, 无 非 零 解 , 亦 即 当 n> 1 时 , 有 


An=Cn=0 (21) 
WT n = 1, He, x (17) 一 ах (19) 式 , 得 
(s, + 1)a 1 C4 — Eoa(e, — 1) = 0 


由 此 可 解 得 


1 
a? Eg (22) 


而 将 С, 代入 07) X, 便 有 


A, = ニー +а?С = -> Eo (23) 
r 


至 此 , 已 确定 出 系数 An, Cn 和 Ao, 将 它们 代入 (13) 和 (14) R, 我 们 便 求 得 在 
区 域 (1) 和 区 域 (2) 中 的 静电 势 : 


2 
Ф, (р, p) = A cosp = w сов の (24) 


S(p, p) ニー Eop cos p + Cip! cos の 


. 580 - ШИ x 


21692 

二 一 (1- 215) Eop cos の (25) 

若 已 求 得 静电 势 o, 则 电场 即 可 由 Ф 的 梯度 的 负 值 求 得 

aS., 109, 
Е = УФ = apê 7 PL (26) 
BUE p < а 介质 圆柱 内 的 电场 为 
E = — V $, (p, の) = Lui т Ео(соѕ pap — sin yay) 
= py Pte (27) 
而 在 p > a 介质 圆柱 外 的 电场 为 
E; デー V $ (p, v) 
r 1 2 А r 1 2 n ~ 

= (2 + = li 5) Eo cos và, ( = li 5) Ep sin pay (28) 


由 (27) 式 可 见 , 在 介质 圆柱 内 的 电场 Bi = Eo 是 均匀 电场 , 其 方向 为 x 方向 ， 
与 均匀 电场 Eo 方向 一 致 . 
Е 均匀 静电 场 Eo 中 存在 有 介质 圆 球 时 空间 中 的 电势 和 电场 

设 有 一 半径 为 a。 的 非 磁性 介质 圆 球 位 于 存在 有 沿 z 方向 均匀 静电 场 Eo 的 
£o» po 空间 中 , 介质 圆 球 的 相对 电 常 数 为 er, 如 图 F.1 所 示 . 

这 是 静电 场 的 边 值 问题 . 空间 中 的 静电 势 Ф 满足 Laplace 方程 . 由 于 问题 具有 
相对 z 轴 对 称 性 , Ф 仅 是 (r,0) 的 函数 、 与 坐标 р 无 关 , 因而 这 是 一 个 二 维 问题 . 


Eo, Ho 


图 F.1 均匀 静电 场 Eo 中 的 介质 圆 球 


参见 图 F.1, 将 介质 圆 球 内 区 域 记 为 区 域 (1), 其 中 的 电势 和 电场 分 别 为 Ф, 和 
E; 圆 球 外 区 域 记 为 区 域 (2), 其 中 的 电势 和 电场 分 别 为 Ф, 和 Es. 选择 球面 坐标 
Ж (r,0, о), 故 所 求 问题 可 归结 为 求 如 下 边 值 问题 的 解 ， 


V?é4,(r,8) =0 (r<a) (1) 


Hox = . 581 - 
V?és(r,0) =0 (r> a) (2) 
具有 边界 条 件 : @i(7, の に =。 = 82(r, 0)|r=a (3) 
oo _ = 22: Е (4) 
$,(r,0)|—o. ө=+х = A RE (5) 
Ф, (т, 0)lo=+1 = 有 限 值 (6) 
Ф, (т, 0) [r=oo = — Eor cos ө (7) 


对 于 区 域 (2) 中 的 电势 Ф, 可 认为 它 是 由 当 介 质 圆 球 不 存在 时 , 静电 场 Eo 所 
产生 的 电势 do 与 介质 圆 球 放置 在 静电 场 中 由 于 介质 极 化 场所 产生 的 电势 Ф, 两 者 
之 和 . 即 有 

Ф = dy + Ф, (8) 


沿 z 方向 的 静电 场所 产生 的 电势 Фо = – Бог = -Eor cos 0, 代入 (7) 式 可 得 
$5 = — For cos 0 + $, (9) 
SER, Фу WAL Laplace 方程 , MH (2) X \?Ф = V?49 + V? S, = 0 ЯП (6) 式 


可 得 
V2@, = 0 (r 2 a) 


10 
00,0) 0 w 
在 球面 坐标 系 中 , Laplace 算 子 V? 的 表示 式 为 

。 19/。 の 9 1 өү. 1 の 

v = r2 Or (r 5) * 7? sin 0 00 (sme) * r? sin? 0 Op? (11) 
而 与 o 无 关 的 二 维 Laplace WH V? G(r, 0) = 0 可 表 为 
ran 12 (298 1 2/. 09 

V 2059) = 5, ( ar ETA V ag) =° (2) 


采用 分 离 变量 法 , 可 得 满足 在 Ө = +x 解 5 AUG ARTE. (12) 式 的 通 解 为 


(r, 0) = Y Au + Bar “ур (cos 0) (13) 


n=0 


AH, Р, (cos 0) A Legendre 多項式 , A, 和 В, 为 待定 积分 常数 , 可 应 用 边界 条 件 
予 确定 . 
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WFr<a 区 域 (1), AWE т=0 AR, 应 有 Б„=0, W 


Ф (р, の ) = Y Anr” Pn (cos 0) (14) 


n=0 


而 对 于 r > a KAR (2), WWE r 一 co 时 , 6, = 0, WH A, = 0: 


oo 
$5(p,v) = >` B,r(n+1) p. (cos 0) 
n=0 со (15) 
Ф,(р, р) = —Eor cos 0 + >` Br n+ P, (cos 0) 


n=0 


应 用 边界 条 件 (3): $, (r, 9) |r=a = $»(r, 0)|r=a, 得 


>` Ana” P,,(cos 0) = —Eoa cos 0 + 5 Bna +p, (cos 0) (16) 
n=0 n=0 
比较 上 式 两 边 的 P, (cos Ө) 项 的 系数 , 注意 有 Po(cos Ө) = 1 和 P, (cos 0) = cos 0, 
可 得 


n=0 40= Ba (17) 
п=1 aA, = –-Еа+а В. (18) 
п> 1 а‘. = а “UB, (19) 
89 að, 
应 用 由 边界 条 件 (4): 99] 2%) ,得 
Or r= Or rea 
Er DnAna™ Pa(cos0) = —Eocos0 — У (n+l)Bna 2 P,(cos8) — (20) 
n=0 n=0 


比较 上 式 两 边 的 cos(nw) 项 的 系数 , 可 得 


n=0 0= 一 Boa-? (21) 
n=l єт Ay = — Eo — 2a В; (22) 
п> 1 erna™ An = —(n + 1)а ("2 p, (23) 


由 (21) 和 (17) 式 可 知 , Ao = Bo = 0; 而 对 于 n > 1, (19) 和 (23) 式 是 关于 А, 


和 В, 的 齐 次 方程 组 , 且 其 系数 行列 式 不 等 于 零 , 因此 , A, 和 B, 无 非 零 解 , 亦 即 
Mon» 1 B], An = B, = 0. 因此 , 我 们 有 
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An = B, =0 (nm 21) (24) 
ХЕ n = 1, H z, * (18) 一 a*(22) Ñ, 得 
(e, + 2)a~?B, — (Er — 1)Eoa = 0 
由 此 可 解 得 
g, 一 1 
B: = = + 52 Eo (25) 
而 将 Bi 代入 (18) X, 便 有 
Aj = — Eg + a 3B, = 一 Ep (26) 


Er 十 2 
至 此 , 已 确定 出 系数 A, = B = 0,(n Z 1) 和 А. Bi, 将 它们 代入 (14) 和 (15) XX, 
便 得 到 : 

E p <a 区域 (1) 的 静电 势 : 


3 
$ (r,0) = Ai cos = ———ËEor cos 0 (27) 
而 在 р < а 介质 球 内 的 电场 为 
_ 04, . 184, 1 2%, . 
By = Vd = ( Or Or т の の ав Sin の Әр ap) 


3 
= =Ë (cos 04, — sin Өбө) 


=— k. A 
Er +2 оа: (28) 


可児 , 介质 球 内 的 电场 E; = Eo 是 均匀 电场 , 其 方向 为 z 方向 , 与 均匀 电场 Bo 方 
向 一 致 . 
FE p 2 a 区 域 (2) 中 的 静电 势 为 


sr 一 1a3 
Er 十 273 


Ф,(ғ,0) ニー ( _ ) Eor cos 0 (29) 


而 在 p > а 介质 球 外 的 电场 为 
E> = — V Ф 


Er — 1 2a? ñ gr 一 la? КРА 
= [1427-4 06.—[1— 57 28. 
( + ー イ ラ am ) Bo cos a, (1 327 Ep sin 0де (30) 
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G 二 分 法 求解 超越 方程 J' (z) =0 和 J,,.(z) = 0 的 根 的 程序 


为 确定 圆 波导 和 同 轴 波 导 TELA 和 TM 模 的 截止 波长 (或 频率 ), 以 及 球形 
腔 的 TEmn 和 TM, 谐振 波长 (或 频率 ) PF, 我 们 要 遇 到 求解 与 特殊 函数 有 关 的 超 
越 方 程 的 根 的 问题 . 常用 的 数值 方法 有 Nenton KE. KBE, 以 及 二 分 法 , 其 中 
以 Nenton 迭代 法 收敛 速度 最 快 , 但 它 要 求 给 出 有 合适 的 近代 初 值 , 并 且 需 计算 超 
越 函数 本 身 及 其 导数 的 值 ; 弦 截 法 收敛 速度 次 之 , 它 无 需 计算 函数 的 导数 值 , 但 它 
要 求 给 出 有 两 个 迭代 初 值 ; 与 前 两 种 求 根 方法 相 比 , 二 分 法 虽然 收敛 速度 最 慢 , 但 
它 无 需 计 算 函 数 的 导数 值 , 特别 是 它 不 易 漏 掉 根 , 这 点 在 实际 应 用 中 是 非常 重要 的 . 
因此 , 这 里 和 以 下 我 们 在 求解 超越 方程 根 时 , 所 采用 的 数值 方法 均 为 二 分 法 . 

(1) 程序 BISJDZO 使 用 说 明 : 

本 程序 为 采用 二 分 法 求解 J (z) = 0 和 (тж) — 0 根 的 专用 主 程序 . 其 中 子 程 
FF BISJ 为 二 分 法 求 根 程序 ; 子 程序 JDN 用 以 计算 Bessel 函数 Л, (z) 及 其 导数 , 供 
BISJ 调用 . 

功用 : 求解 J (х) =0 和 (xz) = О 的 根 (BH J (2) 和 J,(z) 的 零点 . 


输入 : KM 代码 KM = 1 相应 计算 J! (л) = 0 零点 
KM = 2 相应 计算 J,,(z) = 0 零点 
n Bessel BIR J,, (z) 的 阶 
NRM 所 需求 的 根 的 个 数 
输出 : RT(i) Ј, (z) = 0 8& ん (z) = 0 的 第 i 个 根 (i=1,2,:… ,NRM) 
(2) Fortran 源 程序 


主 程序 : BISJDZO 
PROGRAM BISJDZO 


C ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ 
C Purpose : Evaluates the zeros of Bessel functions Jn(x) & 
C Jn'(x) by the Bisection Method by calling BISJ 
C Input : Km --- Mode code for circular waveguide 

C Km-1 for TMmn; Km-2 for TMmn 

с n --- Order of Jn(x) 

C NRM --- Total number of the zeros to be found 

C JDN ---Subroutine for computing Jn(x) & Jn’ (x) 
C written by user 

C Output: RT(1) --- i-th zero of the Jn(x) or Jn’ (х) 

C i is the serial number(i-1,2...,NRM) 
c NRM --- Total number of the roots to be found 

C 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 


10 
20 
30 
40 
50 


Q Q Q Q с Q G со GO с с о a 


сл 
ос 
e 


DIMENSION RT(50) 
WRITE(*,*)'Mode code Km,Order n & Zero number NRM =?! 
READ * , *) KM, N, NRM 
WRITE(* ,20)KM,N,NRM 
WRITE (ж,ж) 
A=0.1 
B=5 .0*NRM 
H=0.1 
EPS-1.0D-10 
CALL BISJ(KM,N,A,B,H,EPS,NRM,RT) 
IF (KM.EQ.1) WRITE(*,40) 
IF (KM.EQ.2) WRITE(*,50) 
WRITE(W,*)!  --—-—-——------------------ ? 
DO 10 I=1,NRM 
WRITE (*,30)1,RT(I) 
FORMAT(12X,’Km =’,I1,’, n=’,12,’, Nrm-',I2) 
FORMAT (10X,13,2X,F18.8) 


FORMAT (12X, No. Zeros of Jn’’(x)’) 
FORMAT(12X, No. Zeros of Jn(x)’) 
END 

CT RH: BISJ 


SUBROUTINE BISJ(KM,N,A,B,H,EPS,NRM,RT) 


Purpose : Evaluates the zeros of Bessel functions Jn(x) 
and Jn?'(x) by the Bisection Method 


Input : À --- Lower bound of the zerofinding interval 
B --- Upper bound of the interval 
H --- Spacing in location process 


Eps-- Relative accuracy requirement 
JDN---Subroutine for computing Jn(x) & Jn'(x) 


written by user 


Output: | RT(I) --- i-th zero of Jn(x) or Jn'(x) 
i is the serial number (i=1,2...,NRM) 
NRM --- Total number of the roots to be found 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 
DIMENSION BJ(0:100) ,DJ(0:100) , RT(50) 


10 


20 


30 


の 0300000 0 


NR=0 

X=A 

CALL JDN(N,X,BJ,DJ) 
IF (KM.EQ.1)YB=DJ(N) 
IF (KM.EQ.2)YB=BJ(N) 
X=X+H 

IF (X.GT.B+H) RETURN 
YA=YB 

CALL JDN(N,X,BJ,DJ) 
IF (KM.EQ.1)YB=DJ(N) 
IF (KM.EQ.2)YB-BJ(N) 


附 


A 


IF 
IF 


(ABS(YB).LT.1.0E-14) GO TO 30 
(YA*YB.GT.0.0) GO TO 10 


XA-X-H 

XB-X 

Х=.5* (XA+XB) 

CALL JDN(N,X,BJ,DJ) 


IF 
IF 
IF 
IF 
IF 
IF 


(KM.EQ.1)Y=DJ(N) 

(KM .EQ .2)Y=BJ(N) 
(ABS(Y).LT.1.0E-14) GO TO 30 
(YA*Y.GT.0.0) XA-X 

(YA*Y.LE.0.0) XB-X 
(ABS(XB-XA) .GT .ABS(X) *EPS) GO TO 20 


NR=NR+1 
RT (NR) =X 


IF 


(NR.GE.NRM) RETURN 


GO TO 10 


END 


子 程序 : JDN 


SUBROUTINE JDN(N,X,BJ,DJ) 


Purpose: Compute Bessel functions Jn(x) and Jn’ (x) 


Input : x --- Argument of Jn(x) and Jn'(x) (x >=0) 


n --- Order of Jn(x) 


Output: BJ(n) --- Jn(x) 


DJ(n) --- Jn'(x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 


DIMENSION BJ(0:100),DJ(0:100),A(4),B(4),A1(4),B1(4) 
PI=3.141592653589793D0 
IF (X.LT.1.0D-100) THEN 
ро 10 K-0,N 
BJ(K)=0.0D0 
10 DJ(K)=0.0D0 
BJ(0)=1.0D0 
DJ(1)=0.5D0 
RETURN 
ENDIF 
IF (X.LE.300.0.0R.N.GT.INT(O.9*X)) THEN 
BS-0.0DO 
F2=0.0D0 
F1-1.0D-100 
DO 15 K=100,0,-1 
F=2.0D0* (К+1.0р0) /X*F1-F2 
IF (K.LE.N+1) BJ(K)=F 
IF (K.EQ.2*INT(K/2).AND.K.NE.O) THEN 
BS=BS+2 .0DO*F 
ENDIF 
F2=F1 
15 Fi-F 
S0=BS+F 
DO 20 K=0,N+1 
20 BJ(K)=BJ(K) /S0 
ELSE 
DATA A/-.7031250000000000D-01, .1121520996093750D+00, 
& -.5725014209747314D+00, .6074042001273483D+01/ 
DATA B/ .7324218750000000D-01 , - . 2271080017089844D+00 , 
& . 1727727502584457D+01 , - .2438052969955606D+02/ 
DATA A1/.1171875000000000D+00, -. 1441955566406250D+00 , 
& .6765925884246826D+00,- . 6883914268109947D+01/ 
DATA B1/-.1025390625000000D*00,.2775764465332031D400, 
& -.1993531733751297D*01, .2724882731126854D+02/ 
T1=X-0.25D0*PI 
PO=1.0D0 
Q0--0.125D0/X 
DO 25 K-1,4 


25 


30 


35 


40 
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附 


A 


PO=PO+A (К) *X** (-2*K) 

00=00+В (К) *Xx* (-2*K-1) 
CU-DSQRT (R2P/X) 
BJO-CU* (PO*DCOS (T1) -QO*DSIN(T1)) 


BJ(0)-BJO 


T2=X-0.75D0*PI 


Pi=1.0D0 
Q1=0.375D0/X 
DO 30 K=1,4 


Pi=Pi+Ai (К) жХжж(-2жК) 
Q1=Q1+B1 (К) жХжж (-24*K-1) 
BJ1=CU*(P1*DCDS(T2)-Q1*DSIN(T2)) 


BJ(1)=BJ1 
DO 35 K=2,N 


BJK-2.0D0* (K-1.0D0) /X«BJ1-BJO 


BJ(K)=BJK 
BJO=BJi 
BJ1=BJK 
ENDIF 
DJ(0)=-BJ(1) 
DO 40 K=1,N 


DJ(K)=BJ (K-1)-K/X*BJ(K) 


RETURN 
END 


主 程序 BISJDZO 经 编译 后 , 运行 此 程序 屏幕 显示 : 
Mode code Km,Order m & Zero number NRM = ? 
例如 , 输入 : Km =1, m= 0, Nrm- 6, 屏幕 显示 计算 结果 为 : 


m- 


n 


Zeros of Jm’ (x) 


3.83170597 
7.01558667 
10.17346814 
13.32369194 
16.47063005 
19.61585851 


: Km=2, m-1, Nrm=4, 屏幕 显示 计算 结果 为 : 


ш 录 = . 589 - 


m - n Zeros of Jm(x) 
1-1 3.83170597 
1-2 7.01558667 
1-3 10.17346814 
1-4 13.32369194 
计算 所 得 数值 结果 可 在 编写 主 程序 时 将 它 中 写 入 数据 文件 中 , 并 同时 可 在 屏幕 
显示 ; 亦 可 在 运行 时 写 入 数据 文件 , 此 时 只 需 运行 BISJDZO 空格 数据 文件 名 ; 或 
者 运行 BISJDZO 空格 ) PRN, 而 在 打印 机 上 打出 计算 结果 (注意 : 这 后 两 种 情况 ， 
数 入 的 KM, m, NRM 数据 在 屏幕 上 没有 显示 .) 
第 3 章 表 3.3.1 MH 3.3.2 所 列 结果 可 按 表格 要 求 通过 编写 主 程序 形成 ; 亦 可 
由 本 程序 所 求 得 的 数值 结果 进行 编辑 给 出 . 


н ”二 分 法 求解 超越 方程 f(x) = J (x)Y (ez) (ez) Ylz) =0 和 f(z) = 
Ј (а) m(cx) -Jm(cr)Ym(z) = 0 的 根 的 程序 


(1) 程序 BISCJYZO 使 用 说 明 : 

本 程序 为 采用 二 分 法 求解 f(z) = 0 和 f(x) = 0 根 的 专用 主 程序 . 其 中 子 程 
序 BISCJY 为 二 分 法 求 根 程序 ; 子 程序 JYCDN 用 以 计算 f(e) 和 f(x) 而 子 程序 
JYCDN 用 以 计算 Bessel 函数 Л, (х). Ys (x) 及 其 导数 , 供 子 程序 JYCDN 调用 . 

功用 : 求解 Р(х) =0 和 f(x) =0 的 根 (BE. f'(z) 和 f(z) 的 零点 . 


输入 : KM 代码 KM = 1 相应 计算 f'(z) = 0 零点 
KM = 2 相应 计算 f(x) = 0 零点 
n Bessel 函数 J,,(x) 和 Ү„(х) ЮИ 
NRM 所 需求 的 根 的 个 数 
输出 : RT (i) f! (z) = 0 或 f(z) = 0 的 第 ;个 根 (i = 1,2,--- , NRM) 
(2) Fortran 源 程序 


主 程序 : BISCJYZO 
PROGRAM BISJYCZO 
Purpose : Evaluates the zeros of the non-linear functions 
of £1(x)=Jn(x)*Yn(cx)-In(cx)*Yn(x) and 
£2(x)=Jn’ (x) *Yn? (cx) -Jn? (cx) *Yn? (x) for given n 
& c-b/a by the Bisection Method by calling BISJYC 
Input : Km --- Mode code for coaxial waveguide 
Km-1 for TEmn mode; Km=2 for TMmn mode 
n --- Order of Jn(x) and Yn(x) 
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NRM --- Total number of the zeros to be found 
JYCDN & JYDN --- Subroutines for computing the 
f1(x) and f2(x),and Jn(x),Yn(x) and their 
derivatives written by user 
Dutput: RT(i) --- i-th zero of the equation f(x)=0 
i is the serial number(i-1,2,...,NRM) 


NRM --- Total number of the zeros to be found 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 
DIMENSION RT(50) 
WRITE(*,*)'KM,N,C,NRM=?°' 
READ(*,*)KM,N,C,NRM 

WRITE (* ,20)KM,N,C,NRM 

WRITE (* ‚*) 

A=0.1 

B=5.0*NRM 

H=0.1 

EPS-1.0D-10 

CALL BISCJY(KD,A,B,H,EPS,NRM,RT,N,C) 
IF (KM.EQ.1) WRITE(*,40) 

IF (KM.EQ.2) WRITE(*,50) 

WRITECK, *)! | ---------------------------- >, 


DO 10 I-1,NRM 

WRITE(*,30)I,RT(I) 
FÜRMAT(12X,'Km =’,J1,’, n=’,I2,’, c=b/a=’,F4.1,’, Nrm=’,I2) 
FORMAT (10Х,13,10Х,Р18.8) 
FORMAT(12X,’No. Zeros of Jn?" (x)*Yn''(cx)-Jn? Ccx)*Yn? ' (x)’) 
FORMAT(12X,’No. Zeros of Jn(x)*Yn(cx)-Jn(Ccx)*Yn(x)?) 
END 


子 程序 : BISCJY 


SUBROUTINE BISCJY(KM,A,B,H,EPS,NRM,RT,N,C) 


Purpose : Evaluates the zeros of the non-linear functions 
of 1(x)=Jn(x)*Yn(cx)-Jn(cx)*Yn(x) and 
£2(x)=Jn’ (х) *Yn' (cx) -Jn? (cx) *Yn? (x) for given n 
& c=b/a by the Bisection Method 


Input : À --- Lower bound of the zerofinding interval 
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10 
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B --- Upper bound of the interval 

Н --- Spacing in location process 

Eps-- Relative accuracy requirement 

JYCDN & JYDN --- Subroutines for computing the 
#1(х) and f2(x),and Jn(x),Yn(x) and their 


derivatives written by user 


Output: RT(i) --- i-th zero of the equation f(x)=0 
i is the serial number(i-1,2,...,NRM) 
NRM --- Total number of the zeros to be found 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 
DIMENSION RT(50),BJY(0:50) ,DJY(0:50) 
NR=0 

X=A 

CALL JYCDN(N,X,C,BJY,DJY) 

ҮВ=ВЈҮ (N) 

IF (KM.EQ.1) YB-DJY(N) 

IF (KM.EQ.2) YB-BJY(N) 


X=X+H 
IF (X.GT.B+H) RETURN 
YA=YB 

CALL JYCDN(N,X,C,BJY,DJY) 
YB-BJY (N) 


IF (KM.EQ.1) YB=DJY(N) 

IF (KM.EQ.2) YB-BJY(N) 

IF (ABS(YB).LT.1.0E-14) GO TO 30 
IF (YA*YB.GT.0.0) GO TO 10 
XA-X-H 

XB-X 

X=.5*(XA+XB) 

CALL JYCDN(N,X,C,BJY,DJY) 
Y=BJY(N) 

IF (KM.EQ.1) Y=DJY(N) 

IF (KM.EQ.2) Y=BJY(N) 

IF (ABS(Y).LT.1.0E-14) GO TO 30 
IF (YA*Y.GT.0.0) XA-X 

IF (YA*Y.LE.0.0) XB-X 

IF (ABS(XB-XA) .GT.ABS(X)*EPS) GO TO 20 
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NR=NR+1 

RT(NR)=X 

IF (NR.GE.NRM) RETURN 
GO TO 10 

END 


子 程序 : JYCDN 


SUBROUTINE JYCDN(N,X,C,BJY,DJY) 


Purpose: Compute the functions of Jn(x)*Yn(cx)- Jn(cx)*Yn(x), 


and Jn?(x)*Yn'(cx)- Jn'(cx)*Yn?'(x) for given n & c 


Input : x --- Argument of Jn(x) and Yn(x) (x >=0 ) 
n --- Order of Jn(x) and Yn(x) 
C --- c-b/a 

Output: BJY(n) --- Jn(x)*Yn(cx)- Jn(cx)*Yn(x) 
DJY(n) --- Jn?’ GO *Yn' (cx)- Jn’ (ex) *Yn' (x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 
DIMENSION BJ(0:50) ,DJ(0:50) ,BY(0:50) ,DY(0:50) ,BCJ(0: 50) , 
DCJ(0:50) ,BCY(0:50) ,DCY(0: 50) ,BJY (0:50) ,DJY (0:50) 
CALL JYDN(N,X,BJ,DJ,BY,DY) 
XC=C*X 
CALL JYDN(N,XC,BCJ,DCJ,BCY,DCY) 
DU 10 K-0,N 
BJY (K) -BJ (KO *BCY (K) -BCJ (K) «BY (K) 
DJY (K)=DJ(K) «DCY (К) -DCJ (K) *DY(K) 
RETURN 
END 


子 程序 : JYDN 


SUBROUTINE JYDN(N,X,BJ,DJ,BY,DY) 


Purpose: Compute Bessel functions Jn(x), Yn(x) and 


their derivatives 


Input : x --- Argument of Jn(x) and Yn(x) (x >=0 ) 
n --~ Order of Jn(x) and Yn(x) 

Output: BJ(n) --- Jn(x) 
DJ(n) --- Jn’ (x) 
BY(n) --- Yn(x) 


DY(n) --- Yn’ (x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 
DIMENSION BJ(O:N) ,DJ(O:N) ,BY(O:N) ,DY(O:N), 
& A(4) ,B(4) ,A1(4) ,B1(4) 
PI=3. 141592653589793D0 
R2P-.63661977236758D0 
IF (X.LT.1.0D-100) THEN 
DO 10 K-0,N 
BJ(K)20.0DO 
DJ(K)=0 .0D0 
BY(K)=-1 .0D+300 
10 DY (K)=1.0D+300 
BJ(0)=1 .0DO 
DJ(1)-0.5DO 
RETURN 
ENDIF 
IF (X.LE.300.0.0R.N.GT.INT(0.9*X)) THEN 
BS-0.0DO 
SU=0.0D0 
SV=0.0D0 
F2=0.0D0 
F1=1.0D-100 
DO 15 K=100,0,-1 
F-2.0DO*(K*1.0D0) /X*F1-F2 
IF (K.LE.N+1) BJ(K)=F 
IF (K.EQ.2*INT(K/2).AND.K.NE.O) THEN 
BS=BS+2 . 0DO*F 
SU=SU+(-1)**(K/2) *F/K 
ELSE JF (K.GT.1) THEN 
SV=SV+(-1)**(K/2) *K/ (K*K-1.0)*F 
ENDIF 
F2=F1 
15 F1=F 
S0=BS+F 
DO 20 K=0,N+1 
20 BJ(K)=BJ(K) /SO 
EC=DLOG (Х/2.0р0) +0.5772156649015329р0 
BYO-R2P* (EC*BJ (0) -4 . ODO*SU/SO) 
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BY (0) -BYO 
BY1-R2P* ((EC-1.0D0) *BJ(1) -BJ(0) /X-4. 0DO*SV/80) 
BY (1) -BY1 


ELSE 


DATA A/-.7031250000000000D-01,.1121520996093750D-*00, 
- .5725014209747314D+00, .6074042001273483D+01/ 
DATA B/ .7324218750000000D-01 , - .2271080017089844D+00, 
. 1727727502584457D+01 , - . 2438052969955606D+02/ 
DATA A1/.1171875000000000D+00, - . 1441955566406250D+00, 
.6765925884246826D+00 , - . 6883914268109947D+01/ 
DATA B1/- .1025390625000000D+00, . 2775764465332031D+00, 
-.1993531733751297D*01, . 2724882731126854D+02/ 
Ti-X-0.25DO*PI 
P0=1 .0DO 
Q0--0.125D0/X 
DO 25 K-1,4 
PO-PO*A(K) *X** (-2*K) 
QO=Q0+B (К) *X** (-2*K-1) 
CU-DSQRT (R2P/X) 
BJO-CU* (PO*DCOS (T1) -QO*DSIN(T1)) 
BYO=CU* (PO*DSIN(T1)+Q0*DCOS(T1)) 
BJ(0)=BJ0 
BY (0) -BYO 
T2-X-0.75DO*PI 
Pi=1.0D0 
Q1-0.375D0/X 
DO 30 K=1,4 
Р1=Р1+А1 (К) *Xx*(-2*K) 
Q1=Q1+B1 (К) *X** (-2*K-1) 
BJ1=CU* (P1*DCOS (T2) -Q1*DSTN(T2) ) 
BY1=CU*(P1*DSTN(T2)+Q1*DCDS(T2) ) 
BJ(1)=BJ1 
BY(1)=BY1 
DO 35 K=2,N 
BJK-2.0D0*(K-1.0D0) /X*BJ1-BJO 
BJ(K)=BJK 
BJO=BJ1 
BJ1-BJK 
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ENDIF 
DJ(0)=-BJ(1) 
DO 40 K=1,N 
40 DJ(K)=BJ(K-1) -K/X*BJ(K) 
DO 45 K=2,N 
BYK=2.0D0*(K-1.0D0)*BY1/X-BY0 
BY(K)=BYK 
ВҮО=ВҮ1 
45 ВҮ1=ВҮК 
DY(0)=-BY(1) 
DO 50 K=1,N 
50 DY (GO =BY (K-1) -K*BY (K) /X 
RETURN 
END 


主 程序 BISCJYZO 经 编译 后 , 运行 此 程序 屏幕 显示 : 
KM,m,c,NRM = ? 
例如 , SX: Km =1, m = 0, c-b/a- 2.3, Nrm- 5, 屏幕 显示 计算 结果 为 : 


m - n Zeros of Jm’(x)*Ym’ (cx)-Jm’ (cx) *Ym’ (x) 

0 1 2.39625475 
0 2 4.82231207 
0-3 7.24243912 
0 4 9.66086260 
0 5 12.07857464 


又 如 , 再 次 运行 后 输入 : Km -2,n- 1,c=b/a= 3.5, Nrm= 5, 屏幕 显示 计算 结果 
为 : 


No. Zeros of Јп(х) жҮп(сх) -Јп(сх) жҮр(х) 


1 1.32197744 
2 2.55220764 
3 3.79709617 
4 5.04731470 
5 6.29994896 
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I 二 分 法 求解 超越 方程 J (2) = 0 和 J,(a)=0 的 根 的 程序 


(1) 程序 BISRCJZO 使 用 说 明 

本 程序 为 采用 二 分 法 求解 (z) = 0 和 (ж) = 0 根 的 专用 主 程序 . 其 中 子 程 
FF BISRJ 为 二 分 法 求 根 程序 ; 子 程序 RCTJ 用 以 计算 7, (2) 和 Js (m), 供 子 程序 
BISRJ 调用 . 

功用 : 求解 7 (х) =0 和 Ј, (х) = 0 的 根 (BB JA (х) 和 み (z) 的 零点 ). 


输入 : KM 代码 KM = 1 相应 计算 Л (2) = 0 零点 
KM = 2 相应 计算 み (z) = 0 零点 
n Riccati-Bessel 函数 J^ (z) 的 阶 
NRM 所 需求 的 根 的 个 数 
输出 : RT (i) jJ! (z) = 0 BR J,(z) = 0 的 第 i 个 根 (i = 1,2,:… ,NRM) 


(2) Fortran 源 程序 
主 程序 : BISRCJZO 
PROGRAM BISRCJZO 


Purpose : Evaluates the zeros of Riccati-Bessel functions 
хјп(х) & [xjn(x)]? by the Bisection Method by 
calling BISRJ 

Input : Km --- Mode code for spherical resonator 

Km-1 for TMr; Km-2 for TEr 
n --- Order of xjn(x) (n-1,2,...) 
NRM --- Total number of the zeros to be found 


RCTJ ---Subroutine for computing xjn(x) & their 
derivatives written by user 
Output: | RT(i) --- i-th zero of the xjn(x) or [xjn(x)1' 
i is the serial number(i-1,2...,NRM) 
NRM --- Total number of the roots to be found 
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 

DIMENSION RT(50) 

WRITE(*,*)'Mode code Km,Order n & Zero number NRM = ?" 
READ(* , *) KM,N, ХАМ 

WRITE(*,20)KM,N,NRM 

WRITE(*,*) 

A=0.1 

B-5.0*NRM 
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H=0.1 
EPS=1.0D-10 

CALL BISRJ(KM,N,A,B,H,EPS,NRM,RT) 
IF (KM.EQ.1) WRITE(*,40) 

IF (KM.EQ.2) WRITE(*,50) 


WRITE (ж.ж) --—--——-——--—--------------- , 
DO 10 I-1,NRM 
10 WRITE(*,30)1,RT(I) 
20 FORMAT (12X,’KM =’,T1,’, n=’,I2,’, Nrm=’ ,12) 
30 FORMAT (10X,13,2X,F18.8) 
40 FORMAT (12X,’No. Zeros of [Exjn(x)]’’’) 
50 FORMAT (12X, No. Zeros of xjn(x)’) 
END 
TIF: BISRJ 
SUBROUTINE BISRJ(KM,N,A,B,H,EPS,NRM,RT) 
Purpose : Evaluates the zeros of Riccati-Bessel functions 
xjn(x) & [xjn(x)]’ by the Bisection Method 
Input : A --- Lower bound of zerofinding interval 
B --- Upper bound of the interval 
H --- Spacing in location process 


Eps-- Relative accuracy requirement 
RCTJ --- Subroutine for computing xjn(x) & 
[xjn(x)]’ written by user 
Output: | RT(I) --- i-th root of the equation f(x)=0 
i is the serial number(i=1,2...,NR) 


NR --- Total number of the roots to be found 
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 
DIMENSION RJ(0:100),DJ(0:100) ,RT(50) 
NR=0 
X=A 
CALL RCTJ(N,X,RJ,DJ) 
IF (KM.EQ.1)YB-DJ(N) 
IF (KM.EQ.2)YB-RJ(N) 
10 X=X+H 
IF (X.GT.B+H) RETURN 
YA=YB 
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CALL RCTJ(N,X,RJ,DJ) 

IF (KM.EQ.1)YB=DJ(N) 

IF (KM.EQ.2)YB=RJ(N) 

IF (ABS(YB).LT.1.0E-14) GO TO 30 
IF (YA*YB.GT.0.0) GO TO 10 
XA=X-H 

XB=X 

X=. 5% (XA+XB) 

CALL RCTJ(N,X,RJ,DJ) 

IF (KM.EQ.1)Y=DJ(N) 

IF (KM.EQ.2)Y-RJ(N) 

IF (ABS(Y).LT.1.0E-14) GO TO 30 
IF (YA*Y.GT.0.0) XA-X 

IF (YA*Y.LE.0.0) XB-X 

IF (ABS(XB-XA) .GT . ABS(X) *EPS) GO TO 20 
NR=NR+1 

RT(NR) =X 

IF(NR.GE.NRM) RETURN 

GO TO 10 

END 


子 程序 : RCTJ 


SUBROUTINE RCTJ(N,X,RJ,DJ) 


Purpose: Compute Riccati-Bessel functions of the first 
kind and their derivatives 
Input: x --- Argument of Riccati-Bessel function 
n ~-~ Order of jn(x) ( n = 0,1,2,... ) 
Output: RJ(n) --- x#Šn(x) 
DJ(n) --- [х4ёп(х)], 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 
DIMENSION RJ(0:100),DJ(0:100) 
IF (DABS(X).LT.1.0D-100) THEN 
DO 10 K-0,N 
RJ(K)=0. ODO 
DJ(K)=0.0D0 
DJ(0)=1.0D0 
RETURN 


= 
Ж 
I 


ENDIF 
RJ(0)=DSIN(X) 


RJ(1)=RJ(0)/X-DCDS(X) 


RJO-RJ (0) 
RJ1-RJ(1) 


IF (N.GE.2) THEN 


M=100 
Е0=0.0р0 
Fi=1.0D-100 


DO 15 K=M,0,-1 
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F=(2.0D0*K+3.0D0) *F1/X-FO 
IF (K.LE.N) RJ(K)=F 


FO=F1 
15 Fi-F 


IF (DABS(RJO).GT.DABS(RJ1)) CS-RJO/F 
IF (DABS(RJO).LE.DABS(RJ1)) CS-RJ1/FO 


DO 20 K-0,N 


20 RJ(K) 2CS*RJ (K) 


ENDIF 
DJ(0)-DCOS (X) 
DO 25 K=1,N 


25 DJ (K)=-K*RJ(K) /X*RJ (K-1) 


RETURN 
END 


主 程序 BISCJYZO 经 编译 后 , 运行 此 程序 屏幕 显示 : 
Mode code Km,Order m & Zero number NRM = ? 
例如 , 输入 : KM =1, m= 1, Nrm= 6, 屏幕 显示 计算 结果 为 : 


ш - п Zeros of [xjn(x)]’ 


2.74370727 
6.11676426 
9.31661563 
12.48593737 
15.64386611 
18.79625335 


又 如 , 再 次 运行 后 输入 : KM =2, m= 1, Nrm- 4, 屏幕 显示 计算 结果 为 : 
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m-n Zeros of xjn(x) 
1-1 4.49340946 
1-2 7.72525184 
1-3 10.90412166 
1-4 14.06619391 


J ”高 斯 - 勒 让 德 数值 积分 法 计算 积分 / が (a)da 的 Fortran 程序 
0 


(1) 程序 MGLIRCT 使 用 说 明 
在 数理 问题 中 , 我 们 经 常会 遇 到 要 计算 一 个 函数 的 积分 ; 通常 ,除非 被 积 函数 
很 简单 , 要 求 得 其 积分 原 函 数 是 十 分 困难 的 . 然而 , 对 于 定 积 分 , 我 们 可 方便 地 应 用 
数值 积分 法 . 常用 的 数值 积分 法 有 辛普森 (Simpson)、 龙 贝 格 (Romberg) 和 高 斯 - 
勒 让 德 (Gauss-Legendre) 等 积分 方法 ; 其 中 , 以 高 斯 积分 法 算法 最 简单 , 且 具 有 最 
高 代数 精度 , 但 它 需 要 用 到 n 次 Legendre 多項式 的 п 个 零点 值 和 相应 的 权 系 数 ; 
由 于 这 些 零点 值 和 相应 的 权 系 数 有 表 可 查 , 或 通过 编程 生成 , 而 得 到 广泛 用 . 这 里 
所 给 出 的 是 经 过 改进 后 的 Gauss-Legendre 积分 法 , 是 将 积分 区 间 剖 分 成 M 等 分 , 
根据 积分 精度 要 求 自动 选择 所 需 M 值 来 进行 积分 . ; 
程序 MGLIRCT 为 采用 高 斯 数值 积分 法 计算 定 积分 / f(z)dz 值 的 主 程序 . 
其 中 子 程 序 GLIM 为 采用 高 斯 数值 积分 求 积 程序 ; 子 程序 FUNC 用 以 计算 被 积 函 
数 f(z) 的 值 , 供 子 程序 GLIM 调用 . 这 里 , f(x) = J2(z) = [sin(z)/z — cos(z)]2. 
功用 : 求 定 积分 / f(z)dz КИЙ 
输入 : a 积分 下 限 
b 积分 上 限 
M 积分 区 间 剖 分 的 子 区 间 数 (最 大 值 ) 


输出 : 7 积分 / ESI 
(2) Fortran 源 程 序 


主 程序 : MGLIRCT 
PROGRAM MGLIRCT 
Purpose: Compute a definite integral from a to b by using 
Gaussian-Legendre Integration Method. 


Here,the integrand f(x) is square of Ricatti-Bessel 
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fuction with order one,ie. 
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£(x)=[xj1(x)]°2=[sin(x) /x-cos(x)]*2 


( The interval is divided by M, M is an integer ) 


Input : a --- Lower limit of the integral 
b --- Upper limit of the integral (x=b) 
M --- Maximum number of the sub-intervals 
F(u) --- Integrand wriiten by user 
Output: TI --- Integration of f(x), Si(x) 


Routine called: FUNC for computing f(u) 

Illustrative example: Integrand f(x) =[sin(x)/x-cos(x)]~2 
with limits O & x (=2.7437073) 

Input M,and x: M-10, X-1.0,2.0, Eps=1.0D-10 


Computed results: I=1.1385339 


============================================================ 


DOUBLE PRECISION A,B,TI,X,EPS 
WRITE(*,*)’x, M and Eps = ?' 
READ (+, *)X,M,EPS 

A-0.0DO 

B-X 

CALL GLIM(A,B,M,EPS,TI) 
WRITE(*,10)X,M,EPS 

WRITE (x, *) 

WRITE (ж,20)ТІ 


FORMAT(10X, x=? ,F9.7,", М = ?,I2,", Eps=’ ,D7.2) 
FORMAT(10X,'Computed result: I =’,F12.8) 


END 


SUBROUTINE GLIM(A,B,M,EPS,TI) 


Purpose: Compute a definite integral from a to b by using 
Gaussian-Legendre Integration Method 
( The interval is divided by M (M-2**K, K=0,1,2,...) 


Input : а --- Lower limit of the integral 

b --- Upper limit of the integral 

F --- Function subroutine wriiten by user 
Output: TI --- Integration of f(x) 


Routine called: FUNC for computing f(x) 


============================================================ 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-B,P-Z) 
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DIMENSION T(10) ,W(10) 

DATA T(1),T(2) ,T(3) ,T(4) ,T(5) ,T(6) ,T(7) , TC8) , T(9) ,T(10)/ 

.9931285991850949D0, . 9639719272779138D0 , 
.9122344282513259D0, . 8391169718222188D0 , 
. 7463319064601508D0, .6360536807265150D0, 
.5108670019508271D0, .3737060887154195D0, 
.2277858511416451D0, .76526521 13349734D-1/ 

DATA W(1) ,W(2) ,W(3) ,W(4) ,W(5) ,W(6) , W(7) ,WCB) ,W(9) ,W(10)/ 

.1761400713915212D-1,.4060142980038694D-1, 
.6267204833410907D~1, .8327674157670475D-1, 
.1019301198172404D0, . 1181945319615184D0, 
.1316886384491766D0, . 1420961093183820D0 , 
.1491729864726037D0, .1527533871307258D0/ 
DO 30 L=1,M 
TI=0.0DO 
C=. 5D0*(B-A)/L 
D=A+C 
DO 20 J=1,L 
5=0.000 
ро 10 K-1,10 
U1=D+C*T (К) 
U2=D-C*T (K) 
CALL FUNC(U1,F1) 
CALL FUNC(U2,F2) 
S=S+W(K) * (F1+F2) 
CONTINUE 
TI=TI+S*C 
D=D+2. 0D0*C 
CONTINUE 
IF (DABS((TI-TIO)/TI).LT.EPS) RETURN 
TIO=TI 
CONTINUE 
END 


SUBRDUTINE FUNC(U,F) 
This subroutine is used to compute function of f(x) 


Example: f(u) = sin(u)/u 


Юж = - 603 - 


C u --- Integration variable 
C F --- Value of f(x) for a given u 
[e ====================================================== 
DOUBLE PRECISION F,U 
F=1.0D0 
IF (U.NE.0.0) F=(DSIN(U) /U-DCOS(U)) **2 
RETURN 
END 


主 程序 MGLIRCT 经 编译 后 , 运行 此 程序 屏幕 显示 : 
x, M and Eps=? 
输入 : x-2.7437073, M = 10, Eps-.10D-09, 屏幕 显示 计算 结果 为 : 
Computed result: I = 1.13853391 
к BRAM (SD 光纤 波导 Gv 色散 特性 (图 3.5.2) 的 计算 程序 
(1) 算法 A 一 一 计算 B-v 色散 曲线 
程序 和 范例 说 明 如 下 : 
子 程序 名 : OPBISA(KM,M,GI,RNT) 
(а) 子 程序 GPBISA 使 用 说 明 : 
功用 : 计算 圆 光纤 HE TEo 5. HE2 等 12 У В-и 色散 方程 曲线 . 
输入 : ni 纤 芯 折射 率 


nz 包 层 折射 率 

m Bessel ВЖ J,, (х) 和 变型 Bessel 函数 KG (x) 的 阶 . 

Gv 广义 频率 v(7.0 ~ 0, Av = —0.05) 

Beta 捜索 初値 = 1.53; 区 间 8 = 1.53 ~ 1.51; HK H = —0.0001. 

KM 模式 代码 : KM=1~4 分 别 为 TEo, . TMon 、 HEmn 
和 EH Ж. 

f(KM,m,na,nə, Beta, Су) = 0 为 色散 方程 (f 由 使 用 者 编写 、 子 程序 形式 ). 

NR NR=1、2 AA т. Gv 值 , f(KM,...) = 0 的 Beta(i) 的 
第 一 和 第 二 个 根 的 序号 . 

NS 模式 代码 : NS = 100*M + 10*KM + NR, 

NSJ 模式 代码 : NSJ=1~2 分 别 代 表 HE11、TEo01、TMo1、HE21、 


EH;. HEi12、 HE31, ЕН›,. HE4」 、 TEo2, ТМо 和 HE22 А. 
例 : 对 于 HE 模 , NSJ =1,M=1,KM = 3, NR = 1; NS = 131; 
对 于 TMo: Ж, NSJ = 11,M = 0,KM = 2, NR = 2; NS = 022; 
輸出 : GI(i) 广义 频率 v(i), i= 1,2,---(v = 0 ~ 7.0) 
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) 归 一 化 8(%), (i = 1,2,---) FAFA BA. v(i) E 
时 , АКМ, ...) = 0 的 根 . 


调用 子 程序 FUNA(KM,M,GV,BETA,F) 计算 给 定 KM,M,GV 和 BETA 


Bf, F = f(KM,---) 的 值 , f(KM,---) = 0 为 色散 方程 . 
OPJ: 计算 Bessel 函数 (хт) 及 其 导数 . 
OPK: 计算 变型 Bessel 函数 K, (z) 及 其 导数 . 
BJNMM: 计算 给 定 z 与 阶 п KAWAK (т) 和 
K, (z) 时 的 最 大 起 始 阶 M, 和 不 致 出 现 溢 出 所 可 能 
计算 的 n 的 最 大 阶 NM. 


(b) 圆 光纤 B-v 色散 曲线 的 Fortran 源 程序 : 


SUBROUTIN 


Purpose: 


Input : 


Output: 


E OPBISA(KM,M,GI,RNT) 


Evaluate the dispersion characteristic beta- v curve 
by solving the dispersion equation using the method 
of Bi-Section. beta and v are respectively normalized 
propagation constant and generalized frequency. 

ni --- Imdex of the optical fiber core 

n2 -~- Index of the optical fiber clad 

KM=1,2,3,4 are repectively for TEon,TMon,HEmn & EHmn 

m --- Order for Jm(x) and Km(x) 

f(Km,m,ni,n2,beta,gv)-0 --- Dispersion equation 

С f£(,...)is written in subroutine form by user] 

GI(I) --- The normalized frequency gv(i) (i=1,2,...) 

(0 <= gv(i) <= 7.0) 

NR=1,2 are the first and the second root number of 
beta(i) for f(km,m,n1,n2,beta,gv)=0 for a 
given gv(i) 

NS(Mode codes): NS=100#M+10*KM+NR 

NSJ(Mode serial number)= 1 to 12 are respectively 
for HE11,TEo1,TMo1,HE21,EH11,HE12,HE31,EH21, 
HE41,TEo2,TMo2 & HE22 

Examples: for HE11 mode, NSJ-1; M-1,KM-3,NR-1; NS=131 
for TMo2 mode, NSJ=11; M=0,KM=2,NR=2; NS=022 

GI(I) --- The normalized frequency gv(i) (i=1,2,...) 

RNT(NSJ,I) --- The beta(i) solution to f(KM,...)-0 

for the nsj mode for a given gv(i) 
(i=1,2,...) 
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30 


Routine called: FUNA for computing F=f(km,m,nl,n2,beta,gv) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 
DIMENSION GI(0:150),RNT(0:12,0:150) ,NS(12) 
DATA NS/131,011,021,231,141,132,331,241,431,012,022,232/ 
DO 50 J=1,12 
NSJ-J 
MENS (1) /100 
KM=(NS(J)-100*M)/10 
NR=NS (J) -100*M-10*KM 
DO 40 L=140,0,-1 
GV=0 ,05*L 
IF (GV.LT.0.7) GO TO 40 
GI(L)=GV 
X=1.53D0-1.0D-3 
H=-0.0001D0 
NR=0 
CALL FUNA(KM,M,GV,X,YB) 
X=X+H 
IF (X.LT.1.51D0+0.00001) GO TO 40 
YA=YB 
CALL FUNA(KM,M,GV,X, YB) 
IF (DABS(YB).LT.1.0D-10) GO TO 30 
IF (YA*YB.GT.0.0) GO TO 10 
XA-X-H 
XB-X 
X=. 5DO* (XA+XB) 
CALL FUNA(KM,M,GV,X,Y) 
IF (DABS(Y).LT.1.0D-10) GO TO 30 
IF (YA*Y.GT.0.0) XA=X 
IF (YA*Y.LE.0.0) XB-X 
IF (DABS(XB-XA).GT.DABS(X)*1.0D-12) GO TO 20 
IF (DABS(Y).GT.1.0E-6) GO TO 10 
NR=NR+1 
IF (NR.EQ.1) X1=X 
IF (NR.EQ.2) X2=X 
IF (NSJ.LE.9.AND.NSJ.NE.6) RNT(NSJ,L)=X1 
IF (NSJ.EQ.1) RNT(6,L)=X2 
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IF (NSJ.EQ.2) RNT(10,L)=X2 
IF (NSJ.EQ.3) RNT(11,L)=X2 
IF (NSJ.EQ.4) RNT(12,L)-X2 
IF (NSJ.LE.4.AND.NR.LE.2) GO TO 10 
CONTINUE 
CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE FUNA(KM,M,GV,BETA,F) 


Purpose: Compute the value of F=f(km,m,n1,n2,beta,gv), and 
f(km,m,ni,n2,beta,gv)-0 is the dispersion equation 
(here, km,m,ni,n2,beta & gv are given) 
Routines called: OPJ for computing Jm(x) and Jm’ (x) 
OPK for computing Km(x) and Km’ (x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 
DOUBLE PRECISION KOA,Ni,N2,NA,NB,NC 
DIMENSION BJ(0:100),DJ(0:100) ,BK(0:100) ,DK(0:100) 
Ni=1.53D0 
N2=1.51D0 
NA=(N2/N1) *#2 
NB-1.0DO-NA 
NC=(1 .0D0-NA) **2 
KO0A=GV/DSQRT(N1*N1-N2*N2) 
W=KOA*DSQRT (DABS (BETA*BETA-N2*N2) ) 
IF (W.NE.0.0) W1=1.0D0/W**2 
U=KOA*DSQRT (DABS (N1*N1-BETA*BETA) ) 
IF (U.NE.0.0) U1=1 .0D0/U**2 
CALL OPJ(M,U,NM,BJ,DJ) 
P=DJ (M) / (U*BJ (M) ) 
CALL OPK(M,W,NM,BK,DK) 
Q=DK (M) / (W*BK (M) ) 
M4=4.0D0*M*M 
IF (M.NE.0) THEN 

IF (KM.EQ.3) THEN 

F=P+0 .5DO* (NB*Q+DSQRT(NC*Q*Q+M4*(U1+NA*W1)*(U1+W1))) 
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ELSE IF (KM.EQ.4) THEN 
F=P+0.5D0* (NB*Q-DSQRT(NC*Q*Q+M4*(U1+NA*W1)*(U1+W1))) 
ENDIF 
ELSE 
IF (KM.EQ.1) F=P+Q 
IF (KM.EQ.2) F=P+NA*Q 
ENDIF 
RETURN 
END 


SUBROUTINE OPJ(N,X,NM,BJ,DJ) 


Purpose: Compute Bessel functions Jn(x) and Jn’ (x) 


Input : x --- Argument of Jn(x)(x >=0 ) 
n --- Order of Jn(x) 

Output: BJ(n) --- Jn(x) 
DJ(n) --- Jn’ (x) 
NM --- Highest order computed 


Routine called: BJNMM for computing NM & the initial 


order for backward recurrence M 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 
DIMENSION BJ(0:N) ,DJ(O:N) ,A(4) ,B(4) ,A1(4) , B1 (4) 
PI=3 .141592653589793D0 
R2P-.63661977236758D0 
NM-N 
NO=N 
IF (N.EQ.0) N=N+1 
IF (X.LT.1.0D-100) THEN 
DO 10 K-0,N 
BJ(K)=0.0D0 
DJ(K)-0.0DO 
BJ(0)=1.0D0 
DJ(1)=0.5D0 
RETURN 
ENDIF 
IF (X.LE.300.0.0R.N.GT.INT(0.9*X)) THEN 
IF (N.EQ.0) NM=1 
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CALL BINMM(X,N,NM,M) 

BS=0 . ODO 

F2-0.0D0 

Fi=1.0D-100 

DO 15 K=M,0,-1 
F-2.0D0*(K*1.0D0) /X*F1-F2 
IF (K.LE.NM) BJ(K)=F 
IF (K.EQ.2*INT(K/2).AND.K.NE.0) BS=BS+2.0D0*F 
F2=F1 
F1=F 

S0=BS+F 

DO 20 K-0,NM 
BJ (IO -BJ CO /SO 


ELSE 


DATA A/-.7031250000000000D-01,.1121520996093750D-*00, 
~ .57250142097473140+00, .6074042001273483D+01/ 
DATA B/ .7324218750000000D-01,-.2271080017089844D400, 
I .1727727502584457D+01 ,- .2438052969955606D+02/ 
DATA A1/.1171875000000000D+00,-.1441955566406250D+O00, 
.6765925884246826D+00 , - . 6883914268109947D+01/ 


DATA B1/-.1025390625000000D+00, .2775764465332031D+00, 


ー.1993531733751297D+01 , . 2724882731126854D+02/ 
T1=X-0 、25DQ*PT 
PO=1 .ODO 
Q0=-0 . 125D0/ え 
DO 25 К=1,4 
PO=PO+A (К) XXx* (-2*K) 
00=00+В (К) *X** (-2*K-1) 
CU-DSQRT (R2P/X) 
BJO=CU* (PO*DCOS (T1) -QO*DSIN(T1)) 
BJ(0)=BJO 
T2-X-0.75DO*PI 
P121.0D0 
01=0.375ро/х 
DG 30 K=1,4 
Р1=Р1+А1 (К) *X** (~2*K) 
Q1=Q1+B1 (К) жХжж (-2*K-1) 
BJ1=CU* (P1*DCOS (T2) -Q1*DSIN(T2)) 
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BJ(1)-BJ1 
DO 35 K-2,NM 
BJK-2.0DO* (K-1.0D0) /X*BJ1-BJO 
BJ(K)=BJK 
BJO=BJ1 
BJ1=BJK 
ENDIF 
DJ(0)=-BJ(1) 
DO 40 K=1,NM 
DJ(K) =BJ(K-1) -K/X*BJ(K) 
N-NO 
RETURN 
END 


SUBROUTINE OPK(N,X,NM,BK,DK) 


Purpose: Compute modified Bessel functions Kn(x) & Kn’ (x) 


Input: x --- Argument of Kn(x) 
n --- Order of Kn(x) 
Output: BK(n) --- Kn(x) 
DK(n) --- Kn’ (x) 
NM --- Highest order computed 


Routines called: BJNMM for computing the starting point 


for backward recurrence 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 
DIMENSION BK(O:N) ,DK(O:N) 
PI-3.141592653589793D0 
EL-0.5772156649015329D0 


NM-N 
X=DABS (X) 
IF (X.LE.1.0D-100) THEN 
DO 10 K-0,N 
BK(K)=1 . 0D+300 
DK(K)=-1 .0D+300 
RETURN 
ENDIF 


NO=N 
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IF (N.EQ.0) N=N+1 
CALL BJNMM(X,N,NM,M) 
BS-0.0DO 
SK0=0 . 0D0 
Е0=0.0р0 
F1-1.0D-100 
DO 15 K-M,0,-1 
F-2.0D0* (K*1.0D0) /X*F1+F0 
IF (K.EQ.1) BT1=F 
IF (K.EQ.0) BIO-F 
IF (K.NE.0.AND.K.EQ.2*INT(K/2)) SKO=SKO+4.0D0*F/K 
BS=BS+2.0D0*F 
FO-F1 
F1=F 
SO-DEXP (X) / (BS-F) 
BIO-SO*BIO 
BT1=S0*BT1 
IF (X.LE.8.0D0) THEN 
BK (0) =- (DLOG (0. 5D0*X) +EL) *BT0+S0*SKO 
BK(1)=(1.0D0/X-BI1*BK(0))/BIO 
ELSE 
A0=DSQRT(PT/(2.0DO*X) ) «DEXP (-X) 
K0-16 
IF (X.GE.25.0) K0-10 
IF (X.GE.80.0) K0-8 
IF (X.GE.200.0) КО=6 
DO 30 L-0,1 
BKL=1 .0DO 
VT=4 .0DO*L 
R=1.0D0 
DO 25 K=1,KO 
R-0.125DO*R* (VT-(2.0*K-1.0) жж2) / (K*X) 
BKL=BKL+R 
ВК (L)=A0*BKL 
CONTINUE 
ENDIF 
GO-BK (0) 
Gi=BK (1) 


35 


40 
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DO 35 K=2,NM 
G=2 .0DO*(K-1 .0D0)/X*Gt+GO 
BK(K) 7G 
GO=G1 
Gi-G 
DK(0)=-BK(1) 
DO 40 K=1,NM 
DK(K)=-BK(K-1)-K/X*BK(K) 
N=NO 
RETURN 
END 


SUBROUTINE BJNMM(X,N,NM,M) 


Purpose: For given x and |Jn(x) |<=10**-200,determine 
the maximum computable order, and the initial 


order for backward recurrene by curvefitting 


method 
Input : x --- Argument of Jn(x) (x <= 300) 
--- Order of Jn(x) 
Output: Nm --- Maximum computable order 
M --- Initial order for backward recurrence 


DOUBLE PRECISION X 
IF (X.GE.1.0D-60.AND.X.LT.1.0D-2) THEN 
NM-INT(0.6-185.48/DL0G10(X) -150.04/DL0G10(X) **2) 
ELSE IF (X.GE.1.0D-2.AND.X.LT.30.0) THEN 
NM=INT(53.0+58.7*SQRT(X)-8.27*X+0.76*X**1.5) 
ELSE IF (X.GT.30.0) THEN 
NM=250 
ENDIF 
IF (X.GE.1.0D-60.AND.X.LT.1.0D-2) THEN 
M=NM+INT (1 .0-25 .659/DL0G10(X) -24.272/DLOG10 (X) **2) 
ELSE IF (X.GE.1.0D-2.AND.X.LT.30.0) THEN 
M=NM+INT (6 .4+2 .9*SHRT(X)-Q.1*X) 
ELSE IF (X.GE.30.0) THEN 
M=NM+TNT(15+0 .26767*X-0 .002224*X**2+8 、 9E-6*X**3) 
ENDIF 


・611 ・ 


・612 ・ Wo Ж 


IF (N.LE.NM) RM=N 
RETURN 
END 


范例 (1) 计算 n,21.53.n3— 1.51 圆 截面 SI 光纤 的 主 模 HE 和 TE TMo 
НЕ», . ЕН, HE12, HE31, EHai 、 НЕ, ТЕ. TMo。 、 HE22 前 11 个 高 次 模 的 B-v 
色 散 特性 . 

范例 主 程序 : OPFIBERA 


PROGRAM OPFIBERA 


c ============================================================== 
C Purpose : Find the dispersion characteristic beta-v curve of 
C the first 12 modes for SI optical fiber by the 
C method of Bi-Section 
C Mode serial number NSJ:1 to 12 are respectively for HE11,TEo1, 
C TMoi,HE21,EH11,HE12,HE31,EH21,HE41,TEo2,TMo2 & HE22 
C Mode kind Codes: KM=1,2,3,4 are repectively for TEon,TMon, 
C HEmn and EHmn modes 
C Routine called: OPBISA for finding beta(i)-gv(i) for 12 modes 
C Output; GI(I) --- The normalized frequency gv(i) (i-1,2,...) 
C (0 <= gv(i) <= 7.0) 
С RNT(NSJ,I) --- The beta(i) solution to f(KM,...)=0 
C for the nsj mode for a given gv(i) 
C ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 

DOUBLE PRECISION N1,N2 

DIMENSION GI(0:150),RNT(0:12,0:150) 

CALL OPBISA(KM,M,GI,RNT) 

WRITE(C*,90) 

WRITE(* ,95) 

WRITEC*,*) 

WRITE(*,50) 

WRITE(*,60) 

DO 30 I=15,140 

WRITE(*,80)GI(I) ,RNT(1,I) ,RNT(2,I) ,RNT(3,I) ,RNT(4,I) ， 
& RNT(5,I),RNT(6,I) 

30 CONTINUE 

WRITE(*,*) 


WRITE(*,90) 


HN ж = .613- 


WRITE(*,95) 
WRITE(*,*) 
WRITE(*,70) 
WRITE(*,60) 
DO 40 I=15,140 
WRITE (*,80)GI(I) , RNT(7, I) ,RNT(8,I) ,RNT(9,I) ,RNT(10,1), 


& RNT(11,1),RNT(12,1) 
40 CONTINUE 
50 FORMAT (6X, ’v\beta HE11 ТЕо1 ТМо1 НЕ21 ', 
& ”EH11 HE12’) 
60 FORMAT (2X, デニ ニニ = ニニ ニニ ニニ デー ニニ ニニ ニニ = ニニ テニ ニー ニニ = ニニ ニー ニニ ニニ ニニ ミニ ニニ ニニ ニー ニニ ニニ ニニ = , 
* > ニー ニー ニニ ニニ ーー ニニ ニー ニー ニニ ーー ニニ ニー ニー ) | 
70 FORMAT (6X, ’v\beta HE31 EH21 HE41 TEo2 à, 
& ?TMo2 HE22’) 
80 FORMAT (6X,F5.2,1X,6F10.5) 
85 FORMAT (6X ,F5.2,1X,3F10.5) 
90 FORMAT(11X,’Data for normalized beta - v curve of SI optical’, 
& › fiber?) 
95 FORMAT (25X,’ ( n1=1.53, n2=1.51 )?) 
END 


运行 范例 主 程序 OPFIBERA 可 得 主 模 HE;, 和 TEo;. TMoi. HEz;. ЕН, 
HEi;2. HEgi. ЕН, НЕл. ТЕ», TMo2, HE 前 11 个 高 次 模 的 G-v 色散 特 
性 的 列表 数据 . 利用 这 些 数据 、 运 用 绘图 软件 即 可 绘 得 正文 图 3.5.2 所 示 、 光 纤 的 
ER 12 个 模 的 8-„ 曲线 . 

以 下 是 范例 主 程 序 所 得 B-v 的 部 分 典型 数据 : 


Data for normalized beta - v curve of SI optical fiber 
(n1=1.53, n2-1.51 ) 


v\beta HE11 ТЕо1 ТМо1 HE21 EH11 HE12 

00 00000 00000 00000 00000 00000 00000 

‚80 1.51012 00000 00000 00000 00000 1.51009 
1.00 1.51079 00000 00000 00000 00000 1.51009 
2.00 1.51828 00000 00000 00000 00000 1.51009 
2.40 1.52057 00000 00000 00000 00000 1.51009 
2.45 1.52082 1.51017 1.51016 1.51012 .00000 1.51009 
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3.00 1.52302 1.51359 1.51354 1.51351 . 00000 1.51009 
4.00 1.52545 1.51883 1.51877 1.51878 1.51095 1.51009 
5.00 1.52682 1.52208 1.52203 1.52204 1.51604 1.51430 
6.00 1.52766 1.52413 1.52409 1.52410 1.51954 1.51806 
7.00 1.52820 1.52548 1.52546 1.52546 1.52192 1.52072 


Data for normalized beta - v curve of SI optical fiber 


( п1=1.53, n2=1.51 ) 


vNbeta HE31 EH21 HE41 TEo2 TMo2 HE22 
2.40 00000 00000 00000 00000 00000 00000 
2.45 00000 00000 00000 1.51005 1.51005 1.51017 
3.00 00000 . 00000 00000 1.51005 1.51005 1.51017 
3.85 00000 .00000 00000 1.51005 1.51005 1.51017 
3.90 1.51030 00000 00000 1.51005 1.51005 1.51017 
4.00 1.51087 00000 00000 1.51005 1.51005 1.51017 
5.00 1.51599 00000 00000 1.51005 1.51005 1.51017 
5.15 1.51662 00000 00000 1.51005 1.51005 1.51017 
5.20 1.51681 1.51034 1.51026 1.51005 1.51005 1.51017 
6.00 1.51951 1.51411 1.51405 1.51165 1.51163 1.51162 
7.00 1.52190 1.51763 1.51760 1.51537 1.51533 1.51534 


(2) 算法 B- 计算 v-8 色散 曲线 

程序 和 范例 说 明 如 下 : 

子 程序 名 : OPBISB(KM, M, BI, RNT) 

(a) 子 程序 OPBISB 使 用 说 明 : 

功用 : 计算 圆 光纤 HEii, TEo」 、 … , HE22 等 12 个 模 的 v-8 色散 方程 曲线 . 
输入 : т 纤 蕊 折射 率 


no 包 层 折射 率 
т Bessel 函数 Jin(x) 和 变型 Bessel 函数 К,„(х) 的 阶 . 
Gv 广义 频率 v(7.0 ~ 0, Av = —0.05) 
Beta 搜索 初 值 = 1.53; 区 同 8 = 1.53 ~ 1.51; #K H = —0.0001. 
KM 模式 代码 : KM=1~4 分 别 为 TEo,. TMo。、 HEmn 
和 EHmn Ж. 


f(KM,m,na,nə, Beta, Су) = 0 为 色散 方程 (f 由 使 用 者 编写 、 子 程序 形式 ). 


a ас с с с G Q вс G с эс с о GQ G a 


ж 三 - 615 - 
NR NR=1. 2 为 给 定 m. beta(i) fA, f(KM,---) = 0 的 gy) 的 
第 一 和 第 二 个 根 的 序号 . 
NS 模式 代码 : NS = 100*M + 10*KM + NR 
NSJ 模式 代码 : NSJ=1~2 分 別 代表 HEr- TEo1. TMoi. HEzi. 
EH」、 HE НЕзу, EH. 、 НЕ, TEo> 、 TMo2 和 HE22 АЯ. 
Jj: 对 于 HE), 模 , NSJ = 1,M = 1,KM = 3,NR = 1; № = 131; 
对 于 ТМо Ж, NSJ = 11,M = 0, KM = 2,NR = 2; NS = 022; 
输出 : BI(i) 归 一 化 频率 Bli) i= 1.2... (8 = 1.51 ~ 1.53) 


RNT( 


) 广义 频率 v(i), (i = 1,2, ) 相应 给 定 模式 和 、6(i) 值 
it, f(KM,---) = 0 的 根 . 


调用 子 程序 ，FUNB(KM,M,BETA,GV,F) 计算 给 定 KM,M,BETA Ж GV 


时 , F = /(KM,…) 的 值 , f(KM,---) 20 为 色散 方程 . 
OPJ: 计算 Bessel 函数 J. (z) 及 其 导数 . 
OPK: 计算 变型 Bessel 函数 K, (z) 及 其 导数 . 
BJNMM: 计算 给 定 z БИ п 来 用 逆 推 法 求 ん (>) 和 
K, (z) 时 的 最 大 起 始 阶 M, 和 不 致 出 现 滋 出 所 可 能 
计算 的 n 的 最 大 阶 NM. 


(b) 圆 光纤 „-8 色散 曲线 的 Fortran 源 程序 : 


SUBROUTINE OPBISB(KM,M,BI,RNT) 


Purpose: 


Input : 


Evaluate the dispersion charateristic v - beta curve 
by solving the dispersion equation using the method 
of Bi-section. v and beta are respectively generalized 


frequency and normalized propagation contant. 


nl --- Index of the optical fiber core 

n2 --- Index of the optical fiber clad 

KM=1,2,3,4 are repectively for TEon,TMon,HEmn & EHmn 
m --- Order for Jm(x) and Km(x) 
f(Km,m,ni,n2,beta,gv)-0 --- Dispersion equation 

[ £(,...)is written in subroutine form by user] 
BI(I) --- The normalized beta(i) (1=1,2,....) 


(n2<=beta<=nl,here п1=1.53,п2=1.51) 
NR=1,2 are the first and second root number of gv Gi) 
for f(km,...)-0 for a given m & beta(i) 
NS(Mode codes): NS=100*M+10*KM+NR 


NSJ(Mode serial number)- 1 to 12 are respectively 
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for HE11,TEo1,TMo1,HE21,EH11,HE12,HE31,EH21, 
HE41,TEo2,TMo2 & HE22 

Examples: for HE11 mode, NSJ=1; M=1,KM=3,NR=1; NS=131 
for TMo2 mode, NSJ=11; M=0,KM=2,NR=2; NS=022 


Output: BI(I) --- The normalized beta(i) (i-1,2,....) 
(n2<=beta<=ni,here п1=1.53,п2=1.51) 
RNT(NSJ,I) --- The gv(i) solution to £(KM,...)=0 


for the nsj mode for a given beta(i) 
Routine called: FUNB for computing F=f(km,m,n1,n2, beta, gv) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-7) 
DIMENSION BI(0:200),RNT(0:12,0:200) ,NS(12) 
DATA NS/131,011,021,231,141,132,331,241,431,012,022,232/ 
DO 50 J=1,12 
NSJ=J 
=NS (J) /100 
KM=(NS(J)-100*M) /10 
NR=NS (J) -100*M-10#KM 
DO 40 L=0,92 
BETA=1.51D0+0.0002D0*L 
BI(L)=BETA 
NR=0 
X=1.0D-4 
H=0.01D0 
CALL FUNB(KM,M,BETA,X, YB) 
X=X+H 
IF (X.GT.7.3) GO TO 40 
YA=YB 
CALL FUNB(KM,M,BETA,X, YB) 
IF (DABS(YB).LT.1.0E-10) GO TO 30 
IF (YA*YB.GT.0.0) GO TO 10 
XA-X-H 
XB-X 
X=.5* (XA+XB) 
CALL FUNB(KM,M,BETA,X,Y) 
IF (DABS(Y) .LT.1.0D-15) GO TO 30 
IF (YA*Y.GT.0.0) XA=X 
IF (YA*Y.LE.0.0) XB=X 
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IF (DABS((XB-XA)/X).GT.1.0D-10) GO TO 20 
IF (DABS(Y).GT.1.0E-6) GO TO 10 
NR=NR+1 
IF (NR.EQ.1) X1=X 
IF (NR.EQ.2) X2-X 
IF (NSJ.LE.9.AND.NSJ.NE.6) RNT(NSJ,L)=X1 
IF (NSJ.EQ.1.AND.BI(L).LE.1.5210) RNT(6,L)-X2 
IF (BI(L).LT.1.5160) THEN 
IF (NSJ.EQ.2) RNT(10,L)-X2 
IF (NSJ.EQ.3) RNT(11,L)-X2 
IF (NSJ.EQ.4) RNT(12,L)-X2 
ENDIF 
IF (RNT(NSJ,L).LT.RNT(NSJ,L-1)) GO TO 10 
IF (NSJ.LE.4.AND.NR.LE.2) GO TO 10 
CONTINUE 
CONTINUE 
RNT(1,0)=0.0D0 
RNT (6,0) -RNT(5,0) 
RETURN 
END 


SUBROUTINE FUNB(KM,M,BETA,GV,F) 


Purpose: Compute the value of F-f(km,m,ni,n2,beta,gv), and 
f(km,m,ni,n2,beta,gv)-0 is the dispersion equation 
(here, km,m,n1,n2,beta & gv are given) 
Routines called: OPJ for computing Jm(x) and Jm'(x) 
OPK for computing Km(x) and Km’ (x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 

DOUBLE PRECISION KOA,Ni,N2,NA,NB,NC 

DIMENSION BJ(0:100),DJ(0:100),BK(0:100) ,DK(0: 100) 
N1=1.53D0 

N2=1.51D0 

NA=(N2/N1) жж2 

NB-1.0DO-*NA 

NC=(1.ODO-NA) **2 

KOA=GV/DSQRT(N1*N1-N2*N2) 
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W=KOA*DSQRT(DABS(BETA*BETA-N2*N2) ) 
IF (W.NE.0.0) W1=1 .0D0/W**2 
=KOA*DSQRT(DABS(N1*N1-BETA*BETA) ) 
IF (U.NE.0.0) U1=1 .0D0/U**2 
CALL OPJ(M,U,NM,BJ,DJ) 
P=DJ (M) / (U*BJ (M) ) 
CALL OPK(M,W,NM,BK,DK) 
Q=DK (M) / (W*BK (M) ) 
M4=4 .QDO*M*M 
IF (M.NE.0) THEN 
IF (BETA.EQ.N2) THEN 
CALL OPJ(M,GV,NM,BJ,DJ) 
IF (KM.EQ.3.AND.M.EQ.1) F-BJ(M) 
IF (KM.EQ.3.AND.M.GT.1) F-BJ(M-1)/(GV*BJ(M)) 
& -(1.0*NA) / (4. O* (M-1)) 
IF (KM.EQ.4.AND.M.GE.1) F-BJ(M) 
ELSE 
IF (KM.EQ.3) THEN 
F=P+0 .5DO* (NB*Q*DSQRT (NC*Q*Q+M4* (U1+NA*W1) ж (U14W1))) 
ELSE IF (KM.EQ.4) THEN 
F=P+0.5D0*(NB*Q-DSQRT(NC*Q*Q+M4*(U1+NA*W1)*(U1+W1))) 
ENDIF 
ENDIF 
ELSE 
IF (BETA.EQ.N2) THEN 
CALL OPJ(M,GV,NM,BJ,DJ) 
F-BJ(M) 
ELSE 
IF (KM.EQ.1) F=P+Q 
IF (KM.EQ.2) F=P+NA*Q 
ENDIF 
ENDIF 
RETURN 
END 


调用 的 子 程序 OPJ, OPK 和 BJNMM 同 算法 A, XX ARE. 


范例 (2) 计算 mm=1.53、mz=1.51 圆 截面 SI 光纤 的 主 模 HE; 和 TE TMo 
HE2」 、 EH;;. HE12, НЕзу, EH21. НЕ. TEo2. TMo2. HE22 前 11 全高 次 模 的 8 


附 ж = ‚619. 


色 散 特性 . 
范例 主 程序 : OPFIBERB 
PROGRAM OPFIBERB 


с ============================================================== 
C Purpose : Find the dispersion characteristic gv-beta curve of 
C the first 12 modes for SI optical fiber by the 
C method of Bi-Section 
C Mode serial number NSJ:1 to 12 are respectively for HE11,TEo1, 
C TMol,HE21,EH11,HE12,HE31,EH21,HE41,TEo2,TMo2 & HE22 
C Mode kind Codes: KM-1,2,3,4 are repectively for TEon,TMon, 
C HEmn and EHmn modes 
C Routine called: OPBISB for finding gv(i)-beta(i) for 12 modes 
C Output; GI(I) --- The generalized frequency v(i) for a given 
C beta(i) (i=1,2,....) 
C (n2<=beta(1)< く =n1 ,here ni=1.53,n2=1.51) 
C RNT(NSJ,I) --- The gv(i) solution to f(KM,...)=0 
[e for the nsj mode for a given beta(i) 
C ============================================================== 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z) 

DOUBLE PRECISION N1,N2 

DIMENSION BI(0:200),RNT(0:12,0:200) 

CALL OPBISB(KM,M,BI,RNT) 

WRITE(*,90) 

WRITE(*,95) 

WRITE(*, *) 

WRITE(* ,50) 

WRITE (* ,60) 

ро 30 I=0,91 

WRITE(*,80)BI (1) ,RNT(1,1) , RNT(2, D, RNT(3, D , RNT(4,T), 
& RNT(5,1) ,RNT(6,1) 

30 CONTINUE 

WRITE(*, *) 

WRITE (* ,90) 

WRITE(*,95) 

WRITE(*,*) 

WRITE(*,70) 

WRITE(*,60) 


DO 40 I=0,61 
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WRITE(*,80)BI(I),RNT(7,I),RNT(8,I),RNT(9,I),RNT(10,I), 


& RNT(11,1),RNT(12,I) 
40 CONTINUE 
50 FORMAT(6X, ’ beta\v HE11 ТЕо1 ТМо1 НЕ21 , 
& ^EH11 HE12’) 
60 FÜRMAT(2X,! ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニー ニニ ニニ ニー ニニ ニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニー ニニ ニー , 
* > ニニ ニー ニニ ニニ ニニ ニニ ニニ ニー ニー ニニ ニー ニー? ) 
70 FORMAT (6X, ’beta\v HE31 EH21 HE41 TEo2 ДА 
& 'ТМо2 HE22?) 
80 FORMAT (5X,F7.4,6F10.5) 
90 FOüRMAT(11X,'Data for normalized v - beta curve of SI optical’, 
& › fiber?) 
95 FORMAT(25X,'( п1=1.53, n2=1.51 )') 
END 


运行 范例 主 程序 OPFIBERB 可 得 主 模 HE, fll TEo:. TMo, HEz1. ЕН. НЕ), 
HE。」、 EH. i. HE4;. TEo?. TMoa. HE22 前 11 个 高 次 模 的 „-8 色 散 特性 的 列表 数 
据 . 利用 这 些 数据 、 运 用 绘图 软件 即 可 绘 得 光纤 的 上 述 12 个 模 的 v-8 曲线 . 

车 将 所 得 的 v-8 曲线 交换 > 轴 与 5 RA, 即 可 得 正文 中 所 示 的 图 3.5.2. 此 外 , 因 
波 传播 截止 时 ш = 0. 由 (3.5.87) 和 (3.5.88) 式 可 知 , 此 时 有 B= ng Av =u, WE 
以下 v- 数据 表 中 第 一 行 各 列 给 出 的 > 值 , 即 表 3.5.2 中 给 出 的 、 相 应 各 个 模式 波 
截止 时 相应 的 v 值 . 

范例 主 程序 所 得 f-v 数 据 表 中 的 部 分 典型 数 据 如 下 : 

Data for normalized v - beta curve of SI optical fiber 
C ni=1.53, n2=1.51 ) 


beta\v HE11 TEo1 ТМо1 НЕ21 ЕН11 НЕ12 
1.5100 . 00000 2.40483 2.40483 2.41569 3.83171 3.83171 
1.5120 1.18893 2.75636 2.76201 2.76876 4.18498 4.49857 
1.5140 1.43675 3.06487 3.07382 3.07793 4.55961 4.93250 
1.5160 1.68263 3.40509 3.41674 3.41862 4.99095 5.41189 
1.5180 1.95757 3.80640 3.82040 3.82028 5.51081 5.98026 
1.5200 2.28922 4.30631 4.32244 4.32045 6.16676 6.69167 
1.5220 2.71955 4.96876 4.98687 4.98307 7.04314 

1.5240 3.33168 5.92456 5.94455 5.93896 

1.5260 4.33763 


W 录 = - 621 - 
1.5280 6.57727 
1.5282 6.98909 
Data for normalized v - beta curve of SI optical fiber 
( n1=1.53, n2=1.51 ) 
beta\v HE31 EH21 HE41 TEo2 TMo2 HE22 
5100 .84532 5.13562 5.15083 5.52008 5.52008 5.52484 
5120 .19761 5.53065 5.54495 6.08721 6.09400 6.09498 


3 
4 
4.57121 5.97383 5.98706 6.60697 6.61719 6.61612 
5160 5.00156 6.49412 6.50629 7.19631 7.20923 7.20648 
5.52044 7.12791 7.13899 

6 

7 


PP ee BP = = 


.5222 7.15574 

车 将 所 得 的 8 曲线 交换 и 轴 与 8 轴 , 即 可 得 正文 中 所 示 的 图 3.14. 此 外 , 我 
们 注意 到 : 以 上 vw-6 数据 表 的 第 一 行 就 是 各 个 模式 的 广义 截止 频率 , 即 表 3.5.2 中 
给 出 的 波 截 止 时 相应 的 u 值 . 


L 同軸 光波 号 的 色 散 (特征 ) 方程 及 其 数值 解 
同 轴 光 波导 实质 上 是 一 种 多 层 介质 波导 , 圆 截 面 同 轴 光 纤 的 结构 如 图 L.1 所 


不 

同 轴 光纤 由 纤 芯 0 < p < ali(sl、Ho)、 第 一 内 包 层 al S p < ahez uo) 第 二 内 
包 层 az < p € gs(es、 по) 和 外 包 层 as < p < оо(єл, po) 四 部 分 区 域 组 成 , 它们 分 别 
记 为 区 域 (1), (2), (3) 和 (4); e: 和 mi = poli = 1,2,3,4) 分 别 为 这 四 层 的 介 电 常数 
和 磁 导 率 ; 相应 各 层 的 折射 率 mw 为 n; = VEiHi/soHo = Verili = 1,2,3,4). 光纤 的 
纤 芯 和 各 包 层 的 主体 材料 均 为 石英 玻璃 , 但 各 区 域 中 的 摊 杂 情况 不 同 , 因而 它们 的 
折射 率 不 同 . 图 La 中 的 纤 芯 相当 于 通常 同 轴 波 导 的 内 导体 , 而 第 二 内 包 层 相当 于 
同 轴 波 导 的 外 导体 , 故 有 同 轴 光波 导 之 称 . 

同 轴 光 波导 可 应 用 于 光 滤 波 器 、 光 耦合 器 ; 以 及 它 用 于 信和 号 单 模 传输 工作 于 零 
色散 波长 附近 可 具有 较 宽 的 低 色 散 频 带 . F. D. Nunes 等 作者 * 兽 对 同 轴 光 波导 进行 
了 理论 分 析 , 所 采用 的 是 LP 近似 法 ; 这 里 , 我 们 所 采用 则 是 严格 的 场 分 析 法 , 并 且 
分 析 可 推广 用 于 多 层 情形 , 因而 对 于 径 向 不 均匀 的 介质 波导 的 分 析 亦 可 采用 多 分 层 
法 来 逼近 . 

ж Rrederico Dias Nunes, Cláudia Adriana de Souza Meto, and Humberto Filomeno da Silva Fiho. 
Applied Physics, 1996, 35(3): 20. 
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45 
ELI 同 轴 光 纤 的 结构 


以 下 将 从 电磁 场 方程 出 发 分 析 圆 截面 同 轴 阶 梯 光 纤 中 各 区 域 中 的 电磁 场 严 格 
解 表示 式 , 并 采用 数值 方法 求解 由 场 边界 条 件 所 导 得 的 色散 方程 ,从 而 得 出 同 轴 光 
纤 中 若干 模式 的 色散 特性 曲线 . 


1 电磁 场 方 程 解 表示 式 


同 轴 光 纤 区 分 成 纤 芯 、 第 一 包 层 、 第 二 包 层 和 外 包 层 四 个 区 域 , 在 每 一 个 区 域 ， 
电场 和 磁场 均 满足 Helmholtz 方程 , 当 应 用 纵向 场 法 求 出 它们 纵向 分 量 的 解 后 , 由 
Maxwell 场 方程 便 可 求 得 各 个 区 域 的 横向 电磁 场 表示 式 ， 以 下 叙述 我 们 将 应 用 纵向 
场 法 , 并 根据 各 区 域 分 界面 上 的 电磁 场 边界 条 件 导出 色散 方程 (特征 方程 ) 和 应 用 
数值 方法 解 此 色散 方程 得 出 光纤 中 不 同 传播 模式 的 色散 特性 ( 即 传播 常数 8 БТ. 
作 频 率 f 的 关系 ). 已 知 传播 常数 6, 则 场 量 表示 式 中 的 指数 项 便 已 知 ; 若 继而 再 通 
过 求解 所 建立 的 齐 次 (色散 ) 方程 组 便 可 求 得 场 表 示 式 中 的 各 个 系数 ; 从 而 可 得 知 
光纤 各 区 域 中 的 电磁 场 的 分 布 . 以 下 分 析 和 讨论 我 们 将 限于 色散 方程 的 导出 及 其 数 
值 解 . 

假定 电磁 场 是 沿 z 方向 传播 的 波 , 因而 , 在 纤 芯 与 包 层 中 的 场 将 具有 波 因子 
eite 52, 采用 圆柱 坐标 系 其 试探 解 可 写 为 : E = B(po,p)eilwt-ea) 和 H = H(p, p) 
Jes) 的 形式 . 这 里 , 8 是 待定 的 相位 常数 , 它 由 特征 方程 的 解 确定 . 

在 区 域 (1)~(4) 中 的 电场 和 磁场 的 纵向 分 量 分 别 满足 Helmholtz 方程 ; 


МА Ez + (w eino — 82)E;, = 0 (1) 
УЗН. + (weno — В?)Н = 0 (2) 

式 中 , = 1,2,3,4; V2. 为 横向 Laplace BT. 
方程 (1) 和 (2) 式 可 采用 分 离 变量 法 求解 . 当 其 中 62 = wei — 62 > 0 时 ， 
@ 为 实数 , 有 关 变 量 p 的 方程 是 Bessel 方程 , 其 一 般 解 为 Bessel 函数 (бур) 与 
Ya (ар) 的 线性 组 合 ; 而 当 02 = w2eipo — 8? < OM, ó, 为 纯 虚 数 , 有 关 变量 。 的 方 
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程 为 变型 Bessel 方程 , 其 一 般 解 为 变型 Bessel 函数 In(6ip) 与 Ka (bip) 的 线性 组 
м 

对 于 纤 芯 , 由 于 当 о = 0 时 , 场 必须 有 限 , ARES р 的 解 只 能 是 Л. (010); A 
而 应 有 62 = heu - 82 > 0; 对 于 外 包 层 , 由 于 当 р 一 oo Bf, 场 必 须 有 限 并 趋 
FE, 以 保证 电磁 场 被 约束 在 光纤 内 及 其 表面 附近 , 此 时 有 关 变 量 p 的 解 只 能 是 第 
二 类 变型 Bessel 函数 Ks (бар); 因而 应 有 62 = weno — 82 < 0; 对 于 内 包 层 区 域 
(2), # 82 = аеро — B? > 0, 02 为 实数 , 此 时 有 关 变量 р 的 一 般 解 为 Jus (029) 与 
Yn(62p) 的 线性 组 合 , 而 若 02 < 0, 则 有 关 变 量 p 的 一 般 解 入 In (6p) 与 Km(6ip) 
的 线性 组 合 (或 虚 宗 量 的 Bessel 函数 的 线性 组 合 ); 对 于 内 包 层 区 域 (3), 类 同 于 区 
域 (2). 

为 避免 涉及 虚 宗 量 的 Bessel 函数 计算 , RIS 


82 = vi(w’eipo — В?) 


sth о, 的 取 值 为 1 或 —1. 对 于 纤 芯 (¿= 1), v1 = 1; 对 于 外 包 层 (i = 4), v2 = 一 1 
对 于 内 包 层 (i = 2、3), 34 6? = weim — 8? > 0 FF, Ry, = 1, 否则 取 v; = -1. 于 
是 , 方程 (1) 和 (2) TRA | 
VALE, + rô? Ezi = 0 (3) 
V2.H;i + vô? Hzi = 0 (4) 


这 样 , 对 于 w?eiuo — 8? > 0 ЕЙ оеро — 82 > 0, 以 上 式 中 б,(% = 1,2,3,4) BARK 
方程 (1) 和 (2) RES y 的 方程 是 谐振 动 方程 , 其 解 为 cos mo 与 sinme WR 
性 组 合 或 表 为 cos(rmo + ym). 故我 们 可 写 出 方程 (3) 和 (4) 纵向 电场 EL; 和 磁场 
Hz 的 一 般 解 为 : 
区 域 (1): 纤 芯 0 < o < a8. uo) 


Ед = ag 20 (бур) cosme + Ф) 61792 (8) 
Ha = V) ZQ (6; p) sin(mo + pmj- (6) 


区 域 (2): 第 一 内 包 层 ai < p <S alez po) 


Ba = laa s (бр) + afaa 200 (бар) cos(mip + Pm) (7) 
Hz = |a) (бәр) + аў, Z& (82p)] sin(mg + pm )e ("t7 89 (8) 


区 域 (3): BOA AE as < p S аз(єз. po) 


Ens = [57 (бзр) + 920252) (63p)] cos(me + у, )e 799 (9) 
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Hag = lat) ZU (dsp) + aC) ZO (ásp)| sin(mg + pm) 9179? (10) 


区 域 (4): КЕ аз < p < oo(e4、 uo) 


Eza = a) Z2)(54p) cos(Mp + pm )e t 82) (11) 
Н.а = М?) ZO? (бур) sin(my + pmj "t7 9? (12) 


LERH, a bG), aG), а), Б), Б), аб, аш, Б), bin, asa 和 60) 均 为 待定 系 
数 ; 5; = kor vilen — B )G = 1,2,3,4), = B/ko 称 为 妇 一 化 传播 常数 , 8 为 传播 党 
数 ; ko = 2л/А 为 自由 空间 波 数 ,vi = 1,10 = 1 R -l = 二 1 或 一 l,m = 一 1;eri = 
ci/eo = n2,em 和 ni 分 别 是 第 “i? 区域 的 相对 介 电 常数 和 折射 率 ; 而 


ZD (6ip) = Ja (Bip), 252 (Sip) = Ya(6ip) (u; = 1) 
ZP (8p) = Trn(6ip), ZE (p) = Km(6ip) (vi = —1) 


这 里 , (ж) 和 Yu (2) 为 第 一 类 和 第 二 类 Bessel 函数 ; L. (z) 和 Is (x) 为 第 一 类 和 
第 二 类 变型 Bessel 函数 , 系数 a 00), a. 12). 20 和 ZO 的 下 标 “P 表示 
区 域 , 上 标 “(1)” 和 和 “(2)” 分别 表示 Bessel 函数 或 变型 Bessel 函数 的 类 别 . 

按 纵向 场 法 , 已 知 纵向 场 , 和 HL, 则 电磁 场 的 横向 分 量 便 可 由 Maxwell 场 方 
程 求 得 . 由 (3.3.1) 式 , 在 纤 艺 和 包 层 中 的 横向 电磁 场 可 表 为 


(13) 


Basora a ) 9 
MN T 
n. cde (oe t : 


故 场 横向 分 量 可 通过 将 (5) 和 (6), (7) 和 (8), (9) 和 (10), 以 及 (11) 和 (12) 分 别 代 
入 (14)~(17) 式 求 得 , Р, 连同 (5)~(12) 式 我 们 便 可 给 出 区 域 (1)~(4) 中 的 所 有 
电磁 场 分 量 的 表示 式 . 
2 色散 方程 (特征 方程 ) 的 推导 

阶梯 光纤 的 色散 方程 (特征 方程 ) 可 应 用 区 域 (1)~(4) KARER р = a, 分界 
面 两 侧 电场 和 磁场 切 向 (z 和 о 方向 ) 分 量 必须 连续 的 边界 条 件 : Eri = E,i+1|o=a ` 
Hz = H, it1|p=a; ^ Epi = Еф iilo; 和 Hoi = Наъра (i = 1, 2, 3), FA. 


附 ж = .625. 


(a) 按 在 P = а] 处 ， 场 的 边界 条 件 : Ea = Е.2|,-а Н, 1 = Hz2|p= Gi: Ej 一 
Е2|о-а 和 Hor = Healp=a,, 由 (5) 5 (7), (6) 与 (8), 以 及 (5)~(8) 与 (18) 和 (17) 
式 , 我 们 分 别 有 


ZD (Ga a = 20) (65a1)a( + 20) (65a1)aQ) (18) 
ZD (Gia = 20) (G2a1 0 + ZO (0201 e (19) 
1 jam 1 a) 1 
— zo ó zo b —. 
0192 Е ai (611) 0) + jwpods (61a1)5;, = X 


[PE Cz (Baas Ja ZP hoan) の) +jwpo62 (2 (62a1)603 + ZC' (65g1) が 2) 
(20) 


1 
[ien zt (буал)а® ZD АР = 


1 
Vi 6? V2 52 


равад. (281 (ee а) +10) (6221)a. Сз) + m und 
(21) 
(b) 接 在 p= a2 处 ， 电磁 场 的 边界 条 件 : E z2 一 = Ex3|paa., Н, z2 一 Н.з|о=аз› 
Ep2 = Egslp=as 和 Hu = Hpsjp=az Н (7) 与 (9), (8) 5 (10), AR (7)~(10) 与 
(15) 和 (17) sh, 我 们 分 别 有 


2 の (go)o9 + ZD (85a5)a), = ZN (63a2)a") + ZO (65a5)aQ) (22) 
Z(D)(6za2)bU) + Z (65a5)69) = 20) (Sgaz)b) + 202) (5302 0A (23) 


1 
と 202 
1 
~ vaól 


(ZP (62a2)aCD, + 202) (б›а»)а 2) + jwpuode( ZO” (62a2 0 + ZY (бәа„)ь@) | 


е" (2%, 7% (ӧзаг)а(), +20) (5заз)а2), ) +jwpod3 (29 (8sa2)bQ? +20) (6322 b) ) - 
a2 


(24) 


1 , j 
z оез (20 (бгаз)а0) +202) (бәа»)а 2) Em (20) (82а2)50) + ZÜ) (52a2)0%3)| 
2 


1 |. , j 
ーー jca (20) (85a2)aCÀ +252) (5sa2)a +m (ЖО (баз) + Goa) 
3 


(25) 

(c) 按 在 p = аз Ab, 电磁 场 的 边界 条 件 : E23 = Ez4lp=as, H;a = Нел|р=аз› 

Ea = Еа |о=аз 和 Ay3 = 五 po4|p=as， 由 (9) 与 (11), (10) 5 (12), 以 及 (9)~(12) 5 
(15) 和 (17) 5X, 我 们 分 别 有 
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ZN (5ga3)a + ZA (бзаз)а д) = 20) (G4ag a + ZO (64a3)aC) (26) 
ZO (5ga3)b0) + n = ZP (64a3)b 5D + ZO (54o。)0 う ) (27) 
=й pm (20 (6343)ad) + 20) (65a3)a() 
V3 аз 


+ ороз (202 (5aa3)8 + 20) (заз) )) 


1 т, 
ШР [эт 22 (баз)а P, + jurpindaZ 2” (5403 yo (28) 


1 , 
1368 [joes (209 (63a3)aQÀ + 20) (85a3)a ei) 


+" (ZU sas) + ZQ sas) 
a3 


AH [УЛ (бдааз)а@) + дайы (29) 

为 书写 简洁 ， 令 u; = б ili, ti = i+iaili = = 1, 2 3); 和 В = Ср 其 中 ko = = w/Eotio. 
k L тї 2 

并 注意 到 : 加 = (20 =~ ye SE. f TE h en = E n? 
と 0 ko WEQ’ ko No と 0 


. 4 2 2 1 2 2 
(¿= 1 4), 车 将 (18). (29) 式 中 系数 按 af) ЬШ, al?) ы), ай) a a( (2) аб, 
が 9 aO) 和 5② 顺序 写 出 , 则 可 简洁 地 表 为 


Za 由 一 20)(zi)a — 2 の (er)e② = 0 (30) 
ZO (ur) ови) — ZY (x1 mb) — ZA (71 nob, = 0 (31) 
Bm (1) а) + 1 ¿Gy a) _ Bm (2) (2) 
viu vul 7» (ui arnt + Aul —— Zn (и1)побь 一 Vor vasi 7 (z 1)а Am2 
— . ZO eb, _ Bm жоу) - + ZO (sg) = 0 (32) 
1911 т m2 vox? m m2 Vox} m m2 
2 了 m n2 , 
— Z0 (ui)aQ + 2 гай 2m (us) 0b ーー テグ ② (2) a?) 
Viu 10121 
Вт ② ng „ау, ү a) Bm 
_ Lp _ "XL (21)85,5 一 от paa? (zi)7obt = (33) 
2 (u3)a&) + 20) (uz)aQ) — ZO (z3)a(9) — di дай 2 = 0 (34) 
2) (us nob + 2 um — ZO (a2) пор) -ZP et) = = (35) 
ee vag 20 (из) + =~ Ж?! (ua) mU + mz Z (u2)a, 
2 už 


H ж = . 627 . 
1 , 
+ ZO (ua) — 2m vai 2m (ea)oms — Lo 2 (ey)68 
кочо зї 312 
- Вт эта Le (2) 0803 — — Z8 (a mob = 0 (36) 
Vac 322 
A 2 
nÈ „(оу (2) 」 Bm ^ が 2) -26 (1) 
vous m (u 2)a am2 + と 2 m (uz)no m2 tz T (u2)a 4 5 
Bm (1) (1) n (2)! (2) m (2) (2) 
D _ — z 224 je 
+ v;ud “п (u2)nob;,o Paty の (x2)ay 3 一 (x2) no 
2 
- 25. Z0 (z2)a0) — Вт vasi (2) лоб = 0 (37) 
U322 
ZP (va)a + ZY (us )a (l) © дф (za)a(2) = 0 (38) 
202 (из)то5 5 + 20 (ug)nob 0) — 2②(z。)7p6 の ② = 0 (39) 
Bm 2 , 2 Bm 1 
vui 2m (usa + ーー2 (ws)nob + " 122" (Ч sg 


+ m , 
+ —— ZQ (us) mob, — 2 pam s sa -ZO (eab, =0 (40) 
V3u3 LAT3 


2 
n$ (y OEN Em (2) @ 」- ga (1) 
изиз —— Zn (ua Jamn3 вий 2" (us)no bin * vsus —— Zn (из)ауһ3 


Bm n2 , m 
4 520) (us mob — — ZO (zs al? — f ята 2m (аз) nobis =0 (41) 
V3U3 VAT3 


至 此 , 我 们 已 求 得 了 确定 系数 аб), ae) BL a) 800, a), 62) аб) БО), 


m2: Qm3) m3) Am3 


am4 和 DR, 的 齐 次 方程 组 (30)~(41), 这 里 0 = nod), 5 の = mb2)， 若 此 超越 


ти? mái 


方程 组 有 解 , 则 其 12 x 12 阶 系数 矩阵 行列 式 应 等 于 零 , 此 行列 式 等 于 零 的 方程 就 
是 确定 四 层 圆 截面 阶梯 光纤 传输 HE 混合 模 的 色散 (特征 ) 方程 . 


з ”色散 方程 的 数值 解 一 一 B-v 色散 曲线 
记 F 为 齐 次 方程 组 (30)~(41) 的 12 x 12 阶 系数 矩阵 行列 式 , 则 色散 方程 为 


= |12 x 12| = 0 (42) 


12 x 12 ПАЖ 144 知 降 元素 , 但 其 中 有 60 个 是 零 元 素 ; 此 系数 矩阵 的 
具体 表示 式 见 下 页 (44) 式 ， 将 矩阵 行列 式 Р EF, 可知 它 是 m(Bessel 函数 的 
阶 )、 NN, NZ 和 na (Z 芯 和 各 层 的 折射 率 )、 01,02 和 as( 纤 蕊 和 包 层 的 几何 参数 )、 
归 一 化 传播 常数 5 = B/ko( 及 已 知 vi) 的 复杂 函数 . 故 色散 方程 亦 可 表 为 
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F = f(m,ai,aə2,as,na, n2, n3, n4, B, Ко) =0 (43) 


可児 同 轴 光 纤 的 色散 方程 实质 上 是 以 ni1,n,ns,na、a1, az, as 和 m HBR, 联系 
ko 与 归 一 化 传播 常数 6 的 超越 方程 . 对 于 光纤 的 传输 模 , ko 与 6 必须 满足 此 色散 
方程 , 对 于 给 定 某 一 ko 18, 由 (43) 式 便 可 解 得 相应 的 の) ,Bmn 的 值 ( 存 


在 多 个 解 ) 注意 到 8 = kopiko = “= = 22f Jeane 故 所 求 得 的 Bruns ko), 实际 上 就 


是 (Bmn, f). 因而 , 对 一 系列 的 f 值 , 求解 (43) 式 便 可 求 得 同 轴 光 纤 混 合 模 HE 
的 Bno-f 色散 曲线 ; 一 旦 知道 同 轴 光 纤 在 给 定 的 几何 参数 下 、 其 HE。。 模 的 色散 
曲线 , 便 就 可 确定 光纤 的 仅 传 播 主 模 ( 单 模 ) 的 工作 频率 范围 ; 此 外 , 对 于 给 定 工作 
频率 f, 一 且 解 得 了 Cry W, 回 代 至 齐 次 方程 组 (30)~(41) R, 则 取 某 一 系数 例如 ， 
a = 1. 求解 此 齐 次 方程 组 便 可 求 得 同 轴 光 纤 四 个 区 域 中 该 HE 模 场 表示 式 中 
的 所 有 系数 , 从 而 可 得 知 同 轴 光 波导 中 此 HE 模 的 电磁 场 分 布 (相对 值 ). 因此 ， 
不 同 模 式 的 色散 特性 是 光纤 中 波 传 播 问 题 的 最 重要 研究 内 容 . 

对 于 同 轴 光纤 (类 似 于 双 层 光纤 ), 代替 通常 使用 的 8-f 色散 曲线 , 我 们 将 采用 
具有 一 定 通 用 性 的 B-v 色散 曲线 ; 这 里 , B 为 广义 化 传播 常数 , v 为 广义 化 频率 . 

为 了 便于 比较 、 验 证 方法 的 可 行 性 和 所 编程 序 的 正确 性 , 我 们 采用 F. D. Nunes 
等 作者 的 “Theoretical study of coaxial fibers” 文 中 的 WI. WII. MI 和 MII 四 种 
同 轴 光纤 作为 数值 计算 具体 例子 , 并 使 用 相同 的 广义 化 ( 规 一 化 ) 传播 常数 和 广义 
化 频率 的 定义 . 这 四 种 光纤 的 几何 参数 、 各 层 的 折射 率 , 以 及 使 用 的 B 和 vw 的 定义 
分 别 如 下 : 

几何 参数 : a13 = ал Јаз = 0.072, a23 = az/as = 0.352 


广义 化 传播 常数 B 和 广义 化 频率 v: 
一 2 2 
B= = v = koag / n2 — п (МІ. WII) (45) 
一 2 _ 2 
= : _ ч u = koas /n3 - n3 (MI, MII!) (46) 
FSA, 


WI 型 : ni = 1.4658, nz = 1.4587, na = 1.46, na = 1.44 
WII 型 : mi = 1.4658, ng = 1.44, пз = 1.46,n4 = 1.4587 
MI 型 : т = 1.46, ng = 1.4587, ng = 1.4658, па = 1.44 


MII 型 : ni = 1.46, n2 = 1.44, пз = 1.4658, n4 = 1.4587 
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注意 到 : 当 同 轴 光 纤 中 波 传播 截止 时 , 应 有 62 = weap — 8? — 0 RB = n, 
ЖШ (45) 和 (46) 式 可 知 , 此 时 有 B = 0; 对 于 WI. WIL, MI 和 MII 型 光纤 , B 最 
大 取 值 小 于 1, 故 当 求 色散 方程 数值 解 时 , 若 给 定 В 求 满足 色散 方程 相应 的 v fü 
时 , 则 B 的 取 值 范围 为 0 < B < 1; 另 一 方面 , 当 求 色散 方程 数值 解 时 , FAE v Ж 
满足 色散 方程 相应 的 B 值 时 , 我 们 给 定 > 的 取 值 范围 为 0 < < 20. Ë] k= 2n/A, 
H (45) 和 (46) 式 可 知 有 


v = 2n/n? — п2аз/А = 1,72003/А (WI, WII 型 ) 


和 


v = 2n4/ n2 — n2as/À ғ 0.9054аз/А (МІ. MITIS) 
故 对 于 一 定 的 оз E, 给 定 v 求 色 散 方程 B 的 解 就 相当 于 求 在 给 定 光 波 工作 波长 А 
下 同 轴 光 纤 给 定 模式 的 传播 常数 . 
图 L.2(a) ~ (d) 是 按 所 述 算法 求 得 的 WI 型 同 轴 光 纤 的 HE, (m = 1 ~ 3,n = 


0.6F WI 型 ”HE 


10 
Up Vv 


(с) (d) 
AlL.2 ” 同 轴 光纤 (WI 型 ) 不 同 模式 的 B-v 色散 曲线 
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与 HEms 模 , 以 及 НЕ в 与 НЕ„т(т = 1 ~ 4) 模 的 色散 曲线 之 间 靠 得 很 近 , 并 
且 随 着 m 增 大 而 分 开 逐 渐变 大 ; 将 它们 与 F. D. Nunes 等 作者 给 出 的 色散 曲线 
相 比 , 说 明 LP 近似 法 在 第 一 高 次 模 后 遗漏 了 一 些 模 式 ; 此 时 , 在 严格 解 中 LP 的 
HEm2、HEms 和 HEm 模 色 散曲 线 一 条 分 裂 成 了 两 条 . 对 于 其 它 三 种 同 轴 光 纤 亦 
有 类 似 情况 . 

图 L.3(a) ~ (d) 分 别 是 WI. WII. MI 和 ми 四 种 同 轴 光 纤 前 若干 低 次 模 的 
В-и 色散 曲线 . 对 应 于 曲线 p = 0 时 v 的 值 就 相应 于 该 模 的 广义 化 截止 频率 ; 其 中 
НЕ KAER. 对 于 MI 型 同 轴 光 纤 , 图 3.5(c) 中 还 出 现 有 色散 曲线 相交 的 情形 ， 
这 表明 在 此 交点 工作 频率 处 , 存在 有 模式 简 并 . 


— 
0.14 T = 14658, my = 1.44 

. n= 1.46, ra = 1.4587 
0.12 m= 0.072, ma = 0,352 
0.10 


m 0.08 
0.06 
0.04 
0.02 


0.00 + 1 + + 1 
0 5 10 15 20 


WII 型 


ha n = 1.46, ng = 1.4857 
ng = 1.4658, 04 — 1.44 

33 113 0.072, ay, = 0.352 ay = 1.4587 
соз = 0.352 


(c) MI 型 (d) MII 型 


图 L.3 不 同型 式 同 轴 光 纤 的 B-v 色散 曲线 


注意 到 , 在 同 轴 光 纤 色 散 方 程 的 系数 矩阵 (44) 中 有 两 个 虚线 框 , 其 中 4 x 4 是 
两 层 光纤 的 系数 矩阵; 8 x 8 是 三 层 光纤 的 系数 矩阵 . 一 般 地 , 对 于 M 层 光纤 , 其 系 
数 矩阵 的 阶 为 40M — 1) x 4(M — 1); 每 增加 一 层 , 増加 24 个 非 零 元 素 . 例如 , M — 7 
时 , 系数 矩阵 的 为 24 x 24 阶 行列 式 , 共有 132 个 非 零 元 素 . 鉴于 所 增加 的 非 零 元 素 
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以 及 程序 中 输入 这 些 非 零 元 素 具有 规律 性 可 循 , 因此 , 将 色散 方程 推广 至 多 层 情形 
并 无 困难 , 只 是 需要 求解 更 为 复杂 的 色散 方程 , 但 对 于 主 模 НЕ, 和 第 一 个 高 次 模 
HE2, 数值 计算 表明 М = 10 并 无 甚 困 难 . 因 此, 我 们 可 采用 分 析 多 分 层 介 质 波导 
法 来 逼近 径 向 不 均匀 的 介质 波导 问题 . 

当 采 用 二 分 法 求解 同 轴 光纤 的 色散 方程 F = 0 时 , 由 于 F ЖЕ Ж, 因而， 
在 求解 超越 方程 的 二 分 法 程序 中 为 了 求 得 函数 F 的 值 , 需要 调用 计算 行列 式 值 的 
子 程序 ; 此 外 , 由 于 函数 F 中 含有 Im (x). Ya (z). (ж) 和 Kin(x), 因而 还 需 调 用 
计算 第 一 类 和 第 二 类 Bessel 函数 和 变型 Bessel 函数 的 程序 . 在 二 分 法 中 , 需 细 心 选 
择 合适 的 搜索 步 长 ; 对 于 计算 行列 式 值 和 Bessel 函数 子 程序 则 均 应 采用 双 精 度 计 
算 , 要 求 它们 有 较 好 的 适应 能 力 . 

以 下 给 出 在 求 同 轴 光 纤 色 散 方 程 数 值 解 时 曾 用 到 的 、 计 算 色散 方程 的 F 值 时 
需要 调用 第 一 类 和 第 二 类 Bessel 函数 和 变型 Bessel 函数 的 两 个 主要 子 程序 , 供 有 
兴趣 的 读者 参考 . 

(1) 子 程序 名 : OPJY 

功 用 : 计算 Bessel 函数 J,, (z). Yu, (z) 及 其 导数 
tA: m — Ja) 和 Y4G) 的 阶 
x J, (z) 和 Ya (x) 的 宗 量 
输出 : BJ(k) — Je(a) 
DJ(k) klz) 
BY(k) Yr (z) (Е = 0,1,2,---,n) 
DY() У) 


SUBROUTINE OPJY(N,X,BJ,DJ,BY,DY) 

Purpose: Compute Bessel functions Jn(x), Yn(x) and 
their derivatives 

Input : x --- Argument of Jn(x) and Yn(x) (x >=0 ) 
n --- Order of Jn(x) and Yn(x) 

Output: BJ(n) --- Jn(x) 
DJ(n) --- Jn'(x) 
BY(n) --- Yn(x) 
DY(n) --- Үп’ (x) 
( Note: if x < 10**-8, set x=0 ) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2) 
DIMENSION BJ(0:120),DJ(0:120) ,BY(0:120) ,DY(0:120), 


Q o с с су) с с су с с a 
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20 
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ACA) ,B(4) , A1(4) ,B1 (4) 
PI-3.141592653589793D0 
R2P-.63661977236758D0 
IF (X.GT.1.0) MM=110+INT(X) 

IF (X.LT.1.0.AND.X.GE.1.0D-8) MM=110+15*INT(LOG10(X)) 
IF (X.LT.1.0D-8) THEN 
DO 10 K=0,N+1 
BJ(K)=0.0D0 
DJ(K)=0.0D0 
BY(K)=-1.0D+300 
DY (K)=1.0D+300 
BJ(0)=1.0D0 
DJ(1)=0.5D0 
RETURN 
ENDIF 
IF (X.LT.12.0) THEN 
BS=0.0D0 
SU=0.0D0 
SV-0.0DO 
F2=0.0D0 
Fi=1.0D-100 
DO 15 K-MM,0,-1 
F22.0DO* (K*1.0D0) /X«F1-F2 
IF (K.LE.N+1) BJ(K)=F 
IF (K.EQ.2*INT(K/2).AND.K.NE.0) THEN 
BS=BS+2 .0DO*F 
SU=SU+(-1)**(K/2) *F/K 
ELSE IF (K.GT.1) THEN 
SV=SV+(-1)**(K/2) *K/(K*K-1 .0) *F 
ENDIF 
F2=F1 
Fi=F 
SO=BS+F 
DO 20 K=0,N+1 
BJ(K)=BJ(K)/SO 
EC-DLOG(X/2.0D0)*0.5772156649015329D0 
BYO-R2P* (EC«BJ (0) -4 . ODO*SU/SO) 
BY (0) -BYO 


25 


30 


35 


ШИ 


BY1-R2P*((EC-1.0D0)*BJ(1)-BJ(0)/X-4.0DO*8V/80) 
BY(1)=BY1 


ELSE 


DATA A/-.7031250000000000D-01, . 1121520996093750D+00, 
~.5725014209747314D+00, .6074042001273483D+01/ 
DATA B/ .7324218750000000D-01 - .2271080017089844D+00, 
. 1727727502584457D+01 ,- .2438052969955606D+02/ 
DATA A1/.1171875000000000D+00, - . 1441955566406250D+00, 
.6765925884246826D+00, - . 6883914268109947D+01/ 
DATA B1/-.1025390625000000D+00, .2775764465332031D+00, 
–.1993531733751297р+01, . 2724882731126854D+02/ 
Ti-X-0.25DO*PI 
PO=1.0D0 
Q0--0.125D0/X 
DO 25 K-1,4 
PO=PO+A(K)*X**(-2*K) 
QO=Q0+B (К) *X** (-2*K-1) 
CU=DSQRT (R2P/X) 
BJO=CU* (PO*DCOS (T1) -QO*«DSIN(T1)) 
BYO=CU* (PO*DSIN(T1)+QO*DCOS(T1)) 
BJ(0) =BJO 
BY(0) =BYO 
T2=X-0.75D0#PI 
P1-1.0DO 
Q1-0.375D0/X 
DO 30 K-1,4 
P1=P1+A1 (К) *X** (-2*K) 
01=01+В1 (К) *X** (~2*K-1) 
BJ1-CU* (P1*DCOS (T2) -Q1*DSIN(T2)) 
BY1=CU* (P1*DSIN(T2)4Q1*DCOS (T2)) 
BJ(1)-BJ1 
BY(1)=BY1 
DO 35 K=2,N+1 
BJK=2.0D0*(K-1.0D0) /X«BJ1-BJO 
BJ(K) =BJK 
BJ0=BJ1 
BJ1=BJK 


ENDTF 


40 


45 


50 
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DJ(0)=-BJ(1) 
DO 40 K=1,N+1 
DJ(K)=BJ(K-1)-K/X*BJ(K) 
DQ 45 K=2,N+1 
BYK=2.0D0* (K-1.0D0) *BY1/X-BYO 
BY (K) =BYK 
BYO=BY1 
BY1=BYK 
DY (0)=-BY (1) 
DO 50 K=1,N+1 
DY (K) BY (K-1) -K«BY (К) /X 
RETURN 
END 


(2) 子 程序 名 : OPIK 
功用 : 计算 变型 Bessel 函数 T. (z). K, (z) 及 其 导数 
输入 : т L. (z) 和 Kml) 的 阶 
z Im(x) 和 К, (х) 的 宗 量 
输出 : BI(k) — I,(z) 
DI(k) Ik(z) 
BK(k) Ky (x) (Е =0,1,2,---,n) 
DK(k) K,(z) 
SUBROUTINE OPIK(N,X,BI,DI,BK,DK) 


Purpose: Compute modified Bessel functions In(x) and Kn(x), 


and their derivatives 


Input: x --- Argument of In(x) and Kn(x) 
n --- Order of In(x) and Kn(x) 
Output: BI(n) --- In(x) 
DI(n) --- In’ (x) 
BK(n) --- Kn(x) 
DK(n) --- Ка’ (x) 


( Note: if x < 10**-10, set x=0 ) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н,0-2) 

DIMENSION BI(0:120),DI(0:120) ,BK(0:120) ,DK(0:120) 
PI-3.141592653589793D0 

EL-0.5772156649015329D0 
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IF (X.GT.1.0) MM=110+TNT(X) 
IF (X.LE.1.0.AND.X.GE.1.0D-8) MM=110+15*INT(LOG10(X)) 
IF (X.LT.1.0D-10) THEN 
DO 10 K=0,N+1 
BI(K)-0.0DO 
DI(K)-0.0DO 
BK (K)=1.0D+300 
DK(K)=-1.0D+300 
BI(0)=1.0D0 
DI(1)=0.5D0 
RETURN 
ENDIF 
BS=0.0D0 
SK0-0.0DO 
F0-0.0DO 
F1-1.0D-100 
DO 15 K=MM,0,-1 
F=2.0D0*(K+1.0DO) /X*F1+F0 
IF (K.LE.N+1) BI(K)=F 
IF (K.NE.O.AND.K.EQ.2*INT(K/2)) SK0=SK0+4 .0DO*F/K 
BS=BS+2 .ODO*F 
FO=F1 
F1=F 
SO-DEXP (X) / (BS-F) 
DO 20 K=0,N+1 
BI(K)=SO*BI(K) 
IF (X.LE.8.0D0) THEN 
BK (0)=- (DLOG (0. 5D0*X)+EL) «BI (0) *SO*SKO 
BK(1)- (1.0D0/X-BI(1)*BK(0))/BI(O) 
ELSE 
AO-DSQRT (PI/ (2. 0DOx*X) ) *DEXP (-X) 
K0-16 
IF (X.GE.25.0) KO=10 
IF (X.GE.80.0) K0-8 
IF (X.GE.200.0) K0-6 
DO 30 L-0,1 
BKL-1.0DO 
VT-4 . 0DO*L 


X 
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R=1.0D0 
DO 25 K-1,K0 
R=0.125D0*R* (VT- (2. O#K-1.0) #*2) / (K*X) 
25 BKL=BKL+R 
BK (L) -AO*BKL 
30 CONTINUE 
ENDIF 
GO=BK (0) 
G1=BK (1) 
DO 35 K=2,N+1 
G-2.0DO* (K-1.0D0) /X*G1+G0 
BK(K)=G 
GO=G1 
35 G1=G 
DI(0)=BI (1) 
DK (0) =-BK (1) 
DO 40 K=1,N+1 
DI(K)=BI (K-1)-K/X*BI(K) 
40 DK (K) =-BK (K-1) -K/X*BK (K) 
RETURN 
END 
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x Cos2 | — cos 0 
A 积分 (4.6.16) X: / wor Gee) =; [y + In (2л) 一 Сї(2л)] 的 正明 
0 
及 其 数值 计算 
证 明 w 
x cos? ( Z сов 9 
— 2 
I= f dg (1) 


sin 0 
作 変数 変換 令 и = cos, du = — віп 0d0; sin? @ = 1 — cos?0 = 1 — u?, 并 因 


cos? (5 cos9 ) = 1 + sos (moos?) = tos 于 是 (1) 式 可 化 为 


1 1 
l+cosnu du 1 + cos xu 1 1 
I = —OTIM = 
J, 2 1— u? / 4 (т =z) du (2) 
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对 于 上 式 第 二 项 积分 , FERR, $ u 一 —u, 则 它 可 化 为 第 一 项 积分 , 即 此 两 
项 积分 贡献 相同 , 故 (2) 式 亦 可 表 为 


1 fl 1+ соѕли 
了 一 地 — —d 


再 次 作 变 数 变换 , S v= (1 + u)zx, сово = cos(1 + u)x = — cos nu; du = dv /n, ЖОН 


2x 
I= JI 1 сове, (4) 
0 


vU 


按 余弦 函数 Ci(z) 的 定义 , 有 关系 式 (見 [19] p.645, (17.1.4) 3X): 


Ci(z) = y + In(2m) — / - ==, (5) 


AH, y = 0.5772156-.., 为 Euler 常数 . FÆ. 由 (1) 和 (4) 式 , 可 知 有 


л Cos? (= cos 0) 1 
/ 2 10 = = [y + ln (2л) — Ci(2m)] (4.6.15): HIE. 
0 sin の 2 
上 式 中 的 Ci(z) 可 进行 编程 计算 BS). 因而 可 求 得 积分 7 的 值 ; 而 积分 本 身 亦 可 
采用 数值 积分 法 计算 , 例 见 第 3 章 附 录 J 高 斯 积分 法 ; 这 时 , 仅 需 将 其 中 子 程序 
FUNC(U, F) 中 增加 一 语句 PI = 3.1415926 并 定义 PI 为 双 精 度 , 以 及 将 积分 7 的 
被 积 函数 F 换 成 F = (DCOS(PI/2.0 + DCOS(U)) + *2/DSIN(U) 即 可 ， 
输入 z = 3.1415926, 求 得 的 积分 结果 为 I = 1.2188267---. 


B ERIRE Green 定理 (4.8.42) 和 (4.8.43) 式 的 证 明 
由 (4.8.38) 和 (4.8.39) 5X, 已 知 


Ep = ff liwut (ix Н) + (й х B) x vn BV — (O) 
和 1 
Hp = Lf [we (à x E) + (й x H) x Vo + (ñ: H) Vyas (2) 
式 中 , фу) = ° 
试 证 明 它们 分 别 亦 可 表 为 
Ep - ў (ext — x) dS [(4.8.42) 式 ] 
和 
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WEBB E —jouH = Ç x E t Jm, (1) 式 积分 内 被 积 函数 第 一 项 可 写成 


—jwu (ñ x Н) = ñ x (V x E + Tn)Y 


应 用 矢量 恒等式 : Ç x (uA) -uVx A- Ax Vu K a x bx c= (а: e)b — 


则 上 式 中 


x (V x E) = ñ x [V x (E,&,) + V x (Eyay) + V x (Е,а,)) 
= —ñ x [âs x V E, + dy x VE, + à; x VE] 


= (ù - âs) VE, — (ñ - V Ez) à; 
+ (%. Gy) VE, — (ñ. VEy) ây 
+ (ñ - Gz) VE, — (ñ - VE;) à 


(й. Gz) V E, + (ñ. - Gy) VE, + (ñ. - Gz) VE, 
Е дЕ. а.а OEy а.а Ey, 。 À 
— дъ Ón M Ón 
—(VE,.à;- VE, àj + VE, âz) h 


_ (ЭЕ , 9E, ӘЕ.\ 。 
X дт dy ` Oz 


= (V- E) 


(%. VEz) à; + (ñ. VEy) à, + (à. VE,) à 


_ Esa | ӘБ, Q0E.Q _ дЕ 
B m^ On dn ^* Әп 


以 及 有 场 方 程 : У.Е = = の 于 是 (4) 式 可 化 为 
ñ x (V x E) = (V: の か ーー あー 25 
于 是 (1) 式 右边 第 一 项 (3) 式 可 写成 


: А 1. OF . 
тонах нур = (ра E ea x Ja] 9 


(3) 


(а - b)c, 


(4) 


(5) 


(6) 


再 次 应 用 三 矢量 的 又 积 恒等式 , (1) 式 积分 内 被 积 函数 的 第 二 与 第 三 项 之 和 可 表 为 


(ñ x E) x Vy + (ñ Е) Vb 
ニー (VY E) hk + (Vb - ñ) E + (№. E) Vj 


Y 
-- (eae) as (ба-а) B+ (aw) a 52 
n ðn 
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将 (6) 和 (7) 代入 Q) 式 后 , 便 有 
Er 0}, (8 FZ tax In) vr Mah as (8) 


因 在 曲面 S Е, p = 0, Л = 0, FÆ, 上 式 便 化 为 


_1 др _ дБ 得 1 
Ep = т a c a. =) dS (4.8.42) RHE. 


采用 类 似 步骤 或 应 用 Maxwell 场 方程 E 与 H 的 二 重 性 , 亦 不 难 证 得 (4.8.43) 5k. 
C 电磁 场 的 辐射 条 件 
由 附录 B 中 (1) 和 (2) xx: 


Er = i4] {i (ñ x Н) + (ñ x E) x уф + (ñ: E) V) dS (1) 


Hp = =f eet m+ (ñ x Н) ху + (aH) Vu} as (2) 
式 中 , S = S(R) 为 半径 R — оо 的 球面 : 其 法 向 单位 矢量 AR -ân p= ejkr 
对 于 Ep, 由 (1) 式 可 得 


1 1 
Ер = pe ing lios (âr x Н) 一 c + к) Ë x (à, x E) 


—jkR 
- (à, - E)à,| ° Б jas 


1 . . А € E) ekR 
= Jn df. lion Ë x H4 "P " a} EL (3) 
由 于 场 源 的 功率 是 有 限 的 , 电磁 场 的 自然 边界 条 件 是 : 当 R оо IN, 电磁 场 
必须 为 零 . 元 面积 ds 与 R 成 正比 , 故 应 有 


Jim RE = 有 限 什 (4) 


lim nla x re ек) =0 (5) 
Roo ш 


第 一 个 条 件 (4) 表示 当场 点 P 距 场 源 很 远 时 , 场 E BÉ r 的 增加 而 减 小 只 少 应 具有 
Ro) 的 量 级 , 当 R оо 时 , E 一 0; 第 二 个 条 件 (5) 则 表示 当 R — оо 时 , 球面 波 
具有 类 似 平面 波 的 性 质 : E. H 和 波 传播 方向 à. 三 者 相互 垂直 , B E 5 H ZE 
等 于 媒质 的 波 阻 抗 . 

类 似 地 , 对 于 Ap, 当 Roo FF, 我 们 应 有 


т ・ 


和 


Jim RH = 有 限 值 (6) 


dim R| (а,в) -н) =o (7) 


(4)~(7) 式 称 为 电磁 场 的 辐射 条 件 , 它们 是 由 于 场 源 辐射 功率 为 有 限时 的 自然 边界 
条 件 . 
于 是 , 将 辐射 条 件 代 入 (1) 和 (2) 式 便 得 到 


和 


1 : ^ А 
jim а Ep jim |: oey II (ñ x H) + (ñ x E) (8) 
хур + (ñ - E) V め 1d9 = 0 
和 


lim Hp = lim 一 (we (A x E) + (ñ x H) x Vy + (ñ - Н) Vi)dS = 0 
Roo 五 一 oo АЛ S(R) 
(9) 


D 标量 Green 定理 和 Kirchhoff 公式 的 推导 


设 ó 78 o 为 两 个 标量 函数 , 在 由 曲面 S 所 包围 的 体积 V 内 其 一 阶 和 二 阶 导 
由 矢量 恒等式 : У. (фуу) = ур. Vó + фу. Vy 两 边 取 体积 分 后 , 有 


ガル everev-vpw= [ff v (уф 


应 用 高 斯 定理 , 上 式 可 表 为 
J (Vv: Vé + eV -Vy)dv = -f QV - ñd S 
Vv 


--ф 65 02945 (1) 


Af, ñ 为 曲面 S 的 内 指法 向 单位 矢量 . 
对 (1) XX, CRY 与 $ 后 ,有 


/ [Vy уф + 0V2g] ッ ーー の v5 T (2) 


H (1) RE (2) XX, 可 得 


2 _ Ow の の 
ル ん eye -wd = -ff (655 – 000 )а (3) 
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(3) 式 称 为 标量 格林 定理 (Green Theorem). 
Xiz o M y 均 满足 标量 Helmholtz 方程 : 


Vórck$9-0 和 Vy+tky=0 (4) 
TAF, k? = wep. 将 (4) 代入 (3) R, 则 有 
Ow の み 
f. (° Ən, 95 Jas =0 (5) 


% р = V 内 的 一 个 标量 函数 , 例如 , E Е 
的 某 一 分 量 ; r Do BI КЖ НУ PÄ ARRIR 的 距离 , 如 图 D.1 所 示 . SE 
Ж, 函数 y YE V. ABR P 点 外 是 连续 的 ; 现 绕 P 点 作 半径 为 ro 的 小 球面 x, HES 
ro 一 0, 使 在 曲面 S = 93+ 卫 包围 的 体积 w =V -Vs 内 満足 (4) 式 対 y 的 连续 
性 要求 . 故 对 所 给 函数 y, 而 有 


дф дф 
Bons (° дп ZI -0 (6) 


ПАСЕ 09° Jas = f. (° oo 059 Jas (7) 


图 D.1 Kirchhoff 公式 的 推导 


—jkr _ 
рр 7 m Lov СОЕ ) 式 右端 则 有 
r Әп Әт т 


T 
= —4nr? { Ë Є +) + x * 7 ) (8) 


当 ro > 0 小 球面 ヶ 缩 成 一 点 时 , eir = 1, 9 = S+ F 8, ó = Фр, 而 
09 /0n 为 有 限 值 ,于 是 有 


f. ce -y4 56 Jas = —4лфь (9) 
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将 % RAER, 最 后 我 们 就 得 到 


1 の fe —ikr er Әф 
др = E С ( r ) r x ds (10) 


(10) 式 即 Huygens-Fresnel 原理 的 数学 表达 式 , 亦 称 Kirchhoff 公式 . 
E WAKRA (4.9.12) 


Ep =~ ma f. V (+ Hr)dl+ 2. sf. V (f x E)dl+— AG A y x.) ds 


(4.9.12) 


正明 由 HM 己 知 有 


Ep-- 


ips た V (+ - Hr)dl 


+ [зоа m + [й x B| x ve + (a E) Vujas (1) 


K H = E 于 是 (1) 式 可 化 为 


Ep =- た Vy (* - Hr)dl 


uc 
+ J| n Eel x El хура (а.в) vujas (2) 
应 用 矢量 恒等式 : V(a-b) = (a- V)b-- (b. V)a--ax Vxb4bx V xa, Ж 
У(Е.ћ) =(E.V)ñ+(ñ-V)E+ Ex V xñ +ñxWV xE (3) 


A 多 = â, NRE, (E.V)ñ = Ex V xñ =0 WIB V(E-&) =n-VE+nx 
V x E, 即 有 


дЕ 


x (V x Е) = У(Е.п) - (ñ: V) B= У(Е.) – 2 (4) 
< д 
(AX E) x VY = (ñ: VY) E- (E: Vy) = LE- (E.V) (5) 


将 (4) 和 (5) 代入 (2) 式 中 的 第 二 个 积分 , 则 有 


Ep-- 


ў Vv (4 - H r)dl 
ГА 


Anjwe 
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val [V V (E - ù) — (E - V) ñ + (ñ. E) V+p]dS 


«i JL (ette : 


"A V(óv) = ф70 + vVó, MA VW (E - À) = (E-&) Vo + 
YV (Е.т), D (6) 式 可 化 为 


= ux f. Vo (P Hr)dl + г. zS (V [v (E.R)] - (E- Vu) ñ)dS 


+E Jh (eE) " 


此 外 ， "e (7) 式 的 第 二 项 积分 , 我 们 可 以 证 明 有 : 
a| OVEA- (g. venas id ec ma (8) 


为 此 , 考虑 位 于 т-у 平面 上 的 一 个 小 矩形 ABCD 围 线 的 边界 与 > 和 y 轴 平 行 , 其 
面积 为 a, ñ = à, 为 平面 a 的 法 向 单位 矢量 , 如 图 E.1 所 示 . 


Ep = – 


[0] T z+dz 


图 ЕІ 回 线 积分 的 计算 


现 计算 积分 : 


j Vt x Edi = ў br x Edl (9) 
Г. AB+BC+CD4DA 


这 里 , Г, 为 矩形 ABCD 的 围 线 ; + 为 沿 围 线 的 单位 矢量 , 它 与 ñ = à, 成 右手 螺旋 
关系 . (9) 式 展开 后 , 可 得 


$ vT x Edi = / V (-à,E, + @,E,) dz + f V (G4E, — Gs Ez) dy 
Ta AB BC 


х Í V (âE: — à, Ej) da. f V(-à,E,-à,E,)dy (10) 
CD DA 


ФЕ ABCD 的 边 长 4B = DC = Az > dz; AD = BC = Ay > dy FERD, 
则 有 


8 Ə 
WEzop = (E) ав + ay (9 E) dy; (WEy)op = (VE) ав + ay (YE) dy; 
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(фЕ„)во = (YE) pa + 2 (9E) dz; (ФЕ»)вс = (VEz)pa + 2 (YEs) dx 
于 是 , (10) 式 可 化 为 


| . 8 . 8 . 8 . 8 
ў wt x wat = [as (VE) + ay gy VE — де (WE) -åa (ев, dady 


对 于 任意 周 线 为 Га 的 平面 A, 可 将 它 剖 分 成 无 限 多 个 小 的 矩形 面积 之 和 . 由 
于 两 个 相 邻 小 面积 的 公有 周 线 上 的 积分 相互 抵消 , 因而 , 我 们 有 


f. wt pa = [f | (WEL) + dy > (WE) de эв ФБ) — à, (WE) as 

(11) 
AA, Al ñ = å, VW (E: ñ) = V(9E,) (E: Ve) = V- (QE) — 9 V- E, 和 
V.E-0,8 


VE. Nn)] = бє (VE) +a, > (WE) + 4,2 „ VE) 


(B. v) = BR = | WE.) + (P) + 2 WEL 
于 是 有 | 


Vib (EA (BV å =a, 2 = WE.) + (VE) -âz $ (VEz) -â Z (B) 
(12) 

注意 到 , (13) 式 右边 即 (12) 式 中 的 面积 分 被 积 函数 于 是 有 
af. vex E)at- = // WEA- (Е.т) аја (13) 


这 样 就 证 明了 (8) X. 于 是 , H (7) 式 我 们 便 得 到 


Ер= – た Vu (+ - H r) LERTA V (7 x E)dl А 


ia 
+ 去 |/ c Ón ^ d 2 Jas (4.9.12) 式 得 证 . 
F 证 明 (4.9.18) 3X VL = |V L| š = - 
一 般 地 , 口径 A 上 的 标量 场 可 表 为 


= A(z, y, z)e n а) 
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RE, u 代表 电磁 场 的 某 一 分 量 , 故 有 


E = A(z, У, гђе ikoL (sy) (2) 
由 于 Е 满足 电场 Helmholtz WH: 
V2E+k2E = 0 (3) 
于 是 
E= E= - (VV. E-VxVxE) 
AAA V.D = V : E = 0, UA 


E= =V xV x E (4) 
将 (2) RAER, 应 用 矢量 恒等式 : V x (фа) = Vé x a + óV x a, 可 得 
E= av x V x (Ae iP) 
1 
(ki 
因 V (e3*oP) = —ikge Fo, VL, 而 有 


V x (Veikot x A) = —jkoV x [e^ (VL x A)] 
= —jkoV (67290) x (VL x A) — jkoe #20 x (VL x A) 
= (—jko)? eV VL x (VL x A) — jkoe iP x (VL x A) 
(6) 


У x (Vect x А) + av x (e Io y x A) (5) 


V х (eo, v x A) = V (eh) x (V x A) te ROLY x (V x A) 
= —jkoe JP vr x (V x A)+e Sl x Vx A (7) 


将 (6). (7) 和 (2) 代入 (5) 式 , 井 因 k/ko = Ven / ono = n, n 为 媒质 є, ш 的 折 
射 率 , 约 去 等 号 两 边 的 e-ikoz 后 , 可 得 


1 ‚1 1 
А = pa VEX(VL x А) お [V x (VL x A) - VL x (V x A) +g хухА 
ЭА Ao — 0, ko = 2x /Ào 一 oo, FRA 
1 
А = --3VLx(VLx A) (8) 


应 用 矢量 恒等式 : сх (a x b) = (c: b)a — (с. a)b, 则 上 式 亦 可 表 为 


A= 5 (A-VL)VL-(VL-VL) A (9) 
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由 于 VL 的 方向 代表 射线 的 方向 , CS L(x,y,z) = 常数 的 等 相 面 垂 直 , 而 电 
场 五 位 于 等 相 面 内 , 即 E 与 VL 垂直 , 即 有 A-VL = 0, 故 (9) 式 可 化 为 


1 
A= = (VL.VL)A 
此 即 , 在 Ao > 0 几何 光学 条 件 下 , 有 
УД? =п2 而  VL-nà- E; (10) 
ko 


G Cassegrain 天 线 的 几何 参量 及 参量 间 关 系 的 证 明 与 等 效 抛物 面 及 其 焦距 的 确 


= 


ХЕ 
参见 图 G.1, Cassegrain 天 线 共 有 7 个 几何 参量 , 它们 是 : 


(b) 双 曲 面 
图 G.1 Cassegrain 天 线 系 统 的 几何 关系 示意 图 


fm 一 一 主 抛物 面 的 焦距 , 它 是 主 抛物 面 顶点 与 双 曲面 的 虚 焦点 之 间 的 距离 . 
D— 主 抛物 面 口径 的 直径 . 
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太一 一 双 曲 面 的 实 焦点 F 与 虚 焦 点 之 间 的 距离 . 
用 一 一 双 曲 面 的 顶点 与 与 虚 焦 点 F 之 间 的 距离 . 


Wo 一 一 双 曲 面 口径 口径 相对 于 实 焦点 FP" 的 半 张 角 . 
以 上 7 个 参量 满足 如 下 三 个 关系 式 : 


(1) 


1 1 2f. 
= 2 
ап о tang а (2) 


和 sin( の 9 一 の /2 2L, 


зіп (0+0) /2 f. (3) 
因此 , 为 了 完整 地 描述 整个 天 线 系 统 , 只 须 给 出 7 个 参量 中 的 4 个 即 可 . 通常 , 参量 
D, fm, た 和 wo 由 天 线 的 性 能 要 求 和 空间 限制 确定 , 然后 再 由 (1)~(3) 式 求 得 6o, 
d ЖП Ly. 

1. Cassegrain 天 线 的 几何 参量 间 关 系 的 证 明 

参见 图 G.1(a), 由 抛物 面 几何 性 质 : ЕР+РР'=ОЕ+ОО' 和 ОО — PP! = 
OF — FPcos0, RANA FP = 2ОЕ – ЕРсоз0. A FP = r 和 OF = fm, RUS 
对 于 口径 边缘 射线 , > = ro, 9 = 09, 此 时 便 有 


2 fm 
1 + cos 0o 


= Deo 


To = 


(4) 


由 图 G.1(a), sin 9。 = = 或 ro = ,并 因 有 三 角 函 数 关 系 式 : 1 + cosb = 


E 


midi 于 是 (A) дизел. sei =э„“Ч®/®) 由 此 可 得 п) R: 
tan 2 1D 
2 4 fm 
对 于 (2) 式 的 证 明 , 参见 图 G.1(a) 有 
tan wo = たこ の 和 tan go = 2. 
由 此 两 式 得 倒数 相 加 , 便 可 得 (2) R: 
1 1 — Zf.—-t) 2t 2f. 


tan wo + tan d q d 
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对 于 (3) 式 的 证 明 , 参见 图 G.1(b), 我 们 有 


五 ' = у coty; ВЕ = у cot 0 


而 
fe = ЕВ + BF = у (coty + cot 0) (5) 


X. Tj = ダー 和 T2 = ダー 由 双 曲 线 的 性 质 : Tj 一 72 = 2a， 于 是 有 
sin め sin 0 


; 1 1 _ = 1 sin Ө sin め 
y (ais - =) = 2a m У = а siny 
将 此 y 代入 (5) R, EA 
_ sin Ө sin め 
Р = 2а — sind (cot: + cot 0) 


由 此 可 得 sin cos + cos Ө sin め _ да O +) 


sin Ө — sin y sin Ө — віп 


(6) 


按 离心 率 定义 , 我 们 有 


OOF fe sin(@+¥) n 
С О"А 2a  sinÜ—sinw ( 


应 用 三 角 函 数 关 系 式 : sina = 2sin 了 cos 5 All sin a—sin 8 = 2 cos = ы 8 sin = N B 
Д (7) 式 亦 可 化 为 : 


E 


_ Sin (0 +4) /2 
°  sin(0 — 4) /2 (8) 
2 方面 | 1 4, の 4  O"F-0'A _ 2L, 。 
e OFF OF Rf (9) 


TÆ, H (8) 和 (9) 式 便 可 证 得 (3) 3X: 
| Sin(0—9)/2 2L, 
sin(O+~w)/2 fe 
当 ゅ = po 时 , 0 = 09, 此 时 即 有 
_ sin (8 — Vo) /2 _ 2L, 
sin (бо +%0)/2 . f. 
在 直角 坐标 系 中 , 坐标 原点 O 位 于 抛物 面 顶 点 时 的 抛物 面 方程 是 
22 +y? = Ајыг (11) 


而 在 直角 坐标 系 中 , 坐标 原点 取 在 双 曲 面 的 顶点 4 时 的 双 曲 面 方程 是 


(z-a? z+ 
a2 b2 


(10) 


=1; b =a? (82 — 1) (12) 
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2. Cassegrain 天 线 的 等 效 抛物 面 及 其 焦距 feg 的 确定 
参见 图 4.11.9, 有 
у = тзіп б 和 y =r siny (13) 


按 作为 等 效 抛物 面 的 条 件 , y =y, 于 是 得 


; sin 


r= "ang (14) 
抛物 面 的 方程 是 : zf 
"= T+ cosd (03) 
将 (15) 代入 (14) RB BENT 
= 1 + cosÓ sin め 
1 + cos 0 0 . . Q a 
因 — cos2 5 和 sina = 2sin = cos PE 于 是 便 有 
, fm sin $ cos 5 fm tan 
7 cos? 5 sin š cos š 7 cos? ы tan š 
_ 2/м ап (0/2) 
~ 1+cosy tan (v /2) (16) 
_ tan (6/2) 
M= tan (Bb /2)' 则 (16) 式 可 写成 
‚_ 2(Mfm) 
"T+ cos 4) Q7) 
从 (17) 式 可 见 , 等 效 曲 面 为 一 抛物 面 , 称 为 等 效 抛物 面 , 其 等 效 焦距 fg 为 
ter = M fm = Un fm (18) 
这 里 , M > 1 称 为 Cassegrain 天 线 系统 的 放大 率 . 可 以 证 明 : 
E 十 1 L. ww 
M-— = LU 常数 (19) 


оН, 为 实际 馈 源 ( 实 焦点 F^) 距 双 曲面 顶点 4 的 距离 ; 而 L, 为 虚 馈 源 ( 虚 焦 
点 F) 距 双 曲面 顶点 4 的 距离 . 


de . tan(0/2)  sin(0/2)cos(v /2) NH — ¿a S 
事实 上 , M = tan ( /2) 一 sin (y /2) cos (0 /2)’ 应 用 三 角 函 数 积 化 和 差 公 式 而 


_ sin (0 + v) /2 + віп (0 — v) /2 
sin (0 + 4) /2 — sin (0 — у) /2 


有 


(20) 
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另 一 方面 , 由 (8) 式 可 得 


ic sin (0 + v) /2 + sin (8 — у) /2. j- sin (0 + V) /2 — sin (0 — y) /2 
ers sin (0 — V) /2 jt i sin (0 — y) /2 
于 是 , (20) 式 亦 可 表 为 : 
M= & +1 (21) 
= — 1 
又 由 (7) 式 和 图 G.1(b), RITA 
j OF |, О"К+О”А _О"”Е+АО" _ 1, 
6*7 0a 57 の 4 OTA OWA 
ュー の PP , О"Е- AO" _ L 
E = О” A m О” А ーー OZ А 
WR +1 L 
E r 
を 一 1 = L, (22) 
因 此 , 等 效 抛物 面 的 焦距 foe 为 
fet = M fim 
其 中 , м = ST = Z = 常数 , (19) RERE. 
示 re 、 
Н 积分 表示 式 (4.13.18): HP (az) = rJ. === d 的 证 明 
证 明 ”已 知 变型 Bessel 函数 K,(z) 与 Hankel 函数 有 如 下 关系 107. 
K, (z) = ne PHY) (ге-#Ч) — (—m/2 < argz < n) (1) 
4 х 一 jz, 得 K,(jz) = me bes HP) (2); BR и = 0,z 一 az, (FA 
Koljaz) = - Ta? (az) 
此 即 有 | 
Hy” (az) = £2Ko(jaz) (2) 


另 一 方面 , K, (xz) 有 积分 表示 式 : 
K,(zz) = + 1/2)02)" E cos(zt) 


лі/2 ту #2 + 22) と 1/ 2 


dt 


(Re v > —1 /2 , ァ > 0, |arg z| < 1/2) (3) 
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XF o= 0, z — o, WA 


° cos(ot) 
= dt 
Ko(az) / (12 + z2)1/2 


1 со eot oo e iat 
= t ——dt 
Lent y 


2 
1 oo gjet 一 co gjet 
_ 1 — ° u 一 =” dt 4 
JN e) 
1 Too got 
Ko(az) = |. (8 y dt (5) 


作 変 換 , S u = VP 22, du = EI att Ми? — 22, 则 上 式 变 为 


此 即 有 


1 /+oo gave 


4 z = jz, 并 将 积分 变量 u 一 t, BA 
1 +90 dev rz 
Ko(jaz) = 23]. == == qu (7) 
将 (7) 代入 (2) 3X, 这 就 得 到 
HP (az) = 4 n at (4.13.18) 式 得 证 . 


T J- 


(4.13.18) 式 左边 可 应 用 现成 的 Hankel 函数 程序 计算 , 而 右边 积分 可 采用 数值 积分 
法 计算 , 故 积分 表示 式 的 正确 性 可 应 用 数值 方法 (给 定 某 (a, z) 值 ) 进行 验证 . 


附 ox T 
柱 散 射 雷达 散射 宽度 (CSW) 的 程序 计算 


在 本 章 5.3~5.10 节 中 , 已 论述 了 正 向 入 射 平面 波 的 无 限 长 理想 导电 圆柱 、 介 
质 圆柱 、 介 质数 层 理想 导体 圆柱 , 以 及 多 层 介质 和 介质 数 层 导体 圆柱 的 散射 ， 无论 
TM, 入 射 极 化 波 或 TE, 入 射 极 化 波 , 其 双 站 散射 宽度 oop 均 可 按 如 下 公式 计算 : 
2 


2 
02D (Bistatic) = 20 


(1) 


ос 
> EnSn COS NY 
n=0 
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1 n=0 


sen =| 2 カテ 0 
单 站 散射 宽度 oop (Monostatic) 是 双 站 oap(Bistatic) 当 ゥ =180" 时 的 值 , 故 


oo 2 
Y e CIUS, 
n=0 


gzp 的 单位 为 m 或 cm( 米 或 厘米 ); cap 的 dB, (Д) 数 定义 为 


2 (2) 


oo2D(Monostatic) = 


gsp(dB 或 dB) = 101go2p (m 或 cm) (3) 


对 不 同 圆柱 结构 和 极 化 情形 , (1) 和 (2) 式 中 散射 系数 з, 分 别 由 下 列 公 式 给 


出 : 

理想 导体 圆柱 : TM, 波 (5.3.14) 式 
TE, 波 (5.4.14) 式 

介质 圆柱 : TM, 波 (5.5.23) 式 
TE, 波 (5.6.23) 式 

介质 散 层 导体 圆柱 : TM, iX (5.7.22) 式 
TE, iX (5.8.22) sÉ 

SET RAAB SABE: TM, ў (5.9.40) 式 
TE, ix (5.10.40) 式 


将 给 出 的 是 用 Fortran 语言 编写 的 计算 圆柱 散射 的 散射 宽度 oop 计算 程序 , 计 有 : 

1) 无 限 长 理想 导体 圆柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 oop 计算 程序 . 

2) 无 限 长 介质 圆柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 сор 计算 程序 . 

3) 无 限 长 介质 甫 层 理想 导体 圆柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 сор 计算 
程序 . 

4) 多 层 介 质 圆 柱 和 多 层 介质 甫 层 导 体 圆柱 的 Bistatic 散射 宽度 oop 计算 程序 . 

为 方便 使 用 , 程序 中 Monostatic 与 Bistatic 采用 代码 KS 区 分 ; TM, 与 TE, 
波 采用 代码 KP 区 分 ; 并 附 有 输入 与 输出 变量 说 明和 范例 . 

程序 1~3 分 别 是 计算 导体 圆柱 、 介质 圆柱 , 和 介质 甫 层 导 体 圆柱 散射 的 Mono- 
static 和 Bistatic 散射 宽度 сор 专用 程序 ; 而 程序 4 则 是 计算 多 层 介质 圆柱 和 多 层 
介质 甫 层 导体 圆柱 (包括 前 三 种 情形 ) 的 散射 宽度 oop 的 通用 程序 . 

程序 和 范例 说 明 如 下 : 


1 无 限 长 理想 导体 圆柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 oop 计算 程序 
子 程序 名 : CMCYSW 


ооо о a 
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CMCYSW(KS,KP,LAMBDA,AMAX,AMIN,DA,R,A,DPHLPO,SL) 
(a) CMCYSW 子 程序 使 用 说 明 
HHA: 计算 导体 圆柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 oop 


输入 : KS 
KP 


KS=1 相应 Monostatic; KS=2 相应 Bistatic 
KP=1 相应 TM W; KP=2 相应 TE, W 


Lambda 工作 波长 Ag 


KS=1 


Amin 


Amax 


DA 
R(i) 


Monostatic 情形 : 


导体 圆柱 半径 4 的 最 小 值 (单位 同 Lambda) 
导体 圆柱 半径 4 的 最 大 值 

导体 圆柱 半径 4 増量 (БК) 

导体 圆柱 外 径 /X0,R(i)= А / Ao = (amin +i*DA) /Xo 


ーー ーー . u атах — Gmin 
i=0,1,---,MI MI mr( A 


KS=2 Bistatic 情形 : 


A 
Dphi 
PO(i) 


导体 圆柱 半径 (单位 同 Lambda) 

角 步 长 ,iy( 取 1° BE 20.57; фањ —07 Pmax = 180°) 
方位 和 角 yp(i); POG) = і* Оры 

t= 0,1,---,N; N = 180/Dphi 


输出 : KS=1 Monostatic 情形 : 


SL(i)~R(i) 


KS=2 Bistatic 情形 : 


SL(i)~PO(i) 


散射 宽度 oop ~ 柱 体 半径 a 的 关系 


散射 宽度 cap~ 方 位 角 pli) 的 关系 
调用 子 程序 : CJYH2N: 计算 复 宗 量 Bessel 函数 Jn(z), Y, (z) 和 第 二 类 Hankel 


函数 HO (2) 及 其 导数 的 程序 

BJNMM: 计算 对 于 给 定 z УИ n 来 用 逆 推 法 求 Jn(z) 的 最 大 
起 始 阶 M, 和 不 致 出 现 洲 出 所 可 能 计算 的 ”的 最 大 阶 
NM 


(b) 理想 导体 圆柱 散射 的 Fortran 源 程 序 


SUBROUTINE CMCYSW(KS,KP,LAMBDA,AMAX,AMIN,DA,R,A,DPHI,PO,SL) 


Purpose: 


Input : 


This subroutine computes monostatic and bistatic SW 
by an infinite conductiong circular cylinder for TMz 
and TEz polarization wave cases 


KS --- KS=1 for monostatic, KS=2 for bistatic 
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KP --- KP=1 for TMz wave, KP=2 for TEz wave 
Lambda --- wavelength, eg. Lambda=1.0 (unit Value) 
a --- Radius of the conducting cylinder(0.0001 to 1.6) 
amin --- Minimum a 
amax --- Maximum a 
DA --- Step a, delta a 
R(i) --- a(i)/lambda, i-1,2,...,N 
PO(i) --- phi(i), i-0,1,2,... ,N 
Dphi --- Step phi, delta phi 


Output: SW/Lambda - a/lambda  (KS-1) 
or SW/Lambda - azimuth phi  (KS-2) 


Routine called: CJYH2N for computing Jn(z), Yn(z) and Hn(2)(z), 


and their derivatives 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-H,P-S) 
IMPLICIT COMPLEX *16 (C,Z) 
REAL*8 LAMBDA 


DIMENSION CBJ(0:200),CBY(0:200),CDJ(0:200) ,CDY(0:200) ,R(0:200), 
CBH(0:200) ,CDH(0: 200) ,CSN(0:200) ,РО(0:360) ,SL(0:360) 


PI-3.141592653589793D0 
RD-0.017453292519943D0 
N-200 
IF (KS.EQ.1) THEN 
MT=TNT((AMAX-AMTN+0 .001)/DA)+1 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
MI=INT((180.0+0.001) /DPHT) 
ZOA-2.0DO*PI*A/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZOA,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH,CDH) 
ENDIF 
DO 30 I-0,MI 
IF (KS.EQ.1) THEN 
A-DA*I 
IF (I.EQ.0) A-0.0001D0 
R(I)-A 
ZOA-2.0DO*PI*A/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZO0A,NM,CBJ,CDJ, CBY, CDY, CBH, CDH) 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
PHI-I*DPHI*RD 
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30 
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PO(I)=I*DPHI 
ENDIF 
CTEO=(0.0D0,0.0D0) 
CSGA=(0.0D0,0.0D0) 
DO 10 K=0,NM 
EPN=2.0D0 
IF (K.EQ.0) EPN=1.0D0 
IF (KP.EQ.1) CSN(K)=-CBJ(K) /CBH(K) 
IF (KP.EQ.2) CSN(K)=-CDJ(K) /CDH(K) 
IF (KS.EQ.1) CSGA-CSGA*(-1)**K*EPN*CSN(K) 
IF (KS.EQ.2) CSGA=CSGA+EPN*CSN (К) *DCOS (K«PHI) 
IF (CDABS((CSGA-CTEO) /CSGA) .LT.1.0D-10.AND.K.GT.20) 
GO TO 20 
CTEO-CSGA 
CONTINUE 
SL(I)=2.0D0/PI*CDABS (CSGA) **2 
CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE CJYH2N(N,Z,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH, CDH) 


Purpose: Compute Bessel functions Jn(z), Yn(z) & Hn(2)(z), 


their derivatives for a complex argument 


Input : z --- Complex argument of Jn(z) and Yn(z) 
( Set z=0 for |z|«-10.0d-150 ) 
n --- Order of Jn(z) and Yn(z) 
Output: CBJ(n) --- Jn(z) 
CDJ(n) --- Jn'(z) 
CBY(n) --- Yn(z) 
CDY(n) --- Yn'(z) 
CBH(n) --- На(2) (2) 
CDH(n) --- Hn(2)'(z) 
NM --- Highest order computed 


Routine called: BJNMM for computing the starting 


order for backward recurrence 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,E,P,R,Y) 


10 
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IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 


DIMENSION CBJ(0:N),CDJ(0:N) ,CBY(O:N) ,CDY(O:N), 
CBH(0:N) ,CDH(O:N) ,A(4) ,B(4) ,A1(4) ,B1(4) 


CJ=(0.0D0,1.0D0) 

EL=0 .5772156649015329D0 
PI=3 . 141592653589793D0 
R2P=.63661977236758D0 
YO=DABS (DIMAG(Z) ) 
AO=CDABS (2) 


NM-N 


IF (AO.LE.1.0D-60) THEN 


IF 


ELSE IF (A0.GT.1.0D-150) THEN 


(AO.LE.1.0D-150) THEN 
CBJ(0)=1.0D0 
CDJ(0)=0.0D0 
CBJ(1)=0.0D0 
CDJ(1)=0.0DO 
CBY(0)=-1 .0D+300 
CDY(0)=1 .0D+300 
CBY(1)=-1 .0D+300 
CDY(1)=1 .0D+300 


CBJ(0)=1 . 0D0-0 . 25D0*Z**2 
CDJ(0)=-0.5D0*Z 
CBJ(1)=(0.5D0-0.0625D0) *Z 
CDJ(1) =0 .5D0-0 .1875D0*Z**2 


CBY (0) =R2P* (CDLOG (0. 5D0*Z) +EL) *CBJ(0) 
CDY (0) =R2P/Z*CBJ (0) *R2P* (CDLOG (0. 5D0*Z) +EL) *CDJ (0) 


CBY (1) --R2P/Z 
CDY (1) -R2P/Z**2 


ENDIF 
NM=1 


DO 


10 K-0,NM 
CBH(K) -CBJ (K) -CJ«CBY (К) 
CDH(K)=CDJ(K) -CJ*CDY (K) 


RETURN 


ENDIF 


IF (AO.LE.300.DO.0R.N.GT.INT(0.25*A0)) THEN 


CALL BJNMM(AO,N,NM,M) 


. 658 ・ 附 


IF (N.EQ.0) NM=1 
CBS=(0.0D0,0.0D0) 
CSU-(0.0D0,0.0D0) 
CSV- (0.0D0,0.0D0) 
CF2=(0.0D0,0.0D0) 
CF1-(1.0D-100,0.0D0) 
DO 15 K-M,0,-1 
CF-2.0DO* (K+1.0D0) /Z*CF1-CF2 
IF (K.LE.NM) CBJ(K)=CF 
IF (K.EQ.2*INT(K/2).AND.K.NE.O) THEN 
IF (YO.LE.1.0DO) THEN 
CBS=CBS+2 .0DO*CF 
ELSE 
CBS=CBS+(-1)**(K/2)*2.0DO*CF 
ENDIF 
CSU=CSU+ (-1)** (K/2) *CF/K 
ELSE IF (K.GT.1) THEN 
CSV=CSV+ (1) ** (K/2) «K/ (K*K-1. ODO) «CF 
ENDIF 
CF2=CF1 
15 CF1=CF 
IF (YO.LE.1.0DO) THEN 
CS0=CBS+CF 
ELSE 
CS0=(CBS+CF) /CDCOS (Z) 
ENDIF 
DO 20 K-0,NM 
20 CBJ(K)=CBJ(K)/CSO 
CE=CDLOG(Z/2.0D0) +EL 
CBY (0) -R2P* (CE*CBJ (0) -4 . ODO*CSU/CSO) 
CBY (1) «R2P* (-CBJ (0) /Z+(CE-1.0D0) *CBJ (1) -4. ODO*CSV/CSO) 


ELSE 
DATA A/-.7031250000000000D-01,.1121520996093750D*00, 
& -.5725014209747314D-*00,.6074042001273483D*01/ 
DATA B/ .7324218750000000D-01, - . 2271080017089844D+00, 
& .1727727502584457D+01 ,- .2438052969955606D+02/ 


DATA Ai/.1171875000000000D+00, - . 1441955566406250D+00, 
& .6765925884246826D+00 , – . 6883914268109947D+01/ 
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DATA B1/-.1025390625000000D+00, .2775764465332031D+00, 
- .1993531733751297D+01, . 2724882731126854D+02/ 
CT1-Z-0.25DO*PI 
CPO=(1.0D0,0.0D0) 
DO 25 K-1,4 
CPO=CPO+A (К) *Z**(-2*K) 
CQ0--0.125D0/2 
ро 30 K-1,4 
CQO=CQO+B (К) *Z** (-2«K-1) 
CU-CDSQRT (R2P/Z) 
CBJO-CU* (CPO*CDCOS (CT1) -CQO*CDSIN(CT1)) 
CBYO-CU* (CPO*CDSIN (CT1) *CQO*CDCOS (CT1) ) 
CBJ(0)=CBJO 
CBY (0) =CBYO 
CT2=Z-0.75D0*PI 
СР1=(1.000,0.000) 
DO 35 K=1,4 
CP1=CP1+A1 (K) *Z#* (—2*K) 
CQ1=0.375D0/Z 
DO 40 K=1,4 
CQ1=CQ1+B1(K)*Z**(-2*K-1) 
CBJ1=CU* (CP1*CDCOS (CT2) -CQ1*CDSIN(CT2)) 
CBY1=CU*(CP1*CDSIN(CT2)+CQ1*CDCOS(CT2)) 
CBJ(1)-CBJ1 
CBY (1)-CBY1 
DO 45 K-2,NM 
СВЈК=2.000ж (К-1.000) /Z*CBJ1-CBJO 
CBJ(K)=CBJK 
CBJ0=CBJ1 
CBJ1=CBJK 
ENDTF 
CDJ(O)=-CBJ(1) 
DO 50 K=1,NM 
CDJ(K) =CBJ (K-1) -K/Z*CBJ(K) 
IF (CDABS(CBJ(0)).GT.1.0D0) THEN 
CBY (1) - CCBJ (1) *CBY(0)-2.0D0/(PI*Z) ) /CBJ(0) 
ENDIF 
DO 55 K-2,NM 
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IF (CDABS(CBJ(K-1)).GE.CDABS(CBJ(K-2))) THEN 
CYY- (CBJ (K) *CBY (K-1) -2. 0D0/ (PI*Z) ) /CBJ(K-1) 
ELSE 
CYY-(CBJ (К) *CBY (K-2) -4. 0DO* (K-1. ODO) / (РІж2ж2)) /CBJ (K-2) 
ENDIF 
CBY (K) -CYY 
CONTINUE 
CDY (0) 2- CBY (1) 
DO 60 K=1,NM 
CDY (K) =CBY (K-1) -K/Z*CBY (K) 
DO 65 K=0,NM 
CBH (К) =CBJ (K) -CJ*CBY (K) 
CDH(K) =CDJ (K) -CJ*CDY (K) 
RETURN 
END 


SUBROUTINE BJNMM(X,N,NM,M) 


Purpose: For given x and |Jn(x)| >= 10**-200, determine 
the maximum computable order, and the initial 


order for backward recurrence by Curvefitting 


Method 
Input : x --- Argument of Jn(x) ( x<=300 ) 
N --- Order of Jn(x) 
Output: Nm --- Maximum compatable order 
M -—- Initial order for backward recurrence 


DOUBLE PRECISION X 
IF (X.GE.1.0D-60.AND.X.LT.1.0D-2) THEN 
NM-INT(0.6-185.48/DLOG10(X) -150.04/ (DLOG10 QO **2)) 
ELSE IF (X.GE.1.0D-2.AND.X.LT.30.0) THEN 
NM-INT(53.0-*58. T*SQRT (X) -B. 27«X40. 76*X**1. 5) 
ELSE IF (X.GE.30.0) THEN 
NM-250 
ENDIF 
IF (N.LE.NM) NM-N 
IF (X.GE.1.0D-60.AND.X.LT.1.0D-2) THEN 
M=NM+INT (1. 0-25 .659/DLOG10(X) -24 . 272/ (DLOG10 (X) **2) ) 
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ELSE IF (X.GE.1.0D-2.AND.X.LT.30.0) THEN 
M=NM+INT(6.4+2.9*SQRT(X)-O.1*X) 
ELSE IF (X.GE.30.0.AND.X.LE.300.0) THEN 
M=NM+INT (15+0 . 26767*X-0 .002224*X**2+8 . 9E-6*X**3) 
ENDIF 
RETURN 
END 


范例 (1) 计算 理想 导体 圆柱 散射 宽度 TM, 和 TE, 波 的 Bistatic ozD/Xo-p 的 

关系 曲线 . 输入 参 变 量 : 
KS=2, KP=1, 2; а = 0.5Ào,@ = 0° ~ 180°, dy = 1°. 

(2) 计算 理想 导体 圆柱 散射 宽度 TM, 和 TE, 波 的 Monostatic 
02D / ào-a / А 的 关系 曲线 . 输入 参 变量 : 
KS=1, KP=1, 2; 0.01Ao Sa < 1.6Ào,óa = 0.01Ao 和 p = 180°. 

范例 (1) 和 (2) 的 主 程序 MCMCYSW 
PROGRAM MCMCYSW 


Purpose: This mainprogram computes monostatic SW/Lambda - 
a/lambda or bistatic SW/Lambda - azimuth phi by 
an infinite conductiong circular cylinder for TMz 


and TEz polarization wave cases by calling CMCYSW 


Q a с со со а 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-H,P-S) 
IMPLICIT COMPLEX *16 (C,Z) 
REAL*8 LAMBDA 
DIMENSION R(0:200) ,PO(0:360) ,SL(0:360) 
WRITE(*,*)' Please enter code KS and KP’ 
READ (*, *) KS, KP 
LAMBDA=1 . ODO 
IF (KS.EQ.1) THEN 

AMIN=0.01D0 

AMAX=1.6D0 

DA=0.01D0 

MI=INT ( (AMAX-AMIN+0.001)/DA) +1 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 

A=0.5D0 

DPHI-1.0D0 
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MI=INT((180.0+0.001)/DPHI) 
ENDIF 
WRITE(*,*) 
CALL CMCYSW(KS,KP,LAMBDA,AMAX,AMIN,DA,R,A,DPHI,PO,SL) 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,51) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,52) 
IF (KP.EQ.1) WRITE(*,53) 
IF (KP.EQ.2) WRITE(*,54) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,55)A 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,56) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,57) 
WRITE(*,58) 
DO 10 I-0,MI 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,30)R(I),SL(I) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,30)PO(I),10.*dlogiO(SL(I)) 


10 CONTINUE 

30 FORMAT(14X,F7.2,F17.6) 

51 FORMAT(13X,'Monostatic EM Scattering Width’) 

52 FORMAT(13X,’Bistaic EM Scattering Width’) 

53 FORMAT (13X,’Conducting Cylinder(TMz wave) ’) 

54 FORMAT (13X,’Conducting Cylinder(TEz wave) ’) 

55 FORMAT (20X,’a/lambdaO =’ ,F4.2) 

56 FORMAT (16X, ^ a/1ambdaO SW/lambda0’ ) 

57 FORMAT (14X,’Azimuth phi SW/lambda0’ ) 

58 FORMAT (13X , ?---------------------------- ?) 
END 


范例 (1) 计算 结果 分 别 如 图 5.3.2 和 5.4.2 中 的 a = 0.5% 曲线 所 示 ; 范例 (2) 
计算 结果 如 图 5.3.3 所 示 . 


2 无 限 长 介质 圆柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 os 计算 程序 


子 程序 名 : CDCYSW 
CDCYSW(KS,KP,LAMBDA,CEPS,CMU,AMAX,AMIN,DA,R,A,DPHI,P0 
SL,SLDB) 

(a) CDCYSW 子 程序 使 用 说 明 : 

功用 : 计算 介质 圆柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 oop 

输入 : 


, 


KS KS=1 相应 Monostatic; KS=2 相应 Bistatic 


Q сб aaa 


KP KP=1 相应 TM, iX; KP=2 相应 TE, J£ 
Lambda 工作 波长 Ao 

CEPS 复 相对 介 电 常 数 , sr = є/єє,є = є' — je" 
CMU 复 相对 磁 导 率 , и, = u/ uo, n =u — ju" 
KS=1 Monostatic 情形 : 


Amin 介质 圆柱 半径 4 的 最 小 值 (单位 同 Lambda) 

Атах 介质 圆柱 半径 A 的 最 大 值 

DA ”介质 圆柱 半径 4 増量 ( 步 长 ) 

RG) ”介质 圆柱 外 径 /X0,R(i) = A/Óo = (amin + i* DA) /Ao 


. N _ атах 一 Amin 
i=0,1,---,ML MI = INT (nec t ) 
KS=2 Bistatic 情形 : 


A 介质 圆柱 半径 (单位 同 Lambda) 
Dphi ”和 角 步 长 ,gp( 取 1" 或 > 0.5°; pmin = 0°, Pmax = 180°) 
РО) ”方位 角 p(i); PO(i)=i*Dphi 
i=0,1,...,MI; MI = 180/Dphi 
输出 : KS=1 Monostatic 情形 : 
SLG ~ RG) ”散射 宽度 osp- 柱 体 半径 a 的 关系 
KS=2 Bistatic 情形 : 
SLG) РО) ”散射 宽度 ozp ~ 方位 角 o( 人 的 关系 


调用 子 程序 : CJYH2N: 计算 复 宗 量 Bessel 7, (2), 7,(z) 和 第 二 类 
Hankel RAHO (z) 及 其 导数 的 程序 . 


BJNMM: 计算 对 于 给 定 z 与 阶 n 采 用 逆 推 法 求 ./(z) 的 最 
大 起 始 阶 M 和 不 致 出 现 溢 出 所 可 能 计算 的 mm 
的 最 大 阶 NM. 


(b) 介质 圆柱 散射 的 Fortran 源 程序 : 
SUBROUTINE CDCYSW(KS,KP,LAMBDA,CEPS,CMU,AMIN,AMAX,DA,R,A, 
& DPHI,PO,SL,SLDB) 


Purpose: This subroutine computes monostatic and bistatic SW 
by an infinite dielectric circular cylinder for TMz 
and TEz wave 


Input : KS --- KS=1 for monostatic, KS=2 for bistatic 
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KP --- KP=1 for TMz wave, KP=2 for TEz wave 

Lambda --- wavelength, eg. Lambda=1.0 (unit value) 

a --- Radius of the cylinder(0.0001 to 1.6) 

Amin --- Minmum a 

Amax --- Maximum а 

DA --- Step A, delta a 

R(i) --- a(i)/lambdaO, i-1,2,...,MI 

Dphi(i) --- Step phi, delta phi 

PO(i) --- phi(i), i-0,1,...,MI 

ceps --- epsr, permittivity of the dielectric cylinder 
cmu --- mur, permeability of the dielectric cylinder 


( mur = 1.0 ) 
Output: SW/LambdaO & 101ogiO0[SW/LambdaO] - a/lambdaO (KS-1) 
or SW/LambdaO & 101og10[Sw/Lambda0] - Azimuth phi (KS=2) 
Routine called: CJYH2N for computing Jn(z), Yn(z) and Hn(2)(z), 


and their derivatives 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-F,P-S) 
IMPLICIT COMPLEX x16 (C,Z) 
REAL*8 LAMBDA | 
DIMENSION CBJ(0:200),CBY(0:200),CDJ(0:200),CDY(0:200), 
CBH(0:200),CDH(0:200),ZBJA(0:200),ZDJA(0:200), 
ZBYA(0:200) , ZDYA(0:200) ,SL(0: 180) , SLDB(0:200) , 
CSN(0:200) ,R(0: 200) ,PO(0:360) 
CMU=(1.0D0,0.0D0) 
LAMBDA-1.0DO 
PT=3.141592653589793DO 
RD-0.017453292519943D0 
N-200 
IF (KS.EQ.1) THEN 
МІ=ІМТ ( (АМАХ-АМІМ+0.001) /рА)+1 
ELSE 
MI=INT((180.0+0.001)/DPHI) 
CEPS2=CDSQRT (CEPS) 
CMU2=CDSQRT (CMU) 
ZKA=2.0D0*PT*AxCEPS2*CMU2/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZKA,NM,ZBJA , ZDJA , ZBYA , ZDYA , CBH , CDH) 
Z0A=2 .0D0*PT*A/LAMBDA 


10 
20 
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CALL CJYH2N(N,ZOA,NM,CBJ,CDJ, CBY,CDY,CBH, CDH) 
ENDIF 
DO 30 I=0,MI 
IF (KS.EQ.1) THEN 
A=DA*I 
IF (I.EQ.0) A=0.0001D0 
R(I)-A/LAMBDA 
CEPS2=CDSQRT (CEPS) 
CMU2-CDSQRT (CMU) 
ZKA-2.0DO*PI*A*CEPS2*CMU2/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZKA,NM,ZBJA,ZDJA,ZBYA,ZDYA,CBH,CDH) 
Z0A-2.0DO*PI*A/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZOA,NM,CBJ,CDJ, CBY,CDY,CBH, CDH) 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
PHI-I*DPHI*RD 
PO(I)-I*DPHI 
ENDIF 
CTEO=(0.0D0,0.0D0) 
CSGA=(0.0D0,0.0D0) 
DO 10 K-0,NM 
EPN-2.0DO 
IF (K.EQ.0) EPN-1.0DO 
IF (KP.EQ.1) THEN 
CSN (К) =- (CEPS2*ZDJA (K) *CBJ (K) -CMU2*ZBJA (К) «CDJ (K)) / 
& (CEPS2*ZDJA (К) *CBH(K) -CMU2*ZBJA (К) *CDH(K) ) 
ELSE IF (KP.EQ.2) THEN 
CSN (K) =~ (CMU2*ZDJA (K) *CBJ (X) -CEPS2*ZBJA (К) *CDJ(K))/ 
& (CMU2*ZDJA(K) *CBH (K) -CEPS2*ZBJA (К) *CDH(K) ) 
ENDIF 
IF (KS.EQ.1) CSGA=CSGA+(-1 ) **K*EPN*CSN(K) 
IF (KS.EQ.2) CSGA=CSGA+EPN*CSN(K) *DCOS (K*PHI) 
IF (CDABS((CSGA-CTEO) /CSGA) .LT.1.0D-10.AND.K.GT.20) 
& GO TO 20 
CTEO=CSGA 
CONTINUE 
SW=2.0DO*LAMBDA/PT*CDABS (CSGA) **2 
SWDB=10 .0D0*D1og10(SW) 
SL(I)=SW 
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SLDB (I) =SWDB 
CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE CJYH2N(N,Z,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH, CDH) 


Purpose: Compute Bessel functions Jn(z), Yn(z) and Hn (2) (2), 


and their derivatives for a complex argument 


Purpose: For given x and |Jn(x)| >= 10**-200, determine 
the maximum computable order, and the initial 
-order for backward recurrence by Curvefitting 


Method 


(See illustrative example 1 for subroutine BJNMM) 


RETURN 
END 


范例 (3) 计算 介质 圆柱 散射 宽度 TM, 和 TE, 波 的 Bistatic o2p/Ao- 的 关系 


曲线 . 输入 参 变量 : KS=2, KP=1, 2; e, = 3.0—j4.0, = 1.0;a = 0.5Óo. 
Fl e = 0° ~ 180°, dy = 10° 

(4) 计算 介质 圆柱 散射 宽度 TM, # TE。 波 的 Monostatic 02D/Xo-a/Xo 
的 关系 曲线 . 输入 参 变量 ; KS=1, KP=1,2; z, = 3.0 — j4.0, m = 1.0: 


0.01A9 <a < l.6Ào,óa = 0.01ÀAo 和 ip = 180°. 


范例 (3) 和 (4) HERR MCMCYSW 
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PROGRAM MCDCYSW 


Purpose: This mainprogram computes monostatic and bistatic 
SW/LambdaO & 10logi0[SW/Lambda0] - a/lambdaO (KS=1) 
or SW/LambdaO & 101og10[SW/Lambda0] - Observation 
angle phi (KS=2) by an infinite dielectric circular 


cylinder for TMz and TEz wave cases 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-F,P-S) 
IMPLICIT COMPLEX *16 (C,Z) 
REAL*8 LAMBDA 
DIMENSION SL(0:200),SLDB(0:200) ,R(0:200) ,PO(0:360) 
WRITE(*,*)' Please enter code KS and KP’ 
READ (* ,*) KS , KP 
LAMBDA=1 . ODO 
CEPS-(3.0,-4.0) 
CMU=1 .0DO 
IF (KS.EQ.1) THEN 
DA-0.1DO 
AMIN-DA 
AMAX-1.6DO 
МІ=ІМТ ( (АМАХ-АМІМ+О.001) /DA) 41 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
A-0.5DO 
DPHI=10.0D0 
MI=INT((180.0+0.001) /DPHI) 
ENDIF 
WRITE (ж, *) 
CALL CDCYSW(KS,KP,LAMBDA,CEPS , CMU, AMIN, AMAX,DA,R,A,DPHI, 
PO,SL,SLDB) 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,51) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,52) 
IF (KP.EQ.1) WRITE(*,53) 
IF (KP.EQ.2) WRITE(*,54) 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,55)CEPS 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,56)A,CEPS 
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IF (KS.EQ.1) WRITE(*,57) 

IF (KS.EQ.2) WRITE(*,58) 

WRITE(*,59) 

DO 10 I-0,MI 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,20)R(I) ,SL(I) ,SLDB(I) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,20)PO(I),SL(I),SLDB(I) 


10 CONTINUE 

20 FORMAT(10X,F6.2,2Fi7.6) 

51 FORMAT(18X,'Monostatic EM Scattering Width’) 

52 FÜRMAT(18X,'Bistaic EM Scattering Width’) 

53 FÜRMAT(18X,'Dielectric Cylinder(TMz wave)?) 

54 FORMAT(18X,'Dielectric Cylinder(TEz wave)') 

55 FORMAT (21Х,' epsr = (’,F4.2,’,’,F6.2,’)’) 

56 FORMAT (16X, ’a/lambdaO =’,F4.2,’, epsr = (’,F4.2,’,’,F6.2,’)’) 

57 FORMAT (10X, 'a/lambdaO SW/lambda0 SW/lambda0 (db) ') 

58 FORMAT (9X, "angle phi SW/lambdaO SW/lambda0 (db) ’) 

59 FORMAT(8X,'-- ?) 
END 


运行 主 程序 MCDCYSW, 范例 (3) 和 (4) 的 计算 结果 分 别 如 图 5.5.4 和 图 5.5.5 
所 示 . 


3 ”无限 长 介质 敷 层 理 想 导 体 圆 柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 cop 计算 


程序 . 

子 程序 名 : CDCMSW 

CDCMSW(KS, KP, LAMBDA, CEPS, CMU, A, BMIN, BMAX, DB, R, B, 
DPHI, РО, SL, SLDB) 

(a) CDCMSW 子 程序 使 用 说 明 : 

功用 : 计算 介质 表层 理想 导体 圆柱 的 Monostatic 和 Bistatic 散射 宽度 oop 
输入 : 


KS KS=1 相应 Monostatic; KS=2 相应 Bistatic 
KP KP=1 相应 TM;, 波 ; KP=2 相应 TE, 波 


Lambda 工作 波长 Ao 
CEPS RAMEEZ, e = 8/69, € = є' je" 
CMU = 复 相 对 磁 导 率 ,pr = nfuo, n = y! — ju" 
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KS=1 Monostatic 情 形 : 


A 导体 柱 芯 半 径 (単位 同 Lambda) 

Bmin B 介质 甫 层 圆柱 外 径 的 最 小 值 (单位 同 Lambda) 
Bmax B 介质 甫 层 圆 柱 外 径 的 最 大 值 

DB ”介质 表层 圆柱 半径 B 増量 (ЖЄ) 

RG) ”介质 数 层 外 径 /Xo,，R(i) = B/Ao = (bmin + i DB) /А 


. . _ bmax = bmin 
i=0,1,...,MI; MI INT ( 5E ) 
KS=2 Bistatic 情 形 : 


A 导体 柱 芯 半径 (单位 同 Lambda) 

B 介质 敷 层 圆 柱 外 径 (B > A) 

Оры 角 步 长 ,6p( 取 1 或 > 0.55 pmin = 0°, Pmax = 180°) 
POG) Apli); P0(i)=i*6y 


i=0,1,---,MI; MI= 180/5 
输出 : KS=1 Monostatic 情 形 : 


SLG) ~ RG) 散 射 宽度 oop- 敷 层 外 径 b 的 关系 
KS 一 2 Bistatic 情 形 : 
SL(i) ~ P0G) 散 射 宽度 ozp- 方 位 角 w(i) 的 关系 


调用 子 程序 : CJYH2N: 计算 复 宗 量 Bessel MAJ, (2), Y,(z) 和 第 二 类 Hankel 
函数 A(z) 及 其 导数 的 程序 . 


BJNMM: 计算 对 于 给 定 z 与 阶 n 采 用 六 推 法 求 .(z) 的 最 大 起 始 
Br M, 和 不 致 出 现 溢出 所 可 能 计算 的 n 的 最 大 阶 NM. 
(b) 介质 散 层 理想 导体 圆柱 散射 的 Fortran 源 程 序 : 


SUBROUTINE CDCMSW(KS ,KP ,LAMBDA , CEPS ,CMU,A,BMIN,BMAX,DB,R,B, 
& DPHI,PO,SL,SLDB) 

Purpose: This subroutine computes monostatic and bistatic SW 
by an infinite dielectric-coated conducting circular 
cylinder for TMz and TEz wave cases 

Input : KS --- KS-1 for monostatic, KS-2 for bistatic 
KP --- KP-1 for TMz wave, KP-2 for TEz wave 
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C Lambda --- wavelength, eg. Lambda=1.0 (unit Value) 
C a --- Radius of the conducting cylinder (a>0.00001) 
C bmin --- Minimum outer radius of the coated-dielectric 
C cylinder 
C bmax --- Maximum outer radius of the coated-dielectric 
C cylinder 
C ( b > a, b/lambda(eps) <= 1.0) 
C DB --- Step B, delta b 
C R(i) --- b(i)/lambdaO, i-1,2,...,MI 
C Dphi(i) --- Step phi, delta phi 
C PO(i) --- phi(i), і=0,1,...,МІ 
C ceps --- epsr, permittivity of the dielectric cylinder 
C cm --- mur, permeability of the dielectric cylinder 
C C mur = 1.0) 
C Output: SW/LambdaO & 101og10[Sw/Lambda0] - b/lambda(eps) (KS=1) 
C or SW/LambdaO0 & 101og10[Sw/Lambda0] - Azimuth phi (KS=2) 
С Routine called: CJYH2N for computing Jn(z), Yn(z) апа Hn(2)(z), 
C and their derivatives 
C ================================================================ 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-F,P-S) 
IMPLICIT COMPLEX *16 (C,Z) 
REAL*8 LAMBDA 
DIMENSION CBJ(0:150),CBY(0:150),CDJ(0:150) ,CDY(0 : 150) , 
& CBH(0:150),CDH(0:150),ZBJA(0:150),ZDJA(0:150), 
& ZBYA(0:150),ZDYA(0:150),ZBJB(0:150),ZDJB(0:150), 
& ZBYB(0:150),ZDYB(0:150),CSN(0:150),R(0:200), 
& PO(0:360) ,SL(0:360) ,SLDB(0:360) 


PI=3.141592653589793D0 
RD=0.017453292519943D0 
N=150 
CEPS2=CDSQRT (CEPS) 
CMU2=CDSQRT (CMU) 
ZKA=2 .OD0*PI*A*CEPS2+*CMU2/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZKA,NM,ZBJA,ZDJA,ZBYA,ZDYA,CBH,CDH) 
IF (KS.EQ.1) THEN 
MI=INT( (BMAX-BMIN+0.5*DB) /DB) +1 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
ZKB-2.0DO*PI*B*CEPS2*CMU2/LAMBDA 
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CALL CJYH2N(N,ZKB,NM,ZBJB,ZDJB,ZBYB, ZDYB ,CBH , CDH) 
ZOB-2.0DO*PI*B/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZOB,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH,CDH) 
MI=INT((180.0+0.001) /DPHI) 
ENDIF 
DO 30 I=0,MI 
IF (KS.EQ.1) THEN 
B=DB*I 
R(I)=B/LAMBDA 
IF (B.LE.A) GO TO 30 
ZKB-2.0DO*PI*B*CEPS2*CMU2/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZKB,NM,ZBJB,ZDJB,ZBYB,ZDYB, CBH, CDH) 
ZOB-2.0DO*PI*B/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZOB,NM,CBJ,CDJ,CBY, CDY,CBH, CDH) 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
PO(I)-DPHI*I 
PHI-DPHI*I*RD 
ENDIF 
CTMO- (0.0D0,0.0DO) 
CSGA- (0.000,0.000) 
DO 10 K-0,NM 
EPN-2.0DO 
IF (K.EQ.0) EPN=1.0D0 
IF (KP.EQ.1) THEN 
CTMU-CMU2*CDJ (К) ж (ZBJB (К) *ZBYA (К) -ZBJA (K) *ZBYB(K) ) 


& —-CEPS2*CBJ(K)*(ZDJB(K)*ZBYA(K)-ZBJA(K)*ZDYB(K)) 
CTMD=CMU2*CDH(K)*(ZBJB(K)*ZBYA (K)-ZBJA (K)*ZBYB(K)) 
& -CEPS2*CBH(K) * (ZDJB (К) «ZBYA (K)-ZBJA(K)*ZDYB(K)) 


CSN (K) -CTMU/CTMD 
ELSE IF (KP.EQ.2) THEN 
CTEU-CEPS2*CDJ (К) * (ZBJB (К) *ZDYA (К) -ZDJA (К) *ZBYB (K) ) 


& -CMU2*CBJ (K) *(ZDJB(K) *ZDYA (К) -ZDJA (К) *ZDYB(K) ) 
CTED-CEPS2*CDH(K) * (ZBJB(K) *ZDYA (К) -ZDJA (К) *ZBYB (K) ) 
& -CMU2*CBH (K) * (ZDJB(K) *ZDYA (К) -ZDJA (К) «ZDYB (K) ) 
CSN (K) -CTEU/CTED 
ENDIF 


IF (KS.EQ.1) CSGA-CSGA*(-1)**K*EPN*CSN (К) 
IF (KS.EQ.2) CSGA=CSGA+EPN*CSN(K) *«DCOS (K*PHI) 
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IF (CDABS((CSGA-CTMO) /CSGA) .LT.1.0D-10.AND.K.GE.20) 
GD TO 20 
CTMO=CSGA 
CONTINUE 
SW-2.0DO*LAMBDA/PI*CDABS (CSGA) **2 
SWDB=10 . OD0*DL0G10 (SW) 
SL(I)=2.0D0*LAMBDA/PI*CDABS (CSGA) **2 
SLDB(T)=10 . OD0*DLOG10(SL(I)) 
CONTTNUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE CJYH2N (N,Z, NM, CBJ, CDJ, CBY, CDY , CBH, CDH) 


Purpose: Compute Bessel functions Jn(z), Yn(z) and Hn(2) (z), 
and their derivatives for a complex argument 


Purpose: For given x and |Jn(x)| >= 10**-200, determine 
the maximum computable order, and the initial 
order for backward recurrence by Curvefitting 
Method 


(See illustrative example 1 for subroutine BJNMM) 


RETURN 
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END 
范例 (5) WHS REE SON TREE TM, 和 TE, BAY Bistatic czp/2o-g 的 
关系 曲线 . 输入 参 变量 : KS—2, KP=1, 2; e, = 2.56, u, = 1.0; А = 1.0; 
a=0.15A9; =0.228125Ao( 和 b —0.30625A9); р = 0° ~ 180°, dy = 10°. 
(6) 计算 介质 敷 层 导电 散射 宽度 TM, 和 TE, 波 的 Monostatic ozp /Xo- 
b/Ao 的 关系 曲线 . HABA: KS=1, KP=1, 2; z, = 2.56, n, = 1.0; 
ào 一 1.0a=0.15Xo( 和 a = 0.30Xo); 0.05A9 < b < 1.6Ao, ób = 0.05Ào; 
„= 180°. 
例 (5) 和 (6) 的 主 程序 MCDCMSW 


PROGRAM MCDCMSW 


Purpose: This mainprogram computes monostatic and bistatic SW 
SW/LambdaO & 101og10[SW/Lambda0] - b/lambdaO (KS-1) 
or SW/Lambda0 & 101og10 [SW/Lambda0] - azimuth phi(KS-2) 
by an infinite dielectric-coated conducting circular 


cylinder for TMz and TEz wave cases 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-F,P-S) 
IMPLICIT COMPLEX *16 (C,Z) 
REAL*8 LAMBDA 
DIMENSION R(0:200) ,P0(0:360) ,SL(0:360) ,SLDB(0:360) 
WRITE(*,*)? Please enter code KS and KP’ 
READ (* ,*) KS , KP 
LAMBDA=1 . ODO 
CMU=(1.0D0,0.0D0) 
CEPS=(2.56D0,0.0D0) 
IF (KS.EQ.1) THEN 
A=0.15D0 
DB=0 . OO5D0 
BMIN=DB 
BMAX=1 . ODO 
MT=TNT((BMAX-BMTN+0 . 5*DB) /DB) +1 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
A=0.15D0 
B-0.228125D0 
DPHI-10.0DO 
MI=INT((180.0+0,001) /DPHI) 
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ENDIF 
CALL CDCMSW (KS , KP, LAMBDA, CEPS, CMU, A, BMIN, BMAX,DB,R,B,DPHI, 
& PO,SL,SLDB) 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,51) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,52) 
IF (KP.EQ.1) WRITE(*,53) 
IF (KP.EQ.2) WRITE(*,54) 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,55)A,CEPS 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,56)A,B,CEPS 
IF (KS.EQ.1) WRITE(*,57) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,58) 
WRITE(*,59) 
AL-A/LAMBDA 
b(i)/lambda(in dielectric)-R(i)/sqrt(epsr) for reel epsr 
b(i)/lambdaO-R(i) 
DD 10 I-0,MI 
IF (KS.EQ.1) R(T)=CDSQRT(CEPS) *R(T) 
IF (KS.EQ.1.AND.R(I).GT.AL) WRITE(*,20)R(I),SL(I),SLDB(I) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,20)PO(I) ,SL(I) ,SLDB(I) 


10 CONTINUE 

20 FORMAT (10Х,Е7.3,2Е17.6) 

51 FORMAT(18X,'Monostatic EM Scattering Width’) 

52 FORMAT(18X, Bistatc EM Scattering Width’) 

53 FORMAT (8X, ’Dielectric-coated conducting cylinder(TMz wave) ’) 

54 FORMAT (8X, ’Dielectric-coated conducting cylinder(TEz wave)’) 

55 FORMAT(6X,’a/lambdaO =’,F4.2,’, epsr = (’,F5.2,’,’,F5.2,’)’) 

56 FORMAT (6X, ’a/lambda0=’ ,F4.2,’, b/lambda0=’ ,F7.5,’, epsr = (’, 
& F5.2,',',F5.2,7)?) 

57 FORMAT (10Х, 'b/alambdO Sw/1ambda0 Sw/1ambda0(db) 〉) 

58 FORMAT(9X Azimuth phi SWw/1ambda0 SW/lambda0 (db) ’) 

59 FORMAT (8X, ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーー >) 

END 


运行 主 程序 MCDCMSW, 范例 (5) 的 TM, 和 TE, 波 的 Bistatic oop [o-v 的 
计算 结果 分 别 示 于 图 5.7.2 和 5.8.2; 而 范例 (6) 的 Monostatico2p / Ao-b/ Ao 的 计算 
结果 分 别 示 于 图 5.7.5 和 5.8.4. 

4 无 限 长 多 层 介质 圆柱 和 多 层 介 质 敷 层 理想 导体 圆柱 的 Bistatic 散射 宽度 


ozp WHE. 
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子 程序 名 : CYMLSW 
CYMLSW(KS,KP,LAMBDA,CEPS,CMU,A, BMIN,BMAX,DB,R,B,DPHI,PO, 


SL,SLDB) 


(a) CYMLSW 子 程序 使 用 说 明 : 
功用 : 计算 多 层 介 质 圆柱 和 多 层 介质 甫 层 理想 导体 圆柱 的 Bistatic 散射 宽度 


02р 


输入 : M 


KF 

KP 

Lambda 

A(i) 

CEPS(i) 
CMU(i) 
CEPS(M+1) 
CMU(M+1) 
Dphi 

PO(i) 


输出 : SL(i)~PO(i) 


圆柱 体 的 分 层 数 


KF=1 相应 理想 导体 柱 芯 ; KF=2 相应 介质 柱 芯 
KP=1 Ж/УТМ, W: KP=2 相应 TE, W 

工作 波长 xo 

Ж: 层 圆柱 外 径 

第 ? 层 复 相对 介 电 常数 ,ei; = ei/e0, ei = є + jel 

第 ? 层 复 相对 磁 导 率 , jw; = ш/о, pi = ш + jul 

第 m +1 层 柱 外 自由 空间 复 相 对 介 电 常数 ,ei1 一 1 
第 m + 1 层 柱 外 自由 空间 复 相对 磁 导 率 ,jm41 = 1 
角 步 长 ,sp( 取 1" 或 > 0.5°; pmin = 0°, Pmax = 180°) 
AMP (i); PO(i)=i* dy 


i=0,1,---,MI; MI = 180/óç 
散射 宽度 cop / Ao- 方位 角 的 关系 


SLDB()ePO() ”散射 宽度 10logio (czp/o) - 方位 角 的 关系 
调用 子 程序 : CJYH2N: 计算 复 宗 量 Bessel 函数 Л, (z), Y,,(z) 和 第 二 类 


Hankel 函数 H2 (2) 及 其 导数 的 程序 . 

BJNMM: 计算 对 于 给 定 z УБИ п 来 用 逆 推 法 求 7, (2) 
的 最 大 起 始 阶 М, 和 不 致 出 现 溢出 所 可 能 计算 
的 n 的 最 大 阶 NM. 


(b) 多 层 圆柱 散射 的 Fortran 源 程序 : 


SUBROUTINE CYMLSW (M, КЕ, KP , LAMBDA , A , CEPS , CMU, DPHI , PO, SL, SLDB) 


Purpose: This subroutine computes bistatic SW of a multi-layer 


cylinder EM scattering for TMz & TEz waves 
Input : M --- Number of the layers (МР1=МР+1) 


KF --- KF-1 for conducting cylinder core 


KF-2 for dielectric cylinder core 


KP --- KP-1 for TMz wave, KP-2 for TEz wave 


Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q O Q со Q Q Q с о с ao 
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Lambda --- wavelength, eg. Lambda=1 .0 (unit Value): 

a(i) --- Radius of the i-th layer cylinder, 
i-1,2,...,m 

ceps(i) --- epsr(i), permittivity of the i-th zone 


i-2,...,m for KF = 1; i-1,2,...,m for KF=2; 

i=1 for core cylinder; 

i=m+1 for free space, ceps(m+1)=1.0 (epsr0) 
cmu --- mur(i), permeability of the i-th zone 

i=2,...,m for KF = 1; i-1,2,...,m for KF=2; 

i=1 for core cylinder; 


i=m+1 for free space, cmu(mt1)=1.0 (murO) 


Assume that mur(i)=1.0, i=1,2,...,m+1 
phi --- Azimuth angle, phi (Degs.) 
PO(i) --- phi(i), i=0,1,..., MI ( O to 180) 
Dphi --- delta phi, angle step, eg. delta phi=1.0 
( csn(k) --- work unit, Expansion coefficients, 
k = 0,1,2,... пт) 
Output: SL(i) --- Scattering width in wavelengths, SW/lambdaO 
SLDB(i) --- Scattering width, 101og10(SW/1ambda0) db 


Routine called: CJYH2N for computing Jn(z) ,Yn(z) and Hn(2)(z), 


and their derivatives 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-F,P-S) 
IMPLICIT COMPLEX *16 (C,Z) 
REAL*8 LAMBDA 
DIMENSION CBJ(0:100),CBY(0:100),CDJ(0:100) , CDY(0:100), 
CBH(0: 100) , CDH(0: 100) ,ZBJA(0:100) ,ZDJA(0:100) ,A(200) , 
CEPS (200) , CEPS2 (200) , CHU2(200) , CMU (200) , CEN(100) , 
CR(100) ,CSN (0:100) ,PO(0:360) ,SL (0:360) , SLDB(0:360) 
PI-3.141592653589793D0 
PI2-2.0DO*PI 
=0 .017453292519943D0 
MP1=M+1 
DO 10 I=1,M 
CEPS2 (I)-CDSQRT (CEPS (1)) 
CMU2(I)=CDSQRT (CMU(I)) 
CEPS2 (МР1) -CDSQRT (CEPS (MP1) ) 
CMU2 (МР1) -CDSQRT (CMU (MP1)) 


ж 


五 


N=100 
IF (M.EQ.1) THEN 
IF (KF.EQ.2) THEN 
Z1A=PI2*A (1) *CEPS2 (1) *CMU2(1) /LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,Z1A,NM,ZBJA,ZDJA,CBY,CDY,CBH, CDH) 
ENDIF 
ZOA-PI2*A(1)*CEPS2 (M1) *CMU2 (М+1) /LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZOA,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH,CDH) 
ENDIF 
MI=INT((180.0+0.5*DPHI) /DPHI) 
DO 50 IP=0,MI 
PHT=TP*DPHT*RD 
PO(IP)-IP*DPHI 
CTMO- (0. 0DO,0.0DO) 
CSGA=(0.0D0,0.0D0) 
DO 30 K=0,100 
IF (M.EQ.1) THEN 
IF (KF.EQ.1) THEN 
IF (KP.EQ.1) CSN(K)--CBJ(K) /CBH(K) 
IF (KP.EQ.2) CSN(K)=-CDJ(K) /CDH(K) 
ELSE IF (KF.EQ.2) THEN 
IF (KP.EQ.1) CSN(K)=-(CEPS2(1)*ZDJA(K) *CBJ (K) 
-CMU2(1)*ZBJAK) *CDJ (K)) / CCEPS2 (1) «ZDJA (K) 
*CBH(K) -CMU2 (1) *ZBJA (К) «Сн (K) ) 
IF (KP.EQ.2) CSN(K)=-(CMU2(1)*ZDJA(K) *CBJ (K) 
-CEPS2(1)*ZBJA(K) *CDJ(K) ) / (CMU2 (1) «ZDJA (K) 
*CBH (К) -CEPS2 (1) *«ZBJA (К) *CDH(K) ) 
ENDIF 
ELSE IF (M.GT.1.AND.IP.EQ.O) THEN 
IF (KF.EQ.2) THEN 
Z1A1-PI2*A(1)*CEPS2(1)*CMU2(1)/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,Z1A1,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH, CDH) 
IF (KP.EQ.1) CW=CEPS2 (2) *CMU2(1) /(CEPS2(1) *CMU2(2)) 
IF (KP.EQ.2) CW=CMU2(2)*CEPS2(1) /(CMU2(1) *CEPS2 (2) ) 
CR(1)=CW*CBJ(K) /CDJ (K) 
ENDIF 
Z2A1=PI2*A(1)*CEPS2(2)*CMU2(2)/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,Z2A1,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH,CDH) 
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IF (KF.EQ.1) THEN 
IF (KP.EQ.1) CBN(2)=-CBJ(K)/CBY(K) 
IF (KP.EQ.2) CBN(2)=-CDJ(K)/CDY(K) 
ELSE IF (KF.EQ.2) THEN 
CBN(2)=-(CBJ(K)-CR(1)*CDJ(K))/(CBY(K)-CR(1)*CDY(K)) 
ENDIF 
DO 20 I=2,M 
ZIAI=PI2*A(I)*CEPS2(I)*CMU2(I)/LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZIAI,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH, CDH) 
IF (KP.EQ.1) CW=CEPS2(I+1) *СМ02 (1) /(CEPS2(I) 
*CMU2(I*1)) 
IF (KP.EQ.2) CW-CMU2(I*1)*CEPS2(1)/(CMU2(1) 
*CEPS2(T+1) ) 
CR(T)=CW*(CBJ(K)+CBN(T) *CBY (K)) / (CDJ(K) *CBN (1) 
*CDY (K)) 
IF (I.EQ.M) GO TO 20 
ZKAI=PI2*A (1) *СЕР52(1+1) *CMU2(I+1) /LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZKAI,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH, CDH) 
CBN (I+1)=-(CBJ(K)-CR(I) *CDJ(K) ) / (CBY (K) -CRCI) 
*CDY (KO) 
CONTINUE 
ZOAM=P12*A (М) *CEPS2 (M+1) *CMU2 (М+1) /LAMBDA 
CALL CJYH2N(N,ZOAM,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH, CDH) 
CSN (K)=- (CBJ (K) -CR (M) *CDJ (K) ) / (CBH (K) -CR (M) *CDH(K) ) 


ENDIF 

EPN-2.0DO 

IF (K.EQ.0) EPN-1.0DO 
CSGA-CSGATEPN*CSN (К) *DCOS (K*PHI) 

IF (K.GT.30.AND.CDABS((CSGA-CTMO) /CSGA) .LT. 1.0D-10) 


GD TO 40 


CTMO-CSGA 
CONTINUE 
SL(IP)-2.0DO*LAMBDA/PI*CDABS (CSGA) **2 
SLDB(IP)=10.0D0*DLOG10(SL(IP) ) 
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SUBROUTINE CJYH2N(N,Z,NM,CBJ,CDJ,CBY,CDY,CBH,CDH) 


Purpose: Compute Bessel functions Jn(z), Yn(z) and Hn(2)(z), 
and their derivatives for a complex argument 


Q Q с с о 


Purpose: For given x and |Jn(x)| >= 10**-200, determine 
the maximum computable order, and the initial 
order for backward recurrence by Curvefitting 


Method 


0023000 a3 


(See illustrative example 1 for subroutine BJNMM) 


RETURN 
END 


范例 (7) 设 有 一 含 两 层 介 质 甫 层 的 导电 圆柱 (M = 3). RRE 3 层 介质 圆柱 
厚度 а 具有 不 同 值 时 的 TM, 波 的 Monostatic 散射 宽度 , 给 出 cap/Xo-d/Xo 的 关 
系 曲线 . 

程序 4 中 的 层 数 М, 代码 KF, KP, 和 各 层 的 参数 如 下 ; 

第 1E: О<р<а,с= co 理想 导体 ; al = 1.50 
a2, €r2 = 2.56, fro = 1 理想 介质 ; аз = al 十 Xecz/4 = 1.65625A0 
as, er2 = (3.0, 一 1.0), из = 1 有 耗 介质 ; 
аз = а + d,0 < d < 0.5Ào 


< 
< 


范例 (7) HERR MCYMLSWA 
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PROGRAM MCYMLSWA 


Purpose: This mainprogram computes momostatic SW/lambdaO vs 
d/1ambda0 for а 3-layer dielectric-coated cylinderfor 
TMz and TEz waves by using subroutine CYMLSW 
Example: M=3, KF=1,KP=1, Lambda=1.0 
1-1ауег: Perfectly conductor, a(1)-1.5 1ambda0, 
2-layer: Dielectric,a(2)=a(1)+lambda(eps) /4=1.65625 
1ambda0, epsr2-2.56, mur2=1.0 
3-1ауег: Dielectric,a(3)=a(2)+d, O < d <= 0.6 lambdaO 
epsr3-(3.0,-4.0), mur3-1.0 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-F,P-S) 
IMPLICIT COMPLEX *16 (C,Z) 
REAL*8 LAMBDA 
DIMENSION A(200),P0(0:360),8L(0:360) , SLDB(0:360) , CEPS(201) , 
& CMU(201) 
WRITE(*,*)'Please enter code KF, KP, and Number of layers, M' 
READ (* ,*) KF,KP,M 
Input data: 
KF-1 
KP=1 
M=3 
MP1=M+1 
LAMBDA-1 . ODO 
DPHT=180 . ODO 
MT=TNT((180.0+0 .5*DPHT) /DPHT) 
A(1)=1.5D0 
A(2)=A(1)+0.15625D0 
IF (KF.EQ.2) CEPS(1)=(2.56D0,0.0D0) 
CEPS (2)=(2.56D0,0.0D0) 
CEPS (3) =(3.000,-1.0р0) 
рб 20 I=1,MP1 
CMU(I)-(1.0D0,0.0D0) 
CEPS (MP1)=(1.0D0,0.0D0) 
IF (KF.EQ.1) THEN 
WRITE(*,51)M 
IF (KP.EQ.1) WRITE(*,52) 
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IF (KP.EQ.2) WRITE(*,53) 
ELSE IF (KF.EQ.2) THEN 
WRITE(*,54) 
IF (KP.EQ.1) WRITE(*,55) 
IF (KP.EQ.2) WRITE(*,56) 
ENDIF 
DO 30 I=0,M 
SR=REAL (CEPS (I)) 
SI--AIMAG(CEPS(1)) 
IF (KF.EQ.1.AND.I.EQ.1) WRITE(*,58)I,A(1) 
IF (KF.EQ.2.AND.I.EQ.1) WRITE(*,57)I,A(I),I,SR,SI 
IF (I.EQ.2) WRITE(*,57)1,ACI) ,1,SR,S1 
IF (I.EQ.3) WRITE(*,61)I,I-1,I,SR,SI 
CONTINUE 
WRITE(*,59)MP1,1.0 
WRITE(*,*)? FSw=101og10(Sw/1ambda0)  (phi-0)' 
WRITE(*,*)? BSw=101og10(SW/1ambda0)  (phi-180)' 
WRITE (+, *) 
WRITE (* , 62) 
WRITE (* ,63) 
DO 40 J=0,10 
D=0 .05DO*J 
IF (J.EQ.0) D=0.00001D0 
A(3)=A(2)+D 
CALL CYMLSW(M,KF,KP,LAMBDA,A,CEPS,CMU,DPHI ,PO,SL,SLDB) 
WRITE(* ,50)D,SLDB(0) , SLDB(1) 
FORMAT (16X,F7.5,2F18.6) 
FORMAT(6X,'EM Scattering by a ',I2,'-Layer dielectric-coated ^", 
'conducting cylinder °) 
FORMAT(20X,"for TMz wave case ( KF=1, КР=1 )") 
FORMAT(20X,'for TEz wave case ( KF-1, KP-2 )?) 
FORMAT(6X,'EM Scattering by a ',I2,'-Layer dielectric cylinder’) 
FÜRMAT(23X,'for TMz wave case ( KF=2, KP-1 )’) 
FORMAT(23X,'for TEz wave case ( KF-2, KP-2 )?) 
FORMAT(17X,' aC ,12,?) = °,F7.5,’, epsrC ,12,?) =',F5.2, 
? -j ',F4.2) 
FORMAT(17X,'a(',12,?) = ',F7.5) 
FORMAT (34X,’epsr(’,12,’) =’,F5.2) 
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61 FORMAT (17X,’a(’,I2,’) = a(’,I2,’)+d, epsr(’,I2,’) =’,F5.2, 
& ? -ј ',F4.2) 
62 FORMAT(18X,' а BSWdb(phi=0) BSWdb(phi-180)?) 
63 | FORMAT C17X ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー う ) 
END 


范例 (7) 的 TM, 3X Monostatic 散射 宽度 101g (czp/o) -d/ Ao 的 计算 结果 如 
这 里 的 图 5.1 所 示 . 在 此 曲线 中 o2p /Xo FE d/Ào = dmin/Ao = 0.295 处 呈现 有 一 最 
小 值 . 这 一 结果 可 以 从 物理 上 给 出 以 下 定性 解释 . 当 圆 柱 半径 很 大 时 , 可 将 圆柱 面 
近似 视 为 平面 , 于 是 平面 波 的 柱 散 射 便 化 为 平面 波 穿 透 介质 3 与 介质 2 的 理想 导 
体 平面 的 反射 ; 按 平 面 波 的 传播 与 传输 线 问题 的 类 似 性 , 反射 系数 的 大 小 取决 于 从 
自由 空间 看 向 介质 3 表面 处 的 输入 阻抗 ; 如 果 此 输入 阻抗 近似 等 于 自由 空间 的 波 
阻抗 , 即 两 者 接近 匹配 时 , 则 反射 系数 将 达到 最 小 值 . 现 对 于 ТМ, їй, 低 达 介质 2 
与 导电 平面 分 界面 上 的 入 射 波 受到 反射 , 因 该 界面 是 电场 的 节点 , 而 介质 2 的 厚度 
是 А2 /4, 故 在 介质 2 与 介质 3 分 界面 处 是 波 的 电场 腹 点 , 且 处 在 电场 腹 点 附近 , 由 
于 介质 是 有 耗 介质 其 ea. 为 复数 , 反射 波 将 受到 很 大 衰减 . 在 介质 3 与 自由 空间 界 
面 处 的 波 阻 抗 与 4 和 es. 有关, 因而 存在 有 反射 系数 具有 最 小 值 的 某 4 = dain fB. 


1( 


-10F M=3.4 ニ 1.0 
a= 1.5À,. 
—15Ë @=а+А„/4= 1.65625 
аз= + 
206 Ex = 2.56, €a = (3.0, — 1.0) 
Hy = Ma, = 1.0 
—25 
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对 于 以 上 多 层 介 质 散 层 导电 圆柱 , 24 dmin = 0.295Ao 时 , 反 向 散射 为 -21.164dB， 
前 向 散射 为 17.53028dB; 另 一 方面 , 对 于 半径 为 a = 1.5 和 a = (1.5 + 0.156254 
dmin)Ao 简单 导电 圆柱 , 采用 程序 1 计算 可 知 , 反 向 散射 分 别 约 为 6.756dB 和 7.891dB; 
而 前 向 散射 分 别 约 为 18.569dB 和 20.678dB; RABE =, = (3.0, 1.0) 有 耗 介质 
BUFERA, 別当 a = 1.5Xo 和 b = (a + 0.15625) Ag 时 , 采用 程序 3 计算 , 反 向 散 
射 为 -3.0006dB, 前 向 为 18.4735dB. 由 此 可 见 , 在 导电 柱 表 面 上 增加 上 述 介 质 一 有 
耗 介质 甫 层 或 单 层 有 耗 介质 数 层 可 降低 反 向 散射 , 而 具有 “隐身 ”作用 . LENE 
导体 圆柱 的 散射 分 析 与 程序 计算 对 于 吸 波 材料 的 优化 设计 将 会 是 有 帮助 的 . 
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运行 范例 (т) 主 程序 MCYMLSWA 1492 E BUS НҢЬ ШЕЕ ТМ, Ж Mono- 
static 散射 宽度 1016 (cap/Xo) -d/Ao 的 关系 曲线 如 图 5.1 所 示 , 以 及 一 些 典型 数值 
结果 如 下 : 
EM Scattering by a 3-Layer dielectric-coated conducting cylinder 
for TMz wave case ( KF=1, KP=1 ) 
a( 1) = 1.50000 
a( 2) = 1.65625, epsr( 2) = 2.56 -j .00 
a( 3) = a( 2)+d, epsr( 3) = 3.00 -j 1.00 
epsr( 4) = 1.00 
FSW=10log10(SW/lambda0) (phi=0) 
BSW=101og10(Sw/1ambda0) (phi=180) 


d BSWdb(phi=0) BSWdb (phi=180) 
.00001 17 .530280 6.733963 
‚05000 19.361505 3.994097 
.10000 20.298472 4.546880 
‚15000 20.358271 4.877317 
. 20000 20.388859 3.858846 
. 25000 20.437244 -.995697 
. 30000 20.479627 -18.671386 
. 35000 20.562606 -2.076910 
. 40000 20.818450 .990423 
. 45000 21.146965 1.267248 
. 50000 21.422268 -.688018 


范例 (8) 设 有 一 含 两 层 介质 圆柱 , 第 一 层 介质 圆柱 半径 a = 0.320, 相对 介 电 常数 和 
磁 导 率 分 别 为 cra = (2.0, —0.2), ra = 1; 第 二 情 外 径 b = 0.45Xo, 但 其 相对 介 电 常 
数 和 磁 导 率 为 ers(p) = (b/p)^ 是 径 向 坐标 的 函数 , 磁 导 率 py = 1. RRE 2 Er 
质 圆 柱 厚 度 的 TM。 W Bistatic 散射 宽度 101g (czp/Ao) -g 的 关系 曲线 . 

现 将 具有 不 均匀 介 电 常数 colo) 的 第 2 层 a < p < b 区 域 进行 分 层 , 将 连续 分 
布 erelo) 用 每 一 分 层 的 介 电 常 数 为 均匀 的 阶梯 分 布 近似 , 即将 a < p < b 区 域 用 多 
层 (例如 , M — 1) 介质 圆柱 近似 , 从 而 将 范例 (8) 化 为 有 如 下 参数 的 多 层 介 质 圆柱 
TM, 波 Bistatic 散射 问题 . 

程序 4 中 的 层 数 M, 代码 KF, KP, 和 各 层 的 参数 如 下 : M = 100, 


Q Q Q Q Q G Q G с AAA б 
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代码 KF=2, KP=1 
第 1 层 : 0 < p < a, 有 耗 介质 ; a = a = 0.3Óo; є = (2.0,0.2), иә = 1 


2 
第 2~ M 层 : al 和 p S ам 理想 非 磁性 介质 ; Hr3 = 1; sri = (ге) ; 
(i = 2,3,---,M) 


. ам = а 
ai = а + (i— 1)8а 其 中 , saz- T 


第 M 层 : amı S p Sam 理想 介质 ; erm = 1.00677, urm = 1; am = b = 0.450 
范例 (8) 的 主 程序 MCYMLSWB 
PROGRAM MCYMLSWB 


Purpose: This mainprogram computes momostatic SW/lambdaO vs 
Übservation angle phi for a 100-layer dielectric 
cylinder for TMz wave by using subroutine CYMLSW 

Example 8: M=100, KF=2,KP=1, Lambda=1.0 
ist-layer: а(1)=0.3 lambda, a(m)=0.45 lambda 
2 to 100th layers:a(i)=a(1)+(i-1)delta a, 

delta a-[a(m)-a(1)]/(m-1) 
epsr(1)=(2.0,-0.2), epsr(m)-1.00677 
epsr(i)-[a(m)-a(i-1)]**2, i-2,3,..., m 
mur(i)-1.0, i=1,2,..., m 


101th layer: epsr(m+1)=1.0, mur (m+1)=1.0, 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A,B,D-F,P-S) 

IMPLICIT COMPLEX *16 (C,Z) 

REAL*8 LAMBDA 

DIMENSION A(200) ,SL(0:200) , SLDB(0:200) ,CEPS(201) ,CMU(201), 
& РО(0:180) 

М=100 

KF=2 

KP=1 

MP1=M+1 

LAMBDA=1 . ODO 

DPHI-1.0DO 

A(1)=0.3D0 

A(M)=0.45D0 

DA=(A(M)-A(1))/(M-1) 

DO 10 I=2,M 


10 


20 


30 


40 


AC(I)=A(1)+DA*(I-1.0D0) 
CEPS(1)=(2.0D0,-0.2D0) 
CMU(1)=(1.0D0,0.0) 

DO 20 I-2,M 
СЕРЅ (1) = (А(М) /A(I-1)) **2 
СМО(І) =(1.0р0,0.0р0) 
CEPS (МР1) =(1.000,0.000) 
CMU(MP1)=(1.0D0,0.0D0) 
IF (KF.EQ.1) THEN 
WRITE(*,51)M 
IF (KP.EQ.1) WRITE(*,52) 
IF (KP.EQ.2) WRITE(*,53) 
ELSE IF (KF.EQ.2) THEN 
WRITE(*,54)M 
IF (KP.EQ.1) WRITE(*,55) 
IF (KP.EQ.2) WRITE(*,56) 
ENDIF 
IF (KF.EQ.1.AND.I.EQ.1) WRITE(*,59)1,A(1) 
MS-1 
IF (M.GT.10) MS-INT(M/10) 
DO 30 I-0,M,MS 
IF (I.EQ.0) GO TO 30 
SR-REAL (CEPS (I)) 
SI--AIMAG(CEPS(I)) 
IF (KF.EQ.1.AND.I.EQ.1) GO TU 30 
IF (KF.EQ.2.AND.I.EQ.1) WRITE(*,58)I,A(I),I,SR,SI 
IF (I.GT.1) WRITE(*,57)I,A(I),I,SR,SI 
CONTINUE 
WRITE(*,61)MP1,1.0 
WRITE(*,62)1.0,MP1 
WRITE (x, *) 
WRITE(*, *) 
CALL CYMLSW(M,KF,KP,LAMBDA, A, CEPS, CMU, DPHT , PO, SL, SLDB) 
WRITE(*,63) 
WRITE(*,64) 
MI-INT((180.0*0.5*DPHI)/DPHI) 
DO 40 K-0,MI,30 
WRITE(*,50)PO(X) ,SL(K) , SLDB(K) 
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50 FORMAT (19Х,Е5.1,2Р16.6) 

51 FORMAT(8X,’EM Scattering by a ',I3,'-Layer dielectric-coated ’, 
& ’ conducting cylinder ?) 

52 FORMAT(17X,’for TMz wave case ( KF=1, KP=1 )〉) 

53 FORMAT(17X,’for TEZ wave case ( KF-1, KP-2 )›) 

54 FORMAT (13X, :EM Scattering by a ’,13,’-Layer dielectric ’, 
& ^cylinder ^) 

55 FORMAT(20X,’for TMz wave case ( KF-2, KP-1 )?) 

56 FORMAT(20X,'for TEZ wave case ( KF-2, KP-2 )?) 

57 FORMAT(15X,'a(^,I3,?) = ',F7.5,', epsr(',I3,') =’,F8.5, 
& !-j',F6.4) 

58 FOÜRMAT(15X,'a(7,I3,?) = ’?,F7.5,’, epsr(C ,I3,?) =',F8.5, 
& ?-j',F6.4) 

59 FORMAT(15X,' aC ,I3,?) = ',FT.5) 

61 FORMAT (33X,’epsr(’ ,I3,’) -',F8.5) 

62 FORMAT(19X,’mur(i) =’,F8.5,’, i=1,2,...,’,13) 

63 FORMAT (19X, phi Sw/1ambda 10log(SW/lambda) db’) 

64 FÜRMAT(17X,?-------------------------------------------- ?) 

END 


运行 范例 (8) EF MCYMLSWB 所 得 多 层 介质 圆柱 TM, 波 Bistatic 散射 
宽度 101g (csp/Xo) -g 的 关系 曲线 如 图 5.2 所 示 . 一 些 典型 数值 结果 如 下 : 


10 


M=100,A,=1.0 
а = 0.3À4, dy = 0.452. 
£,,— (2.0—0.2), &1,= 1.00667 
a= @-+(1—1)Аа, 
0 Aa= (ам—а,) / (M—1) 
8,= (au / амл), 1=2,3,....М 
Ш.=1.0.1=1,2,3,...М+1, 
ー5 Every = 1.0 


a 


Bistatic 055/ A, (dB) 


| 
= 
= 


| 
= 
ou 


20 40 60 80 100 120 140 160 180 
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图 5.2. 多 层 介 质 圆柱 的 散射 之 例 


EM Scattering by a 100-Layer dielectric cylinder 
for TMz wave case ( KF=2, KP=1 ) 
a( 10) = .31364, epsr( 10) = 2.07864-j .0000 
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a( 20) = .32879，epsr( 20) = 1.89063-j .0000 
a( 40) = .35909，epsr( 40) = 1.58376-j .0000 
a( 60) = .38939，epsr( 60) = 1.34596-j .0000 
a( 80) = .41970, epsr( 80) = 1.15796-j .0000 
a(100) = .45000, epsr(100) = 1.00677-j .0000 
epsr(101) = 1.00000 
mur(i) = 1.00000, i=1,2,...,101 
phi SW/lambda 10log(SW/lambda) db 
0 7.427664 8.708522 
30.0 4.152666 6.183270 
60.0 .481703 -3.172203 
90.0 .135350 -8.685408 
120.0 .200915 -6.969885 
150.0 .078662 -11.042377 
180.0 .098774 -10.053568 
附 录 六 


球 散 射 雷达 散射 截面 (RCS) 的 程序 计算 


ERE 6.5~6.8 节 中 , 已 论述 了 正 向 入 射 平面 波 的 理想 导电 圆 球 、 介 质 圆 球 、 
介质 甫 层 理想 导体 圆 球 , 以 及 多 层 介 质 和 介质 甫 层 导 体 圆 球 的 散射 . 它们 的 双 站 雷 
达 散 射 截面 (RCS)o(Bistatic) 均 可 按 如 下 公式 计算 : 


[Е°|* 
c(Bistatic) = lim 4nr? 一 (1) 
人 一 Oo |E’ |’ 


例如 , Ж (6.5.28). (6.5.29) 和 (6.4.1) 代入 上 式 后 , 我 们 可 得 
ny 26[ 2 2 a? 2 
の (Bistatic) = x [cos € [Ac|^ + sin“ p |As] | (2) 
其 中 ， 


4.2 = 


зіп Ө 


Y `i" b. sin GP (соз Ө) — cn 


n=0 


P} (cos 2 | 
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2 
|А„|? = xs _ Fs (emet) 0) _ cn sin ӨР! (cos Д 
їп 


(4) 


当 p=0° BF, o-0 HRA E 平面 内 的 Bistatic RCS 散射 特性 ; 当 o=90° 时 ， 
c-0 曲线 给 出 H 平面 内 的 Bistatic RCS 散射 特性 

单 站 雷达 散射 截面 (Monostatic) 是 双 站 雷达 散射 截面 当 о = л 时 的 特殊 情 
Ж. Al 


Р} (соз 0) . р Е al 
ES 。 一 [sin ӨР; (cos 2] au (—1) 3n(n +1) 


而 有 


oo 2 


Yi CAP Snl +1) Øn — en) 
n=1 
AFP, Ao 为 co, mo 媒质 自由 空间 波长 ， 单 位 为 cm 或 m( 厘 米 或 米 ); o 单位 为 
Scm(cm2, 平方 厘米 ) 或 Sm(m?, 平方 米 ). 

雷达 散射 截面 (RCS) 的 分 贝 数 定义 为 


a(Monostatic) = 


(5) 


RCS(dB) = 10lg(RCS) (fiz: dBscm 或 dBsm ) (6) 
对 不 同 的 球体 结构 , (3)~(5) 式 中 的 系 数 bn 和 c。 分 别 由 下 列 公式 给 出 ; 
理想 导体 圆 球 (6.3.14) 式 
介质 圆 球 (6.5.20) 式 
St RAVES ABER (6.7.24) 2% 
# Jë Jt ARAB P: S: PIS ER (6.9.40) 式 


将 给 出 的 是 用 Fortran 语言 编写 的 计算 圆 球 散 射 的 散射 截面 RCS 计算 程序 
计 有 : 

1) 理想 导体 圆 球 的 Monostatic 和 Bistatic 雷达 散射 截面 RCS 计算 程序 

2) 介质 圆 球 的 Monostatic 和 Bistatic 雷达 散射 截面 RCS 计算 程序 

3) 介质 甫 层 理想 导体 圆 球 Monostatic 和 Bistatic 雷达 散射 截面 RCS 计算 
程序 

4) 多 层 介质 圆柱 和 多 层 介质 数 层 导体 圆柱 的 Bistatic 雷达 散射 截面 RCS it 
算 程序 为 方便 使 用 , 程序 中 Monostatic 与 Bistatic 采用 代码 KS 区 分 ; 并 附 有 输入 
与 输出 变量 说 明和 范例 . 

程序 1~3 分 别 是 计算 导体 圆 球 、 介质 圆 球 和 介质 甫 层 导体 圆 球 散 射 的 Mono- 
static 和 Bistatic 雷达 散射 截面 RCS. 专用 程序 ; 而 程序 4 则 是 计算 多 层 介质 圆柱 
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MS et ARE PARE: (包括 三 种 情形 ) 的 雷达 散射 截面 RCS 的 通用 程序 . 程序 
和 范例 说 明 如 下 : 


1 理想 导体 圆 球 的 Monostatic 和 Bistatic 雷达 散射 截面 RCS 计算 程序 


子 程序 名 : MSRCS 
MSRCS(KS,LAMBDA,RA0,RAM,DRA,RA,PHI,DTH,RAJ,THETA,RCS,NT) 
(a) MSRCS 子 程序 使 用 说 明 
功用 : 计算 导体 圆 球 的 monostatic 和 bistatic 雷达 散射 截面 c 
输入 : KS KS=1 相应 Monostatic; KS=2 相应 Bistatic 
Lambda 工作 波长 Xo( 单 位 : 厘米 或 米 ) 
KS=1 Monostatic 情形 : 
RAO 导体 球 半径 amila 的 最 小 值 , 单位 与 Ao 相同 ) 
RAM 导体 球 半径 omax(a 的 最 大 值 , 单位 与 Ао 相同 ) 
DRA ба, 导体 求 柱 半径 a 増量 ( 步 长 ) 
RAJ(j) 导体 球 外 径 , a(i)/Ao = (amin + i* óa)/Ao 
i=0,1, Nr; Np = INT cr 
KS=2  Bistatic 情形 : 
RA 导体 球 半径 (单位 与 Ao 相同 ) 
DTH 角 步 长 , 66( 取 1° 或 > 0.5°; Onin = 0°, 
max = 180°) 
THETA(i) 角 0(i) = i * 60, i = 0,1,--- , N; N = 180/50 
输出 : KS=1 ”Monostatic 情形 : 
RCS(i)~RA(i) 雷达 散射 截面 oli) 一 球 半径 a(i) 的 关系 


сө, 


=0,1,---,Np; Np ІМТ (== 一 =) 
да 
KS=2  Bistatic 情 形 : 
RCS (i)~THETA (1) 雷达 散射 截面 o(i)~ fH 9(i) 的 关系 
i=0,1,... ,Ni; Nr = 180/66 
WATER: BCNMS: 计算 导体 球 散 射 的 散射 系数 bn 和 cn. 
APIN: 计算 缔 合 Legendre 函数 sin OP" (cos 0) 和 


BCTJH: 计算 复 宗 量 RIccati-Bessel 函数 J,(z) 和 AL (2), 
及 其 导数 . 


Pa (cos 0) 
sin0 ` 


Q Q с OQ Q Q Q O Q GQ с G Q с о с Q с с с а 
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BJNMM: 计算 对 于 给 定 z УИ п 来 用 逆 推 法 求 Ja) 的 最大 
起 始 阶 М, 和 不 致 出現 溢 出 所 可能 斗 算 的 n 的 最大 
BT NM. 
(b) 理想 导体 圆 球 散射 的 Fortran 源 程序 


SUBROUTINE MSRCS(KS,LAMBDA,RAO,RAM,DRA,RA,PHI,DTH,RAJ, 
& THETA ,RCS , NT) 


Purpose: Compute monostatic and bistatic RCS for a metal 
sphere 
Input : lambda --- Wavelength (in cm) 
[ f: frequency (GHz), labmda(cm)-30.0)/f(HGz) ] 


Code KS=1 for monostatic 


RAO --- Minimun a (in cm) 

RAM --- Maximum a (in cm) 

DRA --- Delta a (Step length, in cm) 

RAJ --- a(i), a(i)-RAO*(i-1)*DRA,i-1,2,... 
Code KS-2 for bistatic 

RA --- a, Radius of the sphere(in cm) 

Phi --- Angle phi, phi-0 for E-Plane; 

phi-90 for H-Plane 
Theta --- Angle theta (in Degs) (O to 180) 
DTH --- Delta theta (Step Theta,in degs.) 
Üutput: RCS(i) --- Radar cross section(in square centimeter) 

RAJ(i) --- Radius a(i) 
Theta(i) --- Angle theta(i) (in Degs) (0 to 180) 


Routine called: BCNMS for computing coefficients bn and cn 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D,L,P,R,T,X,W) 

COMPLEX*16 B1N(200),BPA(200) 

DIMENSION C1N(200),CPA(200),RAJ(0:200) ,PM1(0:200), 
& PD1(0:200) ,RCS(0:360) , THETA (0:360) 

PI-3.141592653589793D0 

PI2-2.0DO*PI 

RD-1.7453292519943296D-2 

CJ=(0.0D0,1.0D0) 

LAMBDA=1 . ODO 
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10 
20 


30 


40 
50 


IF (KS.EQ.1) NT-INT((RAM-RAO*0.5*DRA) /DRA) +1 
IF (KS.EQ.2) NT=INT((180+0.5*DTH) /DTH) 
IF (KS.EQ.1) THEN 
DO 30 J=1,NT 
RA-RAO* (J-1.0DO) *DRA 
RAJ(J)=RA 
CALL BCNMS (RA, LAMBDA ,Nm,B1N,CiN,BPA,CPA) 
CW-0.0 
DO 10 K-1,Nm 
CWO=CW 
CW=CW+ (-1) жжКж (2. OD0*K+1. ODO) * (BPA (К) -CPA(K) ) 
IF (CABS(1.0D0-CWO/CW).LE.1.0D-10) GO TO 20 
CONTINUE 
W2=CDABS (CW) **2 
RCS (J) =LAMBDA**2/ (4. ODO*PI) *W2 
RCS(J)=RCS (J) / (PI*RA**2) 
CONTINUE 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
RPHI=RD*PHI 
RC2P=DCOS (RPHI) **2 
RS2P=DSIN(RPHI) **2 . 
CALL BCNMS(RA,LAMBDA,Nm,B1N,C1N,BPA,CPA) 
DO 80 J-0,NT 
THETA(J)=J*DTH 
XP=DCOS (RD*THETA (J) ) 
CALL AP1N(Nm,XP,PM1,PD1) 
CW=0 .0DO 
DO 40 K-1,Nm 
CWO-CW 
CW=CW+ (CJ) жжКж (B1N CK) *PD1(K) -C1N(K) *PM1 (K)) 
IF (CDABS(1 .0D0-Cw0/CW) .LE.1.0D-10) GO TO 50 
CONTINUE 
RA2T=CDABS (CW) **2 
СР=0.000 
DO 60 K=1,Nm 
CPO=CP 
CP=CP+(CJ) жжКж (B2N (K) *PM1 (К) -C1N (K) *PD1 (K) ) 
IF (CDABS(1 .0D0-CP0/CP) .LE.1.0D-10) GO TO 70 
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60 
70 


80 
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CONTINUE 
RA2P=CDABS(CP) **2 
RCS (J) =LAMBDA**2/PI* (RC2P*RA2T+RS2P*RA2P) 
RCS(J)=10 . OD0*DLOG10 (RCS (J) / (PT*RA**2) ) 
CONTINUE ` 
ENDIF 
RETURN 
END 


SUBROUTINE BCNMS(RA,LAMBDA,Nm,B1N,C1N,BPA,CPA) 


Purpose: Compute the scattering coefficients bn and cn 


for a metal sphere 


Input : RA --- Radius of the metal sphere (in cm) 
Lambda --- Wavelength (in cm) І 
Output: BIN --- bn 
С1М --- cn 
BPA --- bn/an 
CPA --- cn/an 
Nm --- Maximum N 


Routine called: RCTJH for computing zjn(z), zhn(2)(z), 
and their derivatives 

IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (L,P,R) 

COMPLEX*16 A1N(200) ,B1N(200) ,BPA(200) 

DIMENSION CRJ(0:200) ,CRDJ(0 : 200) ,CRH(0: 200) , CRDH(0:200) , 

C1N(200) ,CPA(200) 

РІ=3.1415926535900 

PI2-2.0DO*PI 

CJ=(0.0D0,1.0D0) 

N=200 

ZA=PT2*RA/LAMBDA 

CALL RCTJH(N,ZA,NM,CRJ,CRDJ, CRH, CRDH) 

NM-120 

DO 10 K-1,NM 

A1N(K)=CJ**(-K)*(2.0DO*K+1 .0)/(K*(K+1 .0) ) 
DO 20 K=1,NM 


20 
30 


Q Q G Q с с Q о с со со с со а 


A 


BPA(K) --CRDJ (K) /CRDH(K) 
B1N(K)-BPA(K) *A1N(K) 
CPA(K) --CRJ (K) /CRH(K) 
C1N(K)-CPA(K) *A1N(K) 
IF (CDABS(B1N(K)).LT.1.0D-200.0R. CDABS(C1N (K) ) . LT. 1. 0D-200) 
GO TO 30 
CONTINUE 
NM-K-1 
RETURN 
END 


SUBROUTINE RCTJH(N,Z,NM,CRJ,CRDJ,CRH,CRDH) 


Purpose: Compute complex Riccati-Bessel functions z*jn(z) 


& z*hn(2)(z) and their derivatives 


Input : z --- Complex argument (|lzl=0.001 to 50.0) 

n --- Order of z*jn(z) & z*hn(z) (n = 0,1,2,...) 
Output: CRJ(n) --- z*jn(z) 

CRDJ(n) ---[z*jn(z)]' 

CRH(n) --- z*hn(2) (z) 


CRDH(n) ---[z*hn(2) (z)]? 

Routine called: BJNMM for determining the maximum computable 
order & the initial order of backward recurrence of 
z*jn(z) by Curvefitting Method 
(Complex argument, Double precision) 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 

DIMENSION CRJ(O:N),CRDJ(0:N),CRY(0:200) , CRDY (0:200) , 
CRH(0:N) , CRDH(0:N) 

DOUBLE PRECISION AO 

CJ=(0.0D0,1.0D0) 

AO=CDABS (2) 

CALL BJNMM(AO,N,NM,M) 

CRJ(0) -CDSIN(Z) 

CRJ (1) -CRJ (0) /Z-CDCOS (Z) 

CRJO-CRJ (0) 

CRJ1=CRJ(1) 

CFO0=0 .0DO 
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CF1=1.0D-200 
DO 10 K=M,0,-1 
CF=(2.0D0*K+3.0) *CF1/Z-CFO 
IF (K.LE.Nm) CRJ(K)=CF 
CF0=CF1 
CF1=CF 
IF (CDABS(CRJO).GT.CDABS(CRJ1)) CS=CRJO/CF 
IF (CDABS(CRJO).LE.CDABS(CRJ1)) CS=CRJ1/CFO 
DO 20 K-0,Nm 
CRJ(K) -CS*CRJ (K) 
CRDJ (0) =CDCOS (Z) 
DO 30 K-1,Nm 
CRDJ(K)=-K*CRJ(K)/Z+CRJ(K-1 . ODO) 
CRY (0) --CDCOS (Z) 
CRY (1) -CRY (0) /Z-CDSIN(Z) 
CRFO-CRY (0) 
CRF1=CRY (1) 
DO 40 K=2,Nm 
CRF2=(2.0D0*K-1.0)*CRF1/Z-CRFO 
IF (CDABS(CRF2).GT.1.0D+150) GO TO 50 
CRY (X) -CRF2 
CRFO-CRF1 
CRF1-CRF2 
CRDY (0) -CDSIN(Z) 
DO 60 K=1,Nm 
CRDY (К) =-K*CRY (К) /Z+CRY (K-1. 0DO) 
DO 70 K-0,Nm 
CRH(K) 2CRJ (K) -CJ«CRY (К) 
CRDH(K) -CRDJ (K) -CJ*CRDY (K) 
RETURN 
END 


SUBROUTINE AP1N(N,X,PM1,PD1) 


Purpose: Compute associated Legendre polynomials 
P1n(x)/sqrt(1-x*x) & pin'(x)*sqrt(1-x*x) 
Input : x --- Argument I 
n --- Degree ( n = 0,1,...) 
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Output: PMi(m) --- Pin(x)/sqrt(1l-x*x) 
PD1(n) --- Pin’ (x) *sqrt(1~x*x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (P,X) 
DIMENSION PM1(0:200),PD1(0:200) 
PA=-1.0D0 
PB--3.0DO*X 
PM1(0)=0.0D0 
PM1(1)=PA 
PM1(2)=PB 
DO 10 K=3,N 
PK-((2.0DO*K-1.0) *X*PB-K*PA) /(K-1.0) 
PM1(K)-PK 
PA-PB 
PB-PK 
PD1(0)=0.0D0 
DO 20 K-1,N 
PD1 (K)=(K+1 . 0D0) *PM1 (K-1 .0) -K*X*PM1(K) 
RETURN 
END 


SUBROUTINE BJNMM(X,N,NM,M) 


Purpose: For given x and |xjn(x)| >= 10**-200, determine 
the maximum computable order, and the initial 


order for backward recurrence by Curvefitting 


Method 
Input : x --- Argument of xjn(x) ( x<=300 ) 
N --- Order of xjn(x) 
Output: Nm --- Maximum compatable order 
M --- Initial order for backward recurrence 


DOUBLE PRECISION X 

IF (X.GE.1.0D-60.AND.X.LT.1.0D-2) THEN 
NM-INT(0.6-185.48/DL0G10(X) -150.04/ (DL0G10 (X) 2) ) 

ELSE IF (X.GE.1.0D-2.AND.X.LT.30.0) THEN 
NM=TNT(53.0+58 .7*SQRT(X)-8.27*X+O.76*X**1.5) 

ELSE TF (X.GE.30.0) THEN 
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NM=200 

ENDIF 

IF (N.LE.NM) NM=N 

IF (X.GE.1.0D-60.AND.X.LT.1.0D-2) THEN 
M-NM*INT(1.0-25.659/DL0G10(X) -24.272/ (DLOG10 (X) **2) ) 

ELSE IF (X.GE.1.0D-2.AND.X.LT.30.0) THEN 
M-NM*INT(6.4*2.9*SQRT (X) -0. 1*X) 

ELSE IF (X.GE.30.0.AND.X.LE.300.0) THEN 
M=NM+INT(15+0.26767*X-0.002224*X**2+8.9E-6*X**3) 

ENDIF 

RETURN 

END 


范例 (1) ESOP MRS KARR Е 平面 和 АГ 平面 Bistatic RCS: 
c2p/ma2-0° 的 关系 曲线 . MABE: KS=2; А = 1cm,g = 0.5cm, ら = 0°(Е 平面 ) 
和 ө = 90"( 平面 ), 步 长 99 = 1°. 

范例 (2) ”计算 平面 波 理 想 导体 圆 球 散射 的 Monostatic ROS: o/7a?-a/Ao 的 
关系 曲线 . 输入 参 变量 : KS=1; м = 1cm, 0.01cm < a < 2.0cm; 步 长 ga = 0.01cm. 

范例 (1) 和 (2) 的 主 程序 MMCRCS 


PROGRAM MMSRCS 


Purpose: As illustrative example for computing monostatic 
and bistatic RCS for a metal sphere 
Dutput: Monostatic (KS=1): 
101og10(RCS(j)/$8&**2) - a/lambda 
Bistaic (KS=2): 
101og10(RCS(j)/$8**2) - theta (in Degs.) 
Example: KS-1: (a)min=0.1,(a)max=2.0,delta a-0.1,1ambda-1.0(cm) 
KS=2: a=0.5 cm, lambda-1.0 cm, phi=O(or 90), 
delta theta-10.0 Degs 
Routine called: MSRCS for computing monostatic and bistatic 


RCS for a metal sphere 
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IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D,L,P,R,T) 
DIMENSION RAJ(0:200),RCS(0:360) , THETA (0:360) 
WRITE(*,*) ?Please enter code KS’ 
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READ(*,*)KS 
IF (KS.EQ.1) THEN 


WRITE(*,*)'Please enter radius a(min), a(max), delta a, &’, 


> lambda (in cm)’ 
READ (*, *)RAO,RAM,DRA,LAMBDA 
RAO=0.1D0 
RAM-2.0DO 
DRA=0.1D0 
LAMBDA-1.0DO 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
WRITE(*,*)'Please enter radius a,lambda (in cm) ’, 
*phi, and delta theta (in degs.)’ 
READ (ж ,*)RA , LAMBDA , PHI ,DTH 
RA-0.5DO 
LAMBDA=1 . ODO 
РНІ=0.0р0 
ртн=10.0ро 
ENDIF 
CALL MSRCS(KS,LAMBDA,RAO,RAM,DRA,RA,PHI,DTH,RAJ,THETA,RCS , NT) 
IF (KS.EQ.1) THEN 


WRITE(*, *)? *** Monostatic RCS for a metal sphere ***? 
WRITE(*,*) 
WRITE(*,*)? a(in cm) Res/pia**2’ 

ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
WRITE(*,*)? *** Bistatic RCS for a metal sphere ***? 
IF (PHI.EQ.0.0) WRITE(*,*)? ( E-Plane )' 
IF (PHI.EQ.90.0) WRITE(*,*)’ ( H-Plane )' 
WRITE(*,*)? theta(Degs) Rcs/pia**2(db)’ 

ENDIF 

WRITE(*,*) ---------------------------- d 

DO 10 J=0,NT 


IF (KS.EQ.1) WRITE(*,20) RAJ(J) ,RC8(J) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,20) THETA(J) ,RCS(J) 
CONTINUE 
FORMAT (10X,F10.2,F15.6) 
END 


范例 (1) 和 范例 (2) 计算 结果 如 图 6.5.2 和 6.5.3 所 示 . 
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2 介质 圆 球 的 Monostatic 和 Bistatic 雷达 散射 截面 RCS 计算 程序 


子 程序 名 : DSRCS 
DSRCS(KS,LAMBDA,EPSR,MUR;RAO,;RAM,DRA,RA,PHI,DTH,RAJ, 
THETA, RCS,NT) 
(a) MSRCS 子 程序 使 用 说 明 
功用 : 计算 介质 圆 球 的 Monostatic 和 Bistatic 雷达 散射 截面 с 
输入 : KS KS=1 相 成 Monostatic: KS=2 相应 Bistatic 
Lambda 工作 波长 Ao (单位 : 厘米 或 米 ) 
CEPS 复 相 对 介 电 常数 , er = sy/so 
CMU 复 相 对 磁 导 率 , ur = n/ uo 
KS=1 Monostatic 情形 : 
RA0 介质 球 半径 omin(a 的 最 小 值 , 单位 与 Xo 相同 ) 
RAM 介质 球 半径 amax(a 的 最 大 值 , 单位 与 Ao 相同 ) 
DRA ба, 介质 球 半径 a 増量 (PK) 
RAJ(i) 介质 球 外 径 , a(i)/Ao = (amin + i * óa)/Ào 
i=0,1, ,Nr; Nr=INT (cte 
KS=2 Bistatic 情形 : 
RA 介质 球 半径 (单位 与 Ао 相同 ) 
DTH 角 步 长 , 9( 取 1° 或 > 0.5°; Amin = 0°, Omax = 180°) 
THETA(i) 角 0(¢) =i*ó0i = 0.1,…・,Nr: Мт = 180/60 
输出 : KS—1 Monostatic 情 形 : 
RCS(i)~RA(i) ”雷达 散射 截面 o(i)- REB ali) 的 关系 
| Qmax 一 Qmin 
4=0,1,:::,М№; Ne = INT (ае ) 
KS=2 Bistatic 情形 : 
RCS()~THETA(i) ”雷达 散射 截面 o(i)- fü 9(i) 的 关系 
i=0,1,...,Nr; Nr = 180/60 
调用 子 程序 : BCNDS: 计算 介质 球 散射 的 散射 系数 b. 和 cp. 
APIN: 计算 缔 合 Legendre 函数 sin 0 PY (cos) 和 соб) 
BCTJH: 计算 复 宗 量 RIccati-Bessel 函数 Ј,(:) 和 EO (2), Ж 
. XS 
BJNMM: 计算 对 于 给 定 z 与 阶 n 采用 逆 推 法 求 J (2) 的 最 大 起 
始 阶 M, 和 不 致 出 现 溢 出 所 可 能 计算 的 n 的 最 大 阶 
NM. 
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(b) 介质 圆 球 散射 的 Fortran 源 程序 


SUBROUTINE DSRCS(KS,LAMBDA,EPSR,MUR,RAO,RAM,DRA,RA,PHI,DTH, 
& RAJ, THETA,RCS , NT) 


Purpose: Compute monostatic & bistatic RCS for a dielectric 


sphere 

Input : epsr --- Relative permittivity of the dielectric 
mur --- Relative permeability of the dielectric 
lambda --- Wavelength (in cm) 


[ £: frequency(GHz), labmda(cm)-30.0)/f(HGz) ] 


Code KS-1 for monostatic 


RAO --- (a)min (in cm) 
RAM --- (a)max (in cm) 
DRA --- Delta a (Step length, in cm) 
RAJ --- a(i), a(i)-RAO*(i-1)*DRA,i-1,2,... 
Code KS-2 for bistatic 
RA --- a, Radius of the sphere(in cm) 
Phi --- angle,phi=0 for E-Plane;phi-90 for H-Plane 
Theta --- Angle theta (in Degs) (O to 180) | 
DTH --- delta theta (Step Theta,in degs.) 
Output: RCS(j) --- Radar cross section(in square centimeter) 
RAJ(j) --- Radius a(i) 
Theta(j) --- Angle theta(i) (in Degs) (0 to 180) 


Routine called: BCNDS for computing coefficients bn and cn 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D,L,P,R,T,X,W) 

COMPLEX*16 B1N(200) ,BPA (200) ,EPSR,MUR 

DIMENSION C1N(200) ,CPA(200) ,RAJ(O: 200) ,PM1(0:200), 
& PD1(0:200) ,RCS(0:360) , THETA (0:360) 

PI-3.141592653589793D0 

PI2-2.0DO*PI 

RD-1.7453292519943296D-2 

CJ-(0.0D0,1.0D0) 

LAMBDA=1 .0DO 

IF (KS.EQ.1) NT=INT((RAM-RAO+O.5*DRA)/DRA)+1 

IF (KS.EQ.2) NT-INT((180*0.5*DTH) /DTH) 
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IF (KS.EQ.1) THEN 
DO 30 J=1,NT | 
RA=RAO+(J-1.0D0) *DRA 
RAJCJ)=RA 
CALL BCNDS (RA, LAMBDA, EPSR, MUR, Nm, B1N , C1N , BPA, CPA) 
CW=0.0 
DO 10 K=1,Nm 
CWO=CW 
CW=CW+(-1)**K*(2.0DO*K+1 .0D0) * (BPA (K)-CPA(K)) 
IF (CABS(1.0DO-CWO/CW).LE.1.0D-10) GO TO 20 
CONTINUE 
W2=CDABS (CW) «2 
RCS (J) -LAMBDA**2/ (4. ODO*PI) *W2 
CONTINUE 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
RPHI-RD*PHI . 
RC2P=DCOS (RPHI) **2 
RS2P=DSTN(RPHT ) **2 
CALL BCNDS(RA,LAMBDA,EPSR, MUR, Nm, B1N , C1N , BPA , CPA) 
DO 100 J=0,NT 
THETA (J)=J*DTH 
XP=DCOS (RD*THETA(J)) 
CALL AP1N(Nm,XP,PM1 ,PD1) 
IF (PHI.EQ.90.0) GO TO 60 
CW-0.0DO 
DO 40 K-1,Nm 
CWO-CW 
CW=CW+ (CJ)**K* (BIN (К) *PD1 (К) -CAN (K) *PM1 (K)) 
IF (CDABS(1.0DO-CWO/CW).LE.1.0D-10) GO TO 50 
CONTINUE 
RA2T=CDABS (CW) **2 
IF (PHI.EQ.0.0) GO TO 90 
CP=0.0D0 
DO 70 K=1,Nm 
СРО=СР 
CP=CP+(CJ)**K*(B1N(K)*PM1(K)-C1N(K)*PD1(K)) 
IF (CDABS(1.0DO-CPO/CP).LE.1.0D-10) GO TO 80 
CONTINUE 
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80 RA2P=CDABS (CP) **2 
90 RCS (J) -LAMBDA**2/PI* (RC2P*RA2T+RS2P*RA2P) 
100 CONTINUE 

ENDIF 

RETURN 

END 


SUBROUTINE BCNDS(RA,LAMBDA,EPSR,MUR,Nm,B1N,C1N,BPA,CPA) 


Routine called: RCTJH for computing zjn(z), zhn(2)(z), 


and their derivatives 


C ============================================================ 
C Purpose: Compute the scattering coefficients bn and cn for 
C a dielectric sphere 

C Input : RA --- Radius of the dielectric sphere (in cm) 

C EPSR--- Relative permittivity of dielectric.sphere 
C MUR --- Relative permeability of dielectric sphere 
C. Lambda --- Wavelength (in cm) 

C Output: BIN --- bn 

C C1N --- cn 

C BPA -—- bn/an 

C CPA --- cn/an 

C Nm --- Maximum n 

C 

C 

C 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (L,P,R) 
COMPLEX*16 A1N(200) ,B1N(200) ,BPA(200) , EPSR, EPS2, MUR, MU2, 


& R1B(200) , R1C(200) 

DIMENSION CRJ(0:200),CRDJ(0:200) , CRH(0:200) , CRDH(0:200) , 
& C1N (200) , CPA (200) 

N-200 


РІ=3.14159265359р0 

PI2-2.0DO*PI 

CJ=(0.0D0,1.0D0) 

EPS2=CDSQRT(EPSR) 

MU2=CDSQRT (MUR) 
ZKA-PI2*RA/LAMBDA*EPS2*MU2 

CALL. RCTJH(N,ZKA, NM, CRJ , CRDJ , CRH, CRDH) 
DO 10 K-1,NM 
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R1B(K)=CRDJ (K) /CRJ (K) *MU2/EPS2 
R1C(K)=CRJ (K) /CRDJ (K)*MU2/EPS2 

ZKOA=P12*RA/LAMBDA 

CALL RCTJH(N,ZKOA,NM,CRJ,CRDJ,CRH, CRDH) 

ро 20 K-1,NM 
A1N(K)=CJ**(-K)*(2.0D0*K+1 .0)/(K*(K+1 .0) ) 

CONTINUE 

DO 30 K=1,NM 
BPA(K)=-(CRDJ(K)-R1B(K)*CRJ(K))/(CRDH(K)-R1B(K)*CRH(K)) 
B1N(K)-BPA(K) *A1N (K) 
CPA (GO =- (CRJ (К) -R1C (K) *CRDJ (K) ) / (CRH (K) -R1C(K) *CRDH(K)) 
C1N(K)=CPA(K) *A1N(K) 
IF (CDABS(B1N(K)).LT.1.0D-200.0R.CDABS(C1N(K)) .LT. 1.0D-200) 

GO TO 40 

CONTINUE 

NM-K-1 

RETURN 

END 


SUBROUTINE AP1N(N,X,PM1,PD1) 


Purpose: Compute associated Legendre polynomials 


Pln(x)/sqrt(1-x*x) & pin’ GO*sqrt(i-x*x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (P,X) 


(See illustrative example 1 for subroutine AP1N) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE RCTJH(N,Z,NM,CRJ,CRDJ,CRH, CRDH) 


Purpose: Compute complex Riccati-Bessel functions z*jn(z) 
& z*hn(2)(z) and their derivatives 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 
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(See illustrative example 1 for subroutine RCTJH) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE BJNMM(X,N,NM,M) 


Purpose: For given x and |xjn(x)| >= 10**-200,determine 
the maximum computable order, and the initial 
order for backward recurrence by Curvefitting 


Method 


DOUBLE PRECISION X 
(See illustrative example 1 for subroutine BJNMM) 


RETURN 
END 


范例 (3) “计算 平面 波 介 质 圆 球 散射 的 Monostaticl0lg (o/za?)-a/Ao 的 关系 


曲线 . 


с с со с со о a 


输入 参 变 量 : KS=1; А = 1.0cm z, 分 别 为 2.56 和 3.0 — j4.0; u, = 1.0; 
0.01 <a € 2.0cm, ба = 0.01cm 

范例 (4) “计算 平面 波 介质 圆 球 散射 E 平面 和 H 平面 内 的 Bistatic 
10lg(o/ma?)-0° 的 关系 曲线 . 

输入 参 变量 : KS=2; Ao = 1.0cm,=,。 HHA 2.56 和 3.0 — }4.0; р. = 1.0; 
a = 0.5cm; 
y = 0° Ж о = 180°; 0 = 0° ~ 180°; HK 50 = 1°. 

范例 (3) 和 (4) 的 主 程序 MDSRCS 


PROGRAM MDSRCS 


Purpose: As illustrative examples for computing monostatic 
and bistatic RCS for a dielectric sphere 
(1): Monostatic (KS=1) 
epsr=(3.0,-4.0), mur=(1.0,0.0) 
a(min)=0.1,a(max)=2.0,delta a=0.1,lambda=1.0(cm) 
Outout : 1010g10(RCS(j)/pia**2) - a(j)/lambda (KS=1) 
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(2): Bistatic (KS=2) 
epsr=(3.0,-4.0), mur=(1.0,0.0) 
a=0.5cm,lambda=1.0cm,phi=0 & phi-90,delta phi=1.0 
Output : 1010g10(RCS(j)/pia**2) - theta(j) (in Degs.) 
Routine called: DSRCS for computing monostatic and bistatic 


RCS for a dielectric sphere 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,2) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D,L,P,R,T) 
COMPLEX*16 EPSR,MUR 
DIMENSION RAJ(0:200),RCS(0:360) , THETA(0:360) 
PI-3.141592653589793D0 
WRITE(*,*) ? Please enter code KS, and epsr? 
READ(*,*)KS,EPSR 
MUR=(1.0D0,0.0D0) 
IF (KS.EQ.1) THEN 
WRITE(*,x)? Enter radius a(min),a(max),delta a, &’, 
’ lambda (in cm)’ 
READ(*, *) RAO, RAM, DRA, LAMBDA 
RAO=0.1D0 
RAM=2.0DO 
DRA=0.1D0 
LAMBDA-1.0DO 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
WRITE(*,*)'Please enter radius a,lambda (in cm) ? 
'phi, and delta theta (in degs.)? 
READ(*,*)RA,LAMBDA,PHI,DTH 
RA-0.5DO 
LAMBDA=1 . ODO 
PHT=90 . 0DO 
DTH=10.0D0 
ENDIF 
CALL DSRCS(KS,LAMBDA,EPSR,MUR,RAO,RAM,DRA,RA,PHI,DTH,RAJ, 
THETA,RCS,NT) 
IF (KS.EQ.1) THEN 
WRITE(*,*)? *** Monostatic RCS for a dielectric Sphere ***? 
WRITE(*, *) 
WRITE (*,*)? a(in cm) 101og10(Rcs/pia**2) db’ 
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ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
WRITE(*,*)? жжж Bistatic RCS for a dielectric sphere ***' 


IF (PHI.EQ.0.0) WRITE(*,*)? ( E-Plane )’ 
IF (PHI.EQ.90.0) WRITE(*,*)? ( H-Plane )' 
WRITE(C*,*)? theta(Degs) 101og10(Rcs/pia**2) db’ 

ENDIF 

WRITE(*,*) | | ------------------------------- d 

DO 10 J=0,NT 


IF (KS.EQ.1.AND.J.NE.O) THEN 
RCS(J)-RCS (J) / (PI*RAI (J) **2) 
RCS(J)=10 . 0D0*DLUG10(RCS(J) ) 
WRITE(*,20) RAJ(J) ,RCS(J) 

ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 

RCS (J) -RCS (J) / (PT*RA**2) 
RCS(J)=10.0D0*DLOG10(RCS(J)) 
WRITE(*,20) THETA(J) ,RCS(J) 

ENDIF 

10 CONTINUE 
WRITE (ж, *) 
UER=REAL (EPSR) 
UEI-AIMAG(EPSR) 
VMR-REAL (MUR) 
VMT=ATMAG(MUT) 
WRITE(*,*x)? The above computed results are for:’ 
IF (KS.EQ.1) THEN 

WRITE(*,41)KS,LAMBDA 

WRITE(*,42)UER,UEI,VMR, VMI 

WRITE(*,43)RAO,RAM,DRA 

ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 

WRITE(*,51)KS,LAMBDA 

WRITE(*,42)UER,UEI,VMR, VMI 

WRITE(*,52)RA,PHI,DTH 


ENDIF 
20 FORMAT(7X,F10.2,3X,F15.6) 
41 FORMAT(11X,'Monostatic (KS-2/,I2,?), lambda=’,F5.2,’ cm’) 
42 FORMAT(11X,’epsr= (’,F5.2,’, °,F5.2,’), mur= (’,F5.2,’, ›, 
& F5.2,7?)?) 


43 FORMAT(11X,?(a)min-/,F5.2," cm, a(max)=’,F5.2,’ cm, delta a=’, 


& F4.2? cm?) 
51 FORMAT(11X,’Bistatic (KS-2',12,'), lambda=’,F5.2,’ cm’) 
52 FORMAT(11X,’a -',F5.2,? cm, phi=’,F5.1,’ degs.,delta theta=’, 
& F5.1’ degs.’) 
END 


范例 (3) ”对 于 e, = 2.56 和 z, = 3.0 — j4.0; ur = 1.0 单 站 介质 球 散 射 的 计算 
结果 分 别 见 图 6.6.3 和 图 6.6.5. 它们 分 别 相应 输入 : 1, (2.56, 0.0) 和 1, (3.0, —4.0). 

范例 (4) ”对 于 z, = 2.56 和 er = 3.0 — j4.0; ur = 1.0 双 站 介质 球 散射 的 计算 
结果 分 别 如 图 6.6.2 和 图 6.6.4 所 示 . 


3 介 原 敷 展 理想 号 体 彫 球 的 Monostatic 和 Bistatic 雷达 散射 截面 с 计算 程序 


子 程序 名 : DCMSRCS 
DCMSRCS(KS,LAMBDA,EPSR,MUR,RA,RB,RBM,DRB,PHI,DTH,RAJ,THE 
TA,RCS,NT) 
(a) DCMSRCS 子 程序 使 用 说 明 
功用 : 计算 介质 甫 层 理想 导体 圆 球 的 Monostatic 和 Bistatic 雷达 散射 截面 c 
输入 : KS KS=1 相应 Monostatic; KS=2 相应 Bistatic 
Lambda 工作 波长 Ao (单位 : 厘米 或 米 ) 
CEPS 复 相 对 介 电 常数 , er = є/єо 
CMU 复 相 对 磁 导 率 , yr = nf uo 
KS=1 Monostatic 情 形 : 
RA 导体 球 半径 a( 单 位 与 м 相同) 
RBM 介质 球 外 径 bmsx(b 的 最 大 值 , 单位 与 X。 相同 ) 
DRB ób, 介 原 球 半径 増量 ( 步 长 ) 
RBJ(i) ”介质 球 半 径 , b(1)/Ao = (а +i * ób)/Ào 


bmax — a 
$=0,1,. Nr; Nr =INT | 一 ”一 
1 0, ; ANT; T ( ób ) 


KS=2 Bistatic 情 形 : 


RA 号 体 球 半径 (单位 与 Ao 相同 ) 
RB 介质 球 半径 (单位 与 Ag 相同 ) 
DTH 角 步 长 , 99( 取 1° 或 > 0.59; Omin = 0°, 
Omax = 180°) 
THETA (1) 角 0(i) =ix 80 i= 0,1, Np; № = 180/50 


输出 : KS=1 Monostatic 情形 : 
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RCSQ)-RA() ”雷达 散射 截面 c(i)- 球 半径 5(i) 的 关系 


. _ bmax — a 
i = 0,1,... ,Ni; Nr = INT (==) 


KS=2 Bistatic 情形 : 


RCS(i)~THETA(i) 雷达 散射 截面 o(i)- 角 9(i) 的 关系 


i=0,1,...,Nr; N+ = 180/66 


调用 子 程序 有 BCNDCMS: 计算 敷 层 介质 导体 球 散射 的 散射 系数 b. 和 cy. 


、 : , Р} 0 
APIN: 计算 缔 合 Legendre 函数 sin 0P! (cos 0) 和 D] 


BCTJH: HARRE Riccati-Bessel 函数 ん (>) 和 AO (2), Ж 
其 导数 . 

BJNMM: 计算 对 于 给 定 z БИ п 来 用 逆 推 法 求 み (z) 的 最大 
起 始 阶 M, 和 不 致 出 现 溢出 所 可 能 计算 的 n 的 最 大 阶 NM. 


(b) 介 康 敷 展 理想 号 体 園 球 散 射 的 Fortran 源 程 序 


SUBROUTINE DCMSRCS (KS , LAMBDA EPSR,MUR,RA,RB,RBM,DRB, PHI ,DTH, 
RBJ,THETA ,RCS , NT) 


Purpose: Compute monostatic & bistatic RCS for a dielectric- 


coated metal sphere 


Input : Code KS=1 for monostatic: 
epsr --- Relative permittivity of the dielectric 
mur --- Relative permeability of the dielectric 
RA --- Radius of the metal sphere(in cm) 
RBO --- Minimum RB, RBO-RA (in cm) 
RBM --- Maximum RB (in cm) 
DRB --- Delta RB (Step length, in cm) 
lambda --- Wavelength (in cm) 
Dutput: RCS(i) - b(i) in cm 
Code KS-2 for bistatic: 
RA ~-~ Radius of the metal sphere, a (in cm) 
RB --- Maximum RA (in cm) 
lambda --- Wavelength (in cm) 
Phi --- Angle, Phi=0 for E-Plane; 


Phi-90 for H-Plane 
Theta(i) --- Angle theta(i) (in Degs) (0 to 180) 
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DTH --- delta theta (Step theta,in degs.) 
(labmda = 30.0)/f(in GHz), f: frequency) 
Output: RCS(i)-theta(i) (in Degs) (O to 180) 


(RCS: Radar Cross Section in square centimeter) 


Routine called: BCNDCMS for computing coefficients bn and cn 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D,L,P,R,T,X,W) 
COMPLEX*16 B1N(160),BPA(160),EPSR,MUR 
DIMENSION PM1(0:160),PD1(0:160),C1N(160) ,RBJ(0:200), 
СРА (160) ,RCS (0:360) , THETA (0:360) 
PI-3.141592653589793D0 
PT2=2 . 0DO*PT 
RD=1 .7453292519943296D-2 
CJ=(0.0D0,1.0D0) - 
IF (KS.EQ.1) THEN 
NT=INT ( (RBM-RA+0.5*DRB) /DRB)+1 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
NT=TNT((180+0 . 5*DTH) /DTH) 
ENDTF 
IF (KS.EQ.1) THEN 
DO 30 J=1,NT 
RB=RA+(J-1.0D0)*DRB 
RBJ(J)=RB 
CALL BCNDCMS(RA,RB,LAMBDA,EPSR,MUR,Nm,BiN,C1N,BPA,CPA) 
CW=0.0 
DO 10 K=1,Nm 
CWO=CW 
CW-CW- (-1) ##K* (2. 0DO*K&1.0DO) * (BPA(K) -CPA(K)) 
IF (CABS(1.0D0-CWO/CW).LE.1.0D-10) .GO TO 20 
CONTINUE 
W2=CDABS (CW) **2 
RCS (J) =LAMBDA**2/ (4. ODO*PI) *W2 
CONTINUE 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
RPHI=RD*PHI 
RC2P=DCOS (RPHI) **2 
RS2P-DSIN(RPHI)**2 
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CALL BCNDCMS(RA,RB,LAMBDA,EPSR,MUR,Nm,B1iN,C1N,BPA,CPA) 
ро 100 J=0,NT 
THETA(J)=J*DTH 
XP=DCOS (RD*THETA(J)) 
CALL AP1N(Nm,XP,PM1 ,PD1) 
IF (PHI.EQ.90.0) GO TO 60 
CW-0.0DO 
DO 40 K=1,Nm 
CWO-CW 
CW=CW+ (CJ) жжКж (B1N (K) *PD1 (К) -C1N (K) *PM1 (K)) 
IF (CDABS(1.0D0-CWO/CW).LE.1.0D-10) GO TO 50 
40 CONTINUE 


50 RA2T=CDABS (CW) **2 
IF (PHI.EQ.0.0) GO TO 90 
60 CP=0 . ODO 
DO 70 K-1,Nm 
CP0=CP 


CP=CP+(CJ)**K*(B1N(K)*PM1(K)-C1N(K)*PD1(K)) 
ТЕ (CDABS(1.0DO-CPO/CP).LE.1.0D-10) GO TO 80 
70 CONTINUE 


80 RA2P=CDABS (СР) **2 
90 RCSCJ) -LAMBDA**2/PI* (RC2P*RA2T+RS2P*RA2P) 
100 CONTINUE 

ENDIF 

RETURN 

END 


SUBROUTINE BCNDCMS(RA,RB,LAMBDA,EPSR,MUR,Nm,BiN,C1N,BPA,CPA) 


C ============================================================ 
C Purpose: Compute the coefficients an, bn and cn 

C Input : RA --- Radius of the metal core sphere (in cm) 

C (Inner radius of the dielectric sphere shell) 
C RB --- Quter radius of the dielectric sphere shell 
C (in cm) 

C EPSR--- Relative permittivity of the coated layer 
C MUR --- Relative permeability of the coated layer 
C Lambda --- Wavelength (in cm) 

C 


Output: BIN -— bn 
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C1N --- cn 

BPA --- bn/an 

CPA --- cn/an 

Nm --- Maximum N 


Routine called: RCTJYH for computing zjn(z), zyn(z), zhn(z), 


and their derivatives 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 
DOUBLE PRECISION LAMBDA,RA,RB,PI,PI2 
COMPLEX*16 EPSR,EPS2,MUR,MU2,A1N(160) ,B1N (160) , BPA(160) , 
RED(160) , RHG(160) , R2B(160) , R2C(160) 
DIMENSION CRJ(0:160),CRDJ(0:160) , CRY(0: 160) ,CRDY(0:160), 
CRH(0: 160) , CRDH(0:160) , C1N (160) , CPA(160) 
PI-3.141592653589793D0 
PI2-2.0DO*PI 
CJ=(0.0D0,1.0D0) 
EPS2=CDSQRT (EPSR) 
MU2=CDSQRT (MUR) 
N=160 
ZKA=PT2*RA/LAMBDA*EPS2*MU2 
CALL RCTJYH(N , ZKA ,NM,CRJ ,CRDJ ,CRY ,CRDY , CRH , CRDH) 
DO 20 K=1,NM 
RED (K)=-CRDJ (K) /CRDY (К) 
RHG (K)=-CRJ (K) /CRY (K) 
IF (CDABS(RED(K)) .LT.1.0D-200.0R.CDABS (RHG(K)) .LT.1.0D-260) 
GO TO 25 
CONTINUE 
NMO-K-1 
ZKB=P12*RB/LAMBDA*EPS2*MU2 
CALL RCTJYH(N,ZKB,NM,CRJ,CRDJ,CRY,CRDY,CRH, CRDH) 
IF (NM.GT.NMO) NM-NMO 
IF (RA.NE.RB) THEN 
DO 30 K=1,NM 
R2B(K) = CCRDJ (K) +RED (К) *CRDY (K) ) / (CRJ (K) +RED (K) «CRY (K) ) 
MU2/EPS2 
R2C(K)=(CRJ(K)+RHG(K) *ОВҮ (K) ) / (CRDJ (K) +RHG (К) *CRDY (K) ) * 
MU2/EPS2 
CONTINUE 


40 
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ENDIF 
NMO=NM 
ZKOB=P12*RB/LAMBDA 
CALL RCTJYH(N,ZKOB,NM,CRJ,CRDJ, CRY, CRDY , CRH, CRDH) 
IF (NM.GT.NMO) NM-NMO 
DO 40 K=1,NM 
A1N(K)=CJ**(-K) *(2.0DO*K+1 .0)/(K*(K+1.0) ) 
DO 45 K=1,NM 
ВРА (K) =- (CRDJ (K) -R2B (K) «CRJ (K) ) / (CRDH (K) -R2B (K) *CRH(K) ) 
B1N(K) -BPA (K) *A1N(K) 
CPA (K) =- (CRJ (K) -R2C (K) «CRDJ (K) ) / (CRH(K) -R2C (KO *CRDH(K) ) 
C1N(K)=CPA(K) *A1N(K) 
IF (CDABS(BiN(K)).LT.1.0D-200.0R. CDABS(C1N(K)) .LT. 1.0D-200) 
GO TO 50 
CONTINUE 
NM-K-1 
RETURN 
END 


SUBROUTINE AP1N(N,X,PM1 ,PD1) 


Purpose: Compute associated Legendre polynomials 
Pin(x)/sqrt(1-x*x) & pin? (x) *sqrt (1-x*x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (P,X) 


(See illustrative example 1 for subroutine AP1N) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE RCTJH(N,Z,NM,CRJ,CRDJ,CRH, CRDH) 


Purpose: Compute complex Riccati-Bessel functions z*jn(z) 
& z*hn(2)(z) and their derivatives 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 
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(See illustrative example 1 for subroutine RCTJH) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE BJNMM(X,N,NM,M) 


Purpose: For given x and |xjn(x)| >= 10*+*-200,determine 
the maximum computable order, and the initial 
order for backward recurrence by Curvefitting 


Method 


A с G с со a3 


DOUBLE PRECISION X 
(See illustrative example 1 for subroutine BJNMM) 


RETURN 
END 


范例 (5) “计算 平面 波 介质 甫 层 导 电 圆 球 散射 E 平面 和 H 平面 内 的 双 站 
Bistatic 101g (o/ma?)-0° 的 关系 曲线 . 输入 参 变 量 : KS= 2; А = 10cm, e, = 3.0 — 
j4.0, jr = 1.0; a = 0.5 cm, b = 0.6 cm; р = 0° Ж = 180°; 0 = 0° ~ 180°; 步 长 
99 = 1°. 

范例 (6) ”计算 平面 波 介质 散 层 导电 圆 球 散射 的 单 站 Monostatic10lg (с /wa2)- 
b/Ao 的 关系 曲线 . 输入 参 变 量 : KS=1; Ao = 1.0 cm, e, = 3.0 — j4.0; ur = 1.0; 
0.01 < b < 2.0 cm, ób = 0.01 cm 

范例 (5) 和 (6) 的 主 程序 MDCMSRCS 


PROGRAM MDCMSRCS 


Purpose: Illustration Examples for computing monostatic and 
bistatic RCS for a dielectric-coated metal sphere 
(1): Monostatic (KS=1) 
Input : epsr=(3.0,-4.0), mur=(1.0,0.0) 
a-0.5cm, lambda=1.0 
b(min)-0.5cm, b(max)-2.0cm, delta b-0.1cm, 
Outout: 101ogiO0(RCS(i)) - b(i) 
(2): Bistatic (KS-2) 


о со со с с со с) с a3 


Qaaaaaaa 


ж 


A .713 . 


Input : epsr=(3.0,-4.0), mur=(1.0,0.0) 
a=0.5cm, b-0.6cm, lambda-1.0cm, 
phi-0 (or phi=90), delta phi=10.0 
Output: 101og10(RCS(i)) db scm - theta(i) Degs. 
Routine called: DCMSRCS for computing monostatic and bistatic 
RCS for a dielectric-coated metal sphere 
IMPLICIT COMPLEX*16 (0,2) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D,L,P,R,T) 
COMPLEX*16 EPSR,MUR 
DIMENSION RBJ(0:160) ,RCS(0:360) , THETA (0:360) 
PI-3.141592653589793D0 


WRITE(*,*) ? Please enter code KS, epsr and Mur’ 
READ(*,*)KS,EPSR,MUR 

WRITE(*,*) ? Please enter code KS' 

READ(*,*)KS 


EPSR=(3.0,-4.0) 
MUR=(1.0,0.0) 
IF (KS.EQ.1) THEN 
WRITE (*,*)? Enter radius a(min), a(max), delta a, &’, 
› lambda (in cm)? 
READ (*, *)RA,RBM,DRB, LAMBDA 
RA-0.5DO 
RBM-2.0DO 
DRB=0.1D0 
LAMBDA=1 . ODO 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
WRITE(*,*)'Please enter radius a,b,lambda (in cm) ^, 
*phi, and delta theta (in degs.)' 
READ(*,*)RA,RB,LAMBDA,PHI,DTH 
RA=0.5D0 
RB-0.6DO 
LAMBDA-1.0DO 
PHI-0.0DO 
DTH=10.0DO 
ENDIF 
CALL DCMSRCS(KS,LAMBDA,EPSR,MUR,RA,RB,RBM,DRB,PHI,DTH,RBJ, 
THETA,RCS ,NT) 
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IF (KS.EQ.1) THEN 
WRITE(*,*)' *** Monostatic RCS for a dielectric-coated ' 
^metal sphere ***? 
WRITE(*,*) 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
WRITE(*,*)? *** Bistatic RCS for a dielectric-coated um 


*metal sphere **x? 


IF (PHI.EQ.0.0) WRITE(*,*)? ( E-Plane )? 
IF (PHI.EQ.90.0) WRITE(*,*)" ( H-Plane )， 
ENDIF 


IF (KS.EQ.1) WRITE(*,31) 
IF (KS.EQ.2) WRITE(*,32) 
WRITE(*,33) 
DO 10 J=0,NT 
IF (KS.EQ.1.AND.J.NE.O) THEN 
RC8(J) 210. 0DO*DLOG10(RCS(J)) 
WRITE(*,20) RBJ(J) ,RCS(J) 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
RCS (J)=10.0D0*DLOG10(RCS(J)) 
WRITE(*,20) THETA(J),RCS(J) 
ENDIF 
CONTINUE 
WRITE (*, *) 
UER=REAL (EPSR) 
UEI-AIMAG(EPSR) 
VMR-REAL (MUR) 
VMI-AIMAG(MUI) 
IF (KS.EQ.1) THEN 
WRITE(*,*)? The computed results are for ', 
'monostatic case (KS=1):’ 
WRITE(*,42)UER,UEI,VMR,VMI 
WRITE(*,41)LAMBDA,RA 
WRITE(*,43)RA,RBM,DRB 
ELSE IF (KS.EQ.2) THEN 
WRITE(*,*)? The computed results are for ', 
*bistatic case (KS=2) : > 
WRITE(*,42)UER ,UEI , VMR, VMI 
WRITE (*,51)LAMBDA,RA,RB 


, 
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WRITE(*,52)PHI,DTH 
ENDIF 
20 FORMAT(7X,F10.2,3X,F15.6) 
31 FORMAT(12X,'b(in cm) 101og10(Rcs) dbscm?) 
32 FORMAT(11X,’ theta(Degs) 101og10(Rcs) dbscm’) 
33 FORMAT (9X, ?~----------------------------- ?) 
41 FORMAT(11X,'lambda-/,F5.2," cm, a=’,F5.2,’ cm’) 
42 FORMAT(11X,’epsr= (’,F5.2,’, !",F5.2,), mr= (’,F5.2,’, ', 
& F5.2,’)?) 
43 FORMAT (11X,’ (b)min=’ ,F5.2,’ cm, b(max)=’,F5.2,’ cm, delta b=’, 
& F4.2? cm’) 
51 FORMAT (11X,’?lambda=’,F5.2,’ cm, а =’,F5.2,’ cm, b =’,F5.2; 
& > cm’) 
52 FORMAT(11X,'phi =’,F5.1,’ degs., delta theta-',F4.1" degs.’) 
END 


范例 (5) 和 (6) 对 于 z, = 3.0 — j4.0; ur = 1.0 双 站 和 单 站 介质 敷 层 导体 球 散 射 
的 计算 结果 分 别 如 图 6.7.2 和 图 6.7.3 所 示 . 


4 多 层 介 质 球 和 多 层 介质 甫 层 理想 导体 球 的 Bistatic 雷 达 散 射 截面 о 计算 程序 


子 程序 名 : MLSRCS 
MLSRCS (KF,M, LAMBDA, RA, EPSR, MUR, PHI, DTH, RCS, NT) 
(a) MLSRCS 子 程序 使 用 说 明 
功用 : 多 层 介 质 球 和 多 层 介 质 敷 层 理 想 导 体 球 的 Monostatic 和 Bistatic 雷达 
散射 截面 = 
输入 : KF ”KS=1 相应 导体 球 芯 ; KF=2 相应 介质 球 芯 
M 球体 分 层 数 
Lambda 工作 波长 Ao C 单位 : 厘米 或 米 ) 
RA(i) 第 i 层 球 半 径 a(i)( 单位 与 Ao 相同 ) 
CEPS(i) 第 ? 层 球 复 相对 介 电 常数 ，eyr = s/eo 
CMU(i) Bi 层 复 相 对 磁 导 率 ，jr = u/ uo 


i=2,3,---,M(KF=1); i=1,2,---,M(KF = 2) 
CEPS(M+1) Ж m+ 1 层 球 外 自由 空间 复 相对 介 电 常数 ，srmri = 1 
CMU(M+1) 第 m +1 层 球 外 自由 空间 复 相 对 磁 导 率 , m=1 


DTH 角 步 长 ， 60( 取 1° 或 之 0.5°; Omin = 0°, Omax = 180°) 
THETA() ff 0(0) = 1 * 60,i = 0,1,---,Na; Nr = 180/60 
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输出 : RCS()-THETA() 雷达 散射 截面 o(i)- 角 0G) 的 关系 
t =0,1,--- , Nr; Nr = 180/80 


RCS(i)~RA(i) 雷达 散射 截面 c(i)- 球 半径 b(i) 的 关系 


i=0,1,... Nr; N+ = INT — ) 
RCS 单位 : 平方 厘米 (Sem) 或 平方 米 (Sm). 
WAT: BCML: 计算 多 层 介 质 球 和 多 层 介质 敷 层 理想 导体 球 散 射 的 散 
射 系数 bn 和 cn. | 
APIN: 计算 缔 合 Legendre 函数 sin OPY (cos Ө) 和 сое) . 
BCTJH: 计算 复 宗 量 Riccati-Bessel BM J, (z) 和 AP (2), Ж 
其 导数 . 
BJNMM: 计算 对 于 给 定 z УИ п 采用 道 推 法 求 Ju) 的 最 大 
起 始 阶 M， 和 不 致 出 现 溢出 所 可 能 计算 的 ヵ 的 最大 
阶 NM. 
(b) 多 层 介 质 球 和 多 层 介质 甫 层 理想 导体 球 散射 的 Fortran 源 程序 


SUBROUTINE MLSRCS (KF ,M,LAMBDA,RA,EPSR,MUR,PHI,DTH, 
& THETA,RCS,NT) 


Purpose: Compute the bistatic RCS for a M-1-layer dielectric 
coated metal sphere or a M-layer dielectric sphere 
Input : KF --- Code, KF=1 for multi-layer dielectric-coated 
metal sphere 


KF=2 for multi-layer dielectric sphere 


M --- Number of layers ( M=1,2,...; MP1=M+1 ) 
RA(1) --- Radius of the first layer 

DRA --- Delta(ra) 

RA(i) --- Radius of the i-th layer, 


RA(i)=RA(1)+(i-1) *DRA 
( Мах. [RA(M)/lambda] <= 3.5 ) 


Lambda --- Wavelength (in cm), 

( f --- Frequency in GHz, Lambda=30.0/f(GHz) ) 
EPSR(i) --- Relative permittivity of the i-th layer 
MUR(i) --- Relative permeability of the i-th layer 


i-2,3,... M (KF=1); i=1,2,...,M (KF=2) 
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EPSR(M+1)=(1.0,0.0), MUR(M+1)=(1.0,0.0) 
Output: RCS(i) (in scm or sm) - theta(i) (in Degs) 
( scm: square centimeter; sm: square metrer ) 
Routine called: BCNML for computing coefficients bn and cn for 


a multi-layer dielectric-coated and dielectric sphere 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (L,D,P,R,T,X) 
COMPLEX*16 EPSR(201) ,MUR(201) ,B1N (120) 
DIMENSION BIN(120),C1N(120),PM1(0:120),PD1(0:120), 
RCS (0: 360) , THETA (0:360) 
MP1=M+1 
PI-3.14159265359D0 
RD=1 . 7453292519943296D-2 
CJ=(0.0D0,1.0D0) 
RPHT=RD*PHT 
RC2P-DCOS (RPHI) **2 
RS2P-DSIN(RPHI)**2 
CALL BCNML(KF,M,RA,LAMBDA,EPSR,MUR, Nm, B1N , C1N) 
IF (NM.GT.120) NM=120 
NT=TNT((180+0 .5*DTH) /DTH) 
ро 70 J=0,NT 
THETA (J) =J*DTH 
XP=DCOS (RD*THETA(J)) 
CALL APiN(Nm,XP,PM1,PD1) 
IF (PHI.EQ.90.0) GO TO 30 
CW-0.0DO 
DO 10 K-1,Nm 
Cw0=CW 
Cw=Cw+(CJ)**K*(B1N(K)*PD1 (К) -C1N(K) *PM1 (K) ) 
IF (CDABS(1 .0D0-Cw0/CW) .LE.1.0D-10) GO TO 20 
CONTINUE 
RA2T=CDABS (CW) **2 
IF (PHI.EQ.0.0) GO TO 60 
CP=0.0D0 
DO 40 K=1,Nm 
CPO-CP 
CP=CP+ (CJ) *#K* (B1N (K) *РМ1 (К) -C1N (K) *PD1(K)) 
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IF (CDABS(1.0DO0-CPO/CP).LE.1.0D-10) GO TO 50 
CONTINUE f 
RA2P=CDABS (СР) **2 
RCS (J) -LAMBDA**2/PI* (RC2P*RA2T+RS2P*RA2P ) 
CONTINUE 
RETURN 
END 


SUBROUTINE BCNML(KF ,M,RA,LAMBDA,EPSR,MUR,Nm,B1N,C1N) 


Purpose: Compute the bistatic RCS for a M-i-layer dielectric 
coated metal sphere or a M-layer dielectric sphere 
KF --- Code, KF-1 for multi-dielectric-coated metal 
sphere 


KF=2 for a multi-dielectric sphere 


M --- Number of layers ( M-1,2,...; MP1=M+i ) 

RA(i) --- Radius of the i-th layer 

( Мах. [RA(M)/Lambda] <= 3.5, depending on EPSR,MUR ) 

EPSR(i) --- Relative permittivity for the i-th layer 

MUR(i) --- Relative permeability for the i-th layer 
(i =1,2,... ,M) 

EPSR(MP1)=(1.0,0.0), MUR(MP1)=(1.0,0.0) 

Lambda --- Wavelength (in cm) 


( Lambda=30.0/f cm, f (in GHz, Frequency) 
Output: Coefficients bn and cn for EM scattering by a 


multi~layer sphere 


B1N(n) --- bn(n), n=1,2,...,Nm 
CiN(n) --- cn(n), n-1,2 ...,Nm 
Nm --- Maximum N 


Routine called: RCTJYH for computing complex Riccati-Bessel 
functions z*jn(z) & z*hn(2)(z) and their derivatives 


Note: All data are given in a subroutine DATAF 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,2) 

DOUBLE PRECISION PI,RA(120),LAMBDA 

COMPLEX*16 EPSR(161) ,MUR(161) ,A1N(120) ,B1N (120) ,BPA(120) , 
RED (120) ,RHG (120) , RB(120) ,RC(120) 

DIMENSION CRJ(O:120) ,CRDJ(0:120) ,CRY(0:120) ,CRDY(0:120), 
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CRH(0:120),CRDH(0:120),C1N(120),CPA(120) 
MP1=M+1 
PI=3.141592653589793D0 
N=120 
IF (KF.EQ.2) THEN 
Z11=2.0D0*PI/LAMBDA*CDSQRT (EPSR (1) «MUR (1) ) *RA (1) 
CALL RCTJYH(N,Z11,NM,CRJ,CRDJ,CRY,CRDY,CRH, CRDH) 
CERM=CDSQRT (EPSR (2) /EPSR (1) «MUR (1) /MUR(2)) 
DO 10 K=1,NM 
RB (X) -CRDJ (K) /CRJ (K) *CERM 
RC(K) -CRJ (K) /CRDJ (K) *CERM 
CONTINUE 
ENDIF 
Z21=2.0D0*PI /LAMBDA*CDSQRT (EPSR (2) «MUR (2) ) *RA(1) 
CALL RCTJYH(N,Z21,NM,CRJ,CRDJ, CRY , CRDY , CRH, CRDH) 
IF (KF.EQ.2) THEN 
DO 20 K-1,NM 


RED (K)=- (CRDJ (K) -RB (K) *CRJ (K) ) / CCRDY (K) -RB(K) *CRY (K)) 
RHG (K) =- (CRJ (K) -RC (K) *CRDJ (K) } / (CRY (K) -RC(K) *CRDY (K)) 


IF (CDABS(RED(K)).LT.1.0D-200) GO TO 35 
IF (CDABS(RHG(K)).LT.1.0D-200) GO TO 35 
CONTINUE 
ELSE IF (KF.EQ.1) THEN 
DO 30 K-1,NM 
RED(K)=-CRDJ(K) /CRDY (K) 
RHG (K) =-CRJ(K) /CRY (K) 
IF (CDABS(RED(K)).LT.1.0D-200) GO TO 35 
IF (CDABS(RHG(K)).LT.1.0D-200) GO TO 35 
CONTINUE 
ENDIF 
CONTINUE 
NM-K-1 
DO 60 I-2,M 
COO-CDSQRT (EPSR (I1) /EPSR (I) *MUR(I) /MUR(I+1)) 
ZJM1=2 .OD0*PI /LAMBDA*CDSQRT (EPSR(I)*MUR(I))*RA(I) 
CALL RCTJYH(N,ZJM1,NM,CRJ,CRDJ,CRY,CRDY,CRH, CRDH) 
DO 40 K-1,NM 


RB (K) - CCRDJ (К) *RED (К) *CRDY (K)) / (CRJ (K) +RED (K) *CRY (K)) «COO . 
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RC(K)=(CRJ(K) +RHG (K) *CRY (K) ) / (CRDJ (K) +RHG (K)*CRDY (K))*C00 
IF (CDABS(RB(K)).LT.1.0D-200) GO TO 45 
IF (CDABS(RC(K)).LT.1.0D-200) GO TO 45 
CONTINUE 
NMi-K-1 
IF (I.EQ.M) GO TO 60 
ZJ1-2.0DO*PI/LAMBDA*CDSQRT (EPSR(T+1) «MUR (I+1)) *RA (I) 
CALL RCTJYH(N,ZJ1,NM,CRJ,CRDJ,CRY, CRDY , CRH, CRDH) 
DO 50 K-1,NM 
RED (K) =- (CRDJ (K) -RB (K) *CRJ (K) ) / (CRDY (K) -RB (K) «CRY (K)) 
RHG (K) =- (CRJ (K) -RC (K) *CRDJ (K) ) / (CRY (K) -RC (K) *CRDY (K) ) 
IF (CDABS(RED(K)).LT.1.0D-200) GO TO 60 
IF (CDABS(RHG(K)).LT.1.0D-200) GO TO 60 
CONTINUE 
CONTINUE 
IF (M.EQ.1) THEN 
IF (KF.EQ.1) THEN 
DO 70 K=1,NM 
RB(K)=0.0D0 
RC(K)=0.0D0 
CONTINUE 
ELSE IF (KF.EQ.2) THEN 
C00=CDSQRT(EPSR(2)/EPSR(1)*MUR(1)/MUR(2)) 
Z1=2.0O0D0*PI/LAMBDA*CDSQRT(EPSR(1)*MUR(1))*RA(1) 
CALL RCTJYH(N,Z1,NM,CRJ,CRDJ,CRY,CRDY,CRH,CRDH) 
DO 80 K=1,NM 
RB(K)=CRDJ(K) /CRJ (K) «COO 
RC(K) -CRJ (K) /CRDJ (K) «C00 
IF (CDABS(RB(K)).LT.1.0D-200) GO TO 85 
IF (CDABS(RC(K)).LT.1.0D-200) GO TO 85 
CONTINUE 
NM-K-1 
ENDIF 
ENDIF 
CJ=(0.0D0,1.0D0) 
Z72.0DO*PI/LAMBDA*CDSQRT (EPSR (MP1) *MUR (MP1) ) «RA (М) 
CALL RCTJYH(N,Z,NM,CRJ,CRDJ,CRY,CRDY,CRH,CRDH) 
DO 90 K=1,NM 


ж 
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A1N(K)=CJ**(-K)*(2.ODO*K+1.0)/(K*(K+1.0)) 
90 CONTINUE 
DO 100 K=1,NM 
BPA(K)=-(CRDJ(K)-RB(K)*CRJ(K)) / (CRDH (K) -RB (K) *CRH(K) ) 
CPA (K) =- CCRJ (K) -RC CK) *CRDJ (K) ) / (CRH(K) -RC CK) *CRDH(K) ) 
B1N(K)=BPA(K)*A1N(K) 
C1N(K)=CPA(K)*A1N(K) 
IF (CDABS(B1N(K)).LT.1.0D-200.0R.CDABS(B1N(K)).LT.1.0D-200) 


& GO TO 105 
100 CONTINUE 
105 NM-K-1 
RETURN 
END 


SUBROUTINE AP1N(N,X,PM1,PD1) 


Purpose: Compute associated Legendre polynomials 
Pin(x)/sqrt(i-x*x) & pin'(x)*sqrt(i-x*x) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (P,X) 


ооо а 


(See illustrative example 1 for subroutine AP1N) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE RCTJYH(N,Z,NM,CRJ,CRDJ, CRY, CRDY , CRH, CRDH) 
Purpose: Compute complex Riccati-Bessel functions z*jn(z) 


& z*hn(2)(z) and their derivatives 


IMPLICIT COMPLEX*16 (C,Z) 


Q с G O со 


(See illustrative example 1 for subroutine RCTJYN) 


RETURN 
END 
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SUBROUTINE BJNMM(X,N,NM,M) 


Purpose: For given x and |xjn(x)| >= 10**-200, determine 
the maximum computable order, and the initial 
order for backward recurrence by Curvefitting 
Method 


范例 (T) Reo, uo 自由 空间 中 有 一 含 两 层 介 质数 层 的 导体 圆 球 (M = 3), SR 
其 第 (з) 层 介质 球 厚度 d RADA, H 平面 背 向 单 站 雷达 散射 截面 
10lgoe- = の Ao 的 关系 曲线 . 本 例 用 程序 4 计算 , 其 中 的 层 数 M、 代 码 KF 和 各 
层 的 参数 如 下 : 

M = 3, KF = 1,Ào = 1.0cm; PHI = 90.0, DTH = 180.0 

第 (1) Æ: 0 < r <a, = co 理想 导体 ; a, = 1.529 

第 (2) B: а < r < az 理想 介质 ; ао = а + Xea = 1.65625Ao: 


Erg = 2.56, ura = 1.0 


第 (3) 层 : а < r < as APES; as = a + d,0 < d < 0.326; 


gzs = (3.0, —4.0), por = 1.0 


( 注 : as (ü) 在 主 程序 中 编 入 , 其 他 各 项 输入 数据 给 在 数据 子 程序 DATAF rh) 
范例 (7) 的 主 程序 MMLSRCSA 和 输入 数据 子 程序 DATAF 


PROGRAM MMLSRCSA 


Purpose: This mainprogram computse monostatic RCS vs 
d/lambdaO for a 3 layer dielectric coated-metal 
sphere by using subrouting MLSRCS 
( for illustrative example 7 ) 

Illustrative example: KF-1, M-3, lambda-1.0 cm 
а(1)=1.5 cm, а(2)=а(1)+0.15625 cm,a(3)-a(2)4d (i) 
epsr (2)=2.56, ,epsr(3)=(3.0,-1.0), epsr (4)=1.0 
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mur(i)=1.0, (i=2,3,...,M+1), delta theta=180.0 degs. 
Output:  1010g10(RCS(i)) dbscm - d(i) cm (d(i)=0 to 0.4) 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D,L,P,R,T) 
COMPLEX*16 EPSR(201),MUR(201) 
DIMENSION RA(201) ,RCS(0:360) ,THETA(0:360) , SMA(200) 
CALL DATAF (KF ,M,RA ,DRA , LAMBDA , EPSR ,MUR , PHI , DTH) 
WRITE (*,25) 
WRITE (*,30) 
WRITE(*,40) 
DO 10 I=1,200 
DL=0 .002*I 
RA(3)=RA(2)+DL 
CALL MLSRCS(KF,M,LAMBDA,RA,EPSR,MUR,PHI,DTH,THETA,RCS,NT) 
RCS (NT) 210. ODO*DLOG10 (RCS (NT) ) 
RCS (0) 210. ODO*DLOG10 (RCS (0)) 
WRITE(*,20)DL,RCS(0) ,RCS (NT) 
FORMAT(10X,F10.3,F17.6,F20.6) 


FORMAT (28X, ’theta=0 theta=180’) 

FORMAT (16X, ’d(cm) 101og10Rcs(dbscm) 101og10Rcs(dbscm) ’) 
FORMAT (12X, ’----~-------------------~------------~------------ ゆ 
END 


SUBROUTINE DATAF(KF,M,RA,DRA,LAMBDA, EPSR,MUR, PHI , DTH) 


Purpose: Input Data: 
KF --- Code KF-1 is for M-1 layer dielectric coated 
metal sphere; KF-2 is for M layer 


dielectric sphere 


M --- Number of layers ( M-1,2,...; MP1=M+1 ) 
RA(1) --- Radius of the first layer sphere (in cm) 
DRA --- Delta(ra) (in cm) 

RA(i) --- Radius of the i-th layer sphere 


RA(i)-RA(Ci)*(i-1)*DRA (in cm) 
( Мах. [RA(M)/1ambda] <= 3.5 ) 
Lambda --- Wavelength (in cm) 
( f --- Frequency in GHz, Lambda-30.0/f(GHz) ) 
EPSR(i) --- Relative permittivity of the i-th layer 
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MUR(i) --- Relative permeability of the i-th layer 
Cis 1,2, ... M) 

EPSR(M+1)=(1.0,0.0), MUR(M+1)=(1.0,0.0) 

PHI --- phi=O(degs) for E-plane; phi=90 for H-plane 

DTH --- delta theta 


COMPLEX*16 EPSR(201) ,MUR(201) 

DOUBLE PRECISION RA(201) ,DRA, LAMBDA ,DTH, PHI 

KF=1 

M=3 

MP1=M+1 

LAMBDA=1 . ODO 

RA(1)=1.5D0 

ВА (2) =1.5р0+0.15625р0 

EPSR(2)=2.56D0 

EPSR(3)=(3.0D0,-1 .0DO) 

EPSR(4)=1 .0DO 

DO 20 1=2,М+1 
MUR(I)=(1.0D0,0.0D0) 

PHI-90.0DO 

DTH=180 . 0DO 

WRITE(* ,41) 

WRITE(*,*) 

RM=0.4D0 

RA(3)=RA(2)+RM 

WRITE(*,54)M,LAMBDA , RM 

WRITE(*,42) 

WRITE(*,43) 

WRITE(*,44) 

WRITE(*,52)1,RA(1) 

WRITE(*,51)2,RA(2) , EPSR(2) , MUR (2) 

WRITE(*,51)3,RA(3) , EPSR(3) , MUR(3) 

CONTINUE 

WRITE(*,53)RA(3) ,EPSR(4) , MUR(4) 

WRITE(*,55)PHI 

FORMAT(12X,'*** Multi-layer dielectric coated metal sphere ***°*) 

FORMAT(7X,?' Layer radius peamittivity permeability', 

!"G27) 
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43 FORMAT(9X,'i a i-th layer i-th layer’) 
44 FÜRMAT(8X,?------------------------------------------------ à, 
& 。 。 e う | 
51 FORMAT(7X,I3,F8.3,' сш, C ,F8.5,F6.2,? )?,? (?,2F6.2,’ )?) 
52 FORMAT(7X,13,F8.2,’ cm, ( Metal sphere core )’) 
53 FORMAT(9X,’a »!,F6.3," cm, (’,F8.5,F6.2,’ )’,? C ,2F6.2, 
& うう りう 
54 FORMAT(7X,'Number of layers =’,I2,’, Lambda =’,F6.2,’ cm’, 
& +, (d)max =’,F5.2,’ cm? ) 
55 FORMAT (26X,’( Phi=’,F4.1,’ Degs.)’/) 
RETURN 
END 


运行 主 程序 MMLSRCSA, 便 可 得 范例 (7) 的 H 平面 正 向 和 背 向 RCS 的 计算 
结果 , 其 背 向 Monostatic RCS 的 计算 结果 如 图 6.1 所 示 . 它 在 
d/Ào = dmin/Ao ~ 0.30 
处 呈现 有 最 小 值 RCS = -21.107 dBscm. 这 一 结果 的 分 析 和 解释 类 似 于 第 5 章 柱 
散射 情形 (参见 第 5 章 附录 图 5.1 及 其 结果 分 析 ), ХШ ШМ. 


20 
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M=3, A。=1.0cm 

—10L @=1.5cm, а= a; +0.15625cm 
a= q) + d, dmax =0.4em 
£127 2.56, g, = (3.0, —1.0) 

—20L Me = ka= а = 1.0 


Monostaic RCS 10 lg (c) (dBscm) 


0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 
d/cm 
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范例 (8)” 设 有 一 半径 为 a = 2.0cm 的 非 磁性 介质 圆 球 , 其 介 电 常 数 沿 径 向 > 
具有 不 均匀 分 布 为 : sy = 2 一 (п/а)? , pro = 1.0; 工作 频率 为 f = 30.0GHz, 相应 工作 
波长 Ao =1.0cm. 试 求 此 介质 圆 的 球 Bistatic 雷达 散射 截面 10lg(c)-0 的 关系 曲线 . 
现 对 此 具有 径 向 不 均匀 介质 球 进行 分 层 , 将 连续 分 布 =, (r) 用 每 一 分 层 介 电 党 
数 为 均匀 的 阶梯 分 布 近似 , 即将 0 < r < a 区 域 用 多 层 介质 球 近似 , 从 而 将 范例 (8) 
化 为 求 具有 如 下 参数 的 多 层 介 质 圆 球 Bistatic 散射 问题 , 而 可 应 用 程序 4 计算 . 
此 时 , 程序 中 的 层 数 M, 代码 KF 和 各 层 的 参数 选取 如 下 : 
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M = 100, KF = 2, àg = 1.0cm; am = 2.0cm; 0 < 0 < 180°, 80 = 1? 

第 (1) Ё: 0 <r <a , а = 0.02cm; gi。 = 2.0, pır = 1.0 

Ж (i) Æ: aj Sr Sa; a = 0.022 cm (¿i=2,3,::: m); 

Eri = 2.0 — (аа—1/алм,)* ‚Шәт = 1.0 

第 (m + 1) J: r > ami Em+1,r = 1.0, maa, = 1.0 

(TE: 各 项 输入 数据 给 在 数据 子 程序 DATAF 中 ) 

范例 (8) 的 子 程序 与 范例 (7) 的 相同 , 其 主 程序 MMLSRCSB 和 输入 数据 子 程 
DATAF 如 下 : 


PROGRAM MMLSRCSB 


Purpose: Compute the bistatic RCS for a 100 layer dielectric 
sphere for illustrative example (8) 

Illustrative example (8): KF=2, M=100, lambda=1.0 cm 
a(100)=2.0 cm, a(1)=0.02 cm 
epsr(1)=2.0, epsr(i)=2-[a(i-1)/a(100)]**2, 

(1=2,3,...,М), epsr(101)-1.0 

mur(i)=1.0, (i-2,3,...,MPi),delta theta-1.0 degs. 

Output:  101ogi0(RCS(i)) dbscm - theta(i) degs. 


IMPLICIT DOUBLE PRECISION (D,L,P,R,T) 
COMPLEX*16 EPSR(201) ,MUR(201) 
DIMENSION RA(201) ,RCS(0:360) , THETA(0:360) ,SMA(200) 
WRITE(*,*)'Enter Phi =? (phi=0 for E-Plane;phi-90 for H-Plane)' 
READ (* , *) PHI 
CALL DATAF(KF,M,RA,DRA,LAMBDA, EPSR, MUR, PHI , DTH) 
CALL MLSRCS(KF,M,LAMBDA,RA,EPSR,MUR,PHI,DTH,THETA,RCS,NT) 
WRITE(*,30) 
WRITE(*,40) 
DO 10 I=0,NT 
THETA(T)=T*DTH 
RCS (I)=10. ODO*DLOG10 (0 .0001D0*RCS(T) ) 
WRITE(*, 20) THETA (I) , RCS(I) 
FORMAT(11X,F10.1,F24.6) 
FORMAT(15X,’theta(i) degs. 101og10(? dbsm ^) 
FORMAT(12X,'-——--- >) 
END 
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SUBROUTINE DATAF(KF,M,RA,DRA,LAMBDA,EPSR,MUR,PHI,DTH) 


Purpose: Input data : 


KF --- Code KF=1 and KF=2 are for M-layer 
coated metal and dielectric | 4 
sphere,respectively e 
M --- Number of layers ( M=1,2,...) > 
( MP1 = M+1 ) 
RA(1) --- Radius of the first layer 
DRA --- Delta(ra) 
RA(i) --- Radius of the i-th layer 


RA(i)=RA(1)+(i-1)*DRA 
Max. [RA (M) /Lambda]---3.075.0 
(depending on EPSR,MUR) 


EPSR(i) --- Relative permittivity 

of the i-th layer 
MUR(i) --- Relative permeability 

of the i-th layer 

( i=1,2,... ,M ) 
EPSR(MP1)=(1.0,0.0), MUR(MP1)=(1.0,0.0) 
Lambda --- Wavelength (in cm) 
PHI --- Phi=0 for E-plane (in degs) 

phi=90 for H-plane 

DTH --- Delta(theta) (in degs.) 


COMPLEX*16 EPSR(260),MUR(260) 

DOUBLE PRECISION RA(260) ,DRA,RM,LAMBDA,DTH, PHI 

WRITE(*,*) Compute bistatic RCS for 100 Layer dielectric sphere’ 
WRITE(*,*)? (epsilon) r=2-(r/a)**2, (mu)r-1.0? 
WRITE(*,x)? Frequency f-30.0 GHz, Lambda-1.0 cm' 
WRITE(*,*)? a-2.0 cm = 2.0 lambda’ 

ҰВІТЕ (ж,ж)› r(1)=0.02 cm, delta(r)=0.02 cm’ 
КЕ=2 

M=100 

MP1=M+1 

RA(1)=0.02D0 

RA(M)=2.0D0 

DRA=RA (1) 
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DO 10 I=1,M 
RA(I)=RA(1)+(I-1.0)*DRA 

CONTINUE 

EPSR(1)=2.0D0 

MUR(1)=1.0D0 

ро 20 T=2,M 
EPSR(T)=2 .0D0-(RA( エ -1)/RA(M) )**2 
МОВ (1) =(1.000,0.0) 

CONTINUE 

EPSR(M+1)=(1.0D0,0.0) 

MUR(M+1)=(1 .0D0,0.0) 

LAMBDA=1 . ODO 

DTH-1.0DO 

WRITE(* ,*) 

WRITE(*,41) 

WRITE(*,*) 

RM=2.0DO 

WRITE(*,54)M,LAMBDA , RM 

WRITE(*,42) 

WRITE(*,43) 

WRITE(*,44) 

DO 30 I-1,M 
WRITE(*,51)I,RA(I),EPSR(I),MUR(I) 

WRITE(*,53)Rm,EPSR(MP1) , MUR(MP1) 

IF (PHI.EQ.0.0) WRITE(*,55)PHI 

IF (PHI.EQ.90.0) WRITE(*,56)PHI 

FORMAT(15X,'*** Multi-layer dielectric sphere ***?) 


FORMAT(7X,’Layer radius peamittivity permeability’, 
1Gi)?) 
FORMAT (9X, i a(i) i-th layer i-th layer’) 
ЕОВМАТ(8Х,------------------------------------------------ ›, 
ッ ーーーーーー ) 


FORMAT(7X,I3,F8.3,? cm, Q,F8.5,F6.2,? )’,’ (,2F6.2,? うう 
FORMAT(9X,’a >’,F6.3,’ cm, C ,F8.5,F6.2,’ )?,? C ,2F6.2, 
^)» 
FORMAT(7X,’Number of layers =’,13,’, Lambda =’,F6.2,’ cm’, 
^, a(100) =’,F5.2,’ cm’ ) 
FORMAT (23X, ?( Phi=’,F4.1,’ Degs. E-Plane )’/) 
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56 FORMAT (23X,’( Phi=’,F4.1,’ Degs. H-Plane )’/) 
RETURN 
END 


运行 主 程序 MMLSRCSB, 输入 phi = 0 和 phi = 90.0, 分 别 可 得 范例 (8) £ E: 
介质 圆 球 的 E 平面 和 H 平面 的 Bistatic 雷达 散射 截面 101g(o)-0 的 计算 结果 如 图 
6.2 所 示 . 


M=100, N=1.0 cm 

лах = 2.0 cm, a, =é6a=0.02 cm 

= + (1—1) ба, €= 2.0 

Er=2— (0/ am), 1=2, 8, +, M 

B = 1.0, 1=1, 2, 3, M+ 1, ey. p=) 


Bistatic RCS 10 lg (о) (dBscm) 


0 30 60 90 120 150 180 
0 


图 62 多 层 介质 圆 球 的 散射 之 例 
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A 矢量 场 论 
1. 矢量 恒等式 


a-bxc=b-cxa=c:axb 

axbxc=b(a-c)—c(a-b) (1) 
V(@ め ) = Vb + ууф 

V・( ゅ 4) = A. Vó-+ фу. А 

V x (A) 2 Vó x A+ óV x A (2) 
V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+AXVXB+BxVxA 

V.(Ax B)=B-VxA-A-VxB 

Vx(Ax B)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A-(A-V)B (3) 
Vx V ゅ = テ 0 

V.VxA=0 (4) 
V? =V. Ve 

V’ A=V.VA 

VxVxA=VV-A-V°A (5) 


2. 积分 定理 
(a) Gauss 散 度 定理 


[чв = ў ends 

у S 
Јула = di A.nds 
v E 


J v 4e-- d A x nds (6) 
Vv 5 


AF, S 是 闭合 曲面 , V 为 其 所 包围 的 体积 ; ñ 是 S 的 法 向 单位 矢量 , 其 正方 向 指 
向 V 外 . 
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(b) Stockes 定理 


[vx A ses = f A dl 
S С 


] vox sas = - d gal 
5 C 
式 中 , C 是 闭合 曲线 , S 为 其 所 所 包围 的 面积 , dl 为 曲 沿线 C 的 有 向 线 元 . 
(c) Green 定理 
第 一 标量 Green 恒等式 : 


2 . = дф 8 
ГЕС ф + Уф Vuja =+ ff оона (8) 
标量 Green 定理 (第 二 Green 恒等式 ): 
/ (9 V?6 — 6V7p)du= + [| ( ゅ V ゅ — PVY) RAS 
V 


5 дф дф (9) 
EA 


矢量 Green 定理 : 


/ (A- VxVxB— B. Vx Vx да+ jJ n-((VxB)xA+ Bx(Vx A)|dS 
v . S 

(10) 

矢量 一 并 矢 Green 定理 : 
/ (у хухВ) Я-в.ухухА|Фө=+{} a. (Vx B) x A+ Bx MM 
AT, VES 是 闭合 曲面 S 所 包围 的 体积 ; À 是 5 的 法 向 单位 矢量 , 当 釣 定 hw 
正方 向 为 指向 V 外 时 , 以上 式 中 取 “+” 号 ; 当 釣 定 ñ 的 正方 向 为 指向 V 内 时 , HHJ 
Rog. 
3. 直角 、 圆柱 和 球面 坐标 系 中 场 的 梯度 、 散 度 、 旋 度 和 拉 普 拉 斯 的 表示 式 
(a) 直角 坐标 系 (m, y, z) 


д . д . 8 
У = 452 + Aya t 9*3; (12) 
_„ 96 „дф. ð$ 
УФ = âc gg T vay 9*5; (13) 


(14) 


_„ (9A: дА, . {OAL _ の 4。 ñ OAy _ дА 
vx A= á, ( Jta (FF oc) +. ( x) (15) 
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29 Oh 9? の 


2 一 二 站 二 二 二 地 16 
У?ф= У. үф = 12 + Өр? + ae (16) 
WA=V-VA= a.d + G@yAy + à, Az) 

= à; V^ A, + à, V^ A, + à, V? A, (17) 
或 
УА —VV.A-VxVxA (18) 


(b) 圆柱 坐标 系 (p, р, z) 
柱 面 坐标 系 (p, v, z) 与 直角 坐标 (x,y,z) 间 的 关系 ， 


Z=pcosp, y=psiny, z=z 
йр =4G,cosp+@ysiny; ё, = —à, siny + â, cosy; ё, = а, (19) 


à; = à, cos  — @。 sin Y; Gy = Gpsiny + à, cosy 


4 9 4419 д 


У = 2,5 + ао P っ go Dz (20) 
V8 = G5 + а„55® + 4,08 (21) 
オー テル ( Ap) ME 54 (22) 
wea A) (ue) n (4 198) a 
1208 CL E 20 
V7A=VV-A-VxVxA 
2 


以 上 式 中 , Gp. Gy 和 a。 分 别 是 沿 柱 坐 标 p, р 和 z 方 向上 的 単位 矢 量 . 
(c) 圆 球 坐 标 系 (7。9,) 
球面 坐标 系 (r,0, р) 与 直角 坐标 系 (m, y, z) 间 的 关系 : 


z=rsindcosg, y-—rsinÜsinp, z=rcosé 
a, = Gz sin Ө cosy + à, sin 0 sin y + à, cos 0 

Gg = G; cos 0 cos p + à, cos 0 sin y — à, sin 0 

à, = —G, sing + Gy cosy 


Gz = G, sin Ө cos の + âg cos 0 cos p — ay ѕіп (26) 


B 圆柱 函数 
дё, = G, sin sin р + Gg cos@siny + à, cosy 
à, = à, cos 0 — дө sin 0 
v-a2 +â の 
Or т 20 r sinÓ дф 
Vo = a +0299 + ip ooo 
ERES Ar) +2 and pg ein Ao) + Se 
ET a (a Ae sin 8) — $2) + s (2534 ü Fel Ae) ) 
ren Se) 
Vo= o, (P5) i (98089) + пто 
V?A- VV. A- Vx Vx А 
= Gr (^ i E i ш °. A i mas ) 
tâ, (v MP EST, ATI; >) 


以上 式 中 , âr âo 和 a。 分 别 是 沿 球 坐 标 ヶ , 9 和 o 方 向上 的 単位 矢 量 . 
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(27) 
(28) 


(29) 


(30) 


(31) 


(32) 


Bessel 函数 和 变型 Bessel 函数 是 在 圆柱 坐标 系 (о, v, 2) 中 采用 分 离 变 量 法 求解 
Laplace 方程 和 Helmholtz 方程 时 所 过 到 的 、 关 于 径 向 坐标 о 的 常 微分 方 程 (Bessel 
方程 或 变型 Bessel 方程 ) 的 解 ; 而 球 Bessel 函数 则 是 在 球面 坐标 系 (r,0,~) 中 分 离 
变量 法 求解 Helmholtz 方程 时 关于 径 向 坐标 > 的 常 微分 方程 ( 称 为 球 Bessel 方程 ， 
因 其 作 函 数 变换 后 可 化 为 半 整 数 阶 Bessel 方程 ) 的 解 , 故 这 些 Bessel 函数 统称 为 圆 


FR. 


以 下 简要 介绍 这 些 圆 柱 函 数 ， 以 及 与 之 有 关 的 Ricatti-Bessel 函数 和 Lambda 


函数 . 
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1. Bessel 函数 
二 阶 线性 、 齐 次 常 微分 方程 : 


z? 10 +2 10 + (z? — n?) ш = 0(n 为 整数 ) (1) 
М п 了 Bessel 方程 . Jula) 和 Y,,(z) 是 它 的 两 个 线性 无 关 特 解 , 分 别称 为 第 一 类 


和 第 二 类 Bessel 函数 ; 其 如 下 特定 线性 组 合 : 


Hy? (2) = Л (х) +jY,(z2) 和 HP (x) = Ља (к) — JY, (z) (2) 


亦 是 Bessel 方程 的 解 ; HO (х) 和 HO (x) 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 Hankel 函数 . 
Bessel 方程 的 一 般 解 可 表 为 In (х). Ya (m) Hi? (z) 和 HO (x) 中 任意 两 个 解 的 
线性 组 合 ; 例如 


wlz) = andn(z) + b,Y,(z) 或 w(z) = anJn(z) + b, HO) (a) (3) 


AP, an Alb, 为 任意 常数 . 
Bessel 函数 有 如 下 主要 性 质 : 


(1) Bessel 函数 J, (2) 和 Y, (z) 的 图 像 


Bessel 方程 的 解 J,,(z) 和 Y,(z) 的 表示 式 是 非 闲 式 的 , 其 值 需 通过 数值 方法 计 
算 . 图 1(a) 和 1(b) 分 别 是 几 个 低 阶 Bessel 函数 J. (z) 和 Y, (z) BE z 的 变化 曲线 . 
曲线 特点 是 振荡 型 的 ; 对 于 给 定 的 n, Js (m) 从 1(n = 0) 和 O(n > 1). Tü Y, (z) 从 
—oo 随 z 的 增加 作 振 荡 变化 , 其 幅 值 不 断 减 小 , 当 z 一 oo 时 它们 趋 于 零 ; J, (z) 和 
Y, (z) 都 有 无 穷 多 个 根 , 两 根 之 间 的 间距 随 z 的 增加 而 趋 于 x; 对 于 给 定 的 z, 4 n 
增 大 时 , |Jn(c)| ВЕ n 的 增 大 而 减 小 , 而 |Y,(z)| 则 随 n 的 增 大 而 增 大 . 


PA 


0 2 10 12 14 
a 


图 1 Bessel 函数 ん (z)-z 和 Y,(z)-z 曲线 
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(2) (ж) 和 Yn (x) 的 级 数 表示 式 


o0 MEC: 2 2m+n 
JA (z) = > CD Sm (4) 
Ya(z) = lim Y,(z) = lim , (econ — Jele) 
wom 一 1)! 2m—n 
3» (5) А 
2 m (z/2)" x 1 nam 1 m] 
E mln + m) a Ge 2 と 2»3] 


式 中 , v Z 整数 ; y = 0.5772156649015328--. 为 Euler 常 数 . 
特别 地 , 对 于 n=0 和 n=1, 有 


м) <1 2 (8/0) _ G/2) 


ay? * y (зу (6) 
A= бүт GFP э ーー の 
(ж) = = (n Z +7) (в) PE ym (> i] (8) 
kus (m+?) Ji(z) | 
эи! re OE eat (9) 
(3) 7。(z) 和 Y,,(z) 的 特殊 值 
(a) 34 z — 0 时， 
Jo(z) ~ 1 (а) м, ef D 
we sm: xem-BIB 7 


(b) 24 n REH, z — oo 时 的 大 宗 量 渐 近 式 
(ш) S Р (s = =) ; Yala) ms Р (z ー = - =) (11) 
ноа) m VE) HME) SVE) an 
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(4) Bessel 函数 的 微分 和 积分 公式 
令 Bn(z) 代表 (ш), R Yn(2). HP (z) 与 HO (2), 有 微分 公式 : 


£ [z B, (х) = z” B, 1(z); E [z Bn (z)] = —r "B,+1(z) (13) 
q NK 
(сас) Бев) = B, la): 
k 
(сас) Bao] = CE ac) (14) 
特别 地 , 对 于 n = 0, A 4(z) = – В, (x). 而 积分 公式 : 
[oP в, (ајаг = z^*! Bi (a) + C( 积 分 常数 ) (15) 
[or Balada = —z "HB, i(z)4C (16) 
特别 地 , WF n = 0 和 = 1, 有 
Eo = zB,(z) + C (17) 
/ Bi(z)dz = —Bo(z) + C (18) 


(5) 递 推 公式 
4 Bn(z) 代表 J,,(z), 或 Y.(2). HP (2) 与 HO (a), 有 如 下 递 推 公式 ， 


gi の + В.(о) = 2 B, (z) (19) 
B,(z) = 一 二 Bu(z) + By (a) (20) 
В, (в) = S Ba(z) — Bari(z) (21) 
Bi (а) = 5 [Bn-1(2) ~ Ban (2) (22) 


(6) 朗 斯 基 (Wronskian) 行列 式 
fk Bu(z) 和 B.(z) 的 朗 斯 基 行 列 式 定义 ， 有 如 下 朗 斯 基 行 列 式 ; 


(ж) J; (x) 


W [7 (2), Y,,(z)] = Y,(z) Y/(z) 


= (8) (а) — Jim). Yala) = È (23) 


w [AM G), Bf] = HPHP (z) — HO (x), HP (а) = j= G) 
w [Js 2), Hz) = Ta) HE (z) — I(x), HGD (a) = コー (25) 


B 圆柱 函数 


(7) 解析 延 拓 公式 


Jn(—2) = (-1)^J.(z); J-a(z) = (-1)"In(z) 
Y_n(z) = (—1)”Y, (z) 


(8) Jn(z) 的 积分 表示 式 


л 2л 
(т) = JI cos(z sin — n0)d0 = x | cos(z sin 0 — n0)d0 


1 27 ; in@—n6 j^ 2x - -ng 
Ja (x) = эк Í el(zsin0—n0)dg 一 n] ei(z cos 9—n6) 49 
2x Jo 2x Jo 


(9) Ј. (2) 和 Y. (c) 的 零点 
J, (z) 的 第 i 个 零点 (n = 0,1,2;;i = 1 5) 表 


i n = 0 л = 1 n=2 

1 2.40482556 3.83170597 5.13562230 
2 5.52007811 7.01558667 8.41724414 
3 8.65372791 10.17346814 11.61984117 
4 11.79153444 13.32369194 14.79595178 
5 14.93091771 16.47063005 17.95981949 


J (z) 的 第 i 个 零点 (п =0,1,2;=1~5) 表 


i n=0 n=1 n=2 

1 3.83170597 1.84118378 3.05423693 
2 7.01558667 8.53631637 6.70613319 
3 10.17346814 11.70600490 9.96946782 
4 13.32369194 14.86358863 13.17037086 
5 16.47063005 18.01552786 16.34752232 

Y, (z) 的 第 i 个 零点 (n = 0,1,2;i = 1 ~ 5) 表 

i n=0 n=1 n = 2 

1 0.89357697 : 2.19714133 3.38424177 
2 3.95767842 5.42968104 6.79380751 
3 7.08605106 8.59600587 10.02347798 
4 10.22234504 11.74915483 13.20998671 
5 13.36109747 14.89744213 16.37896656 


・737・ 


(28) 


(29) 
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Yil) 的 第 i 个 零点 (п = 0,1,2;i = 1 — 5) 表 


D п = 0 n=l n=2 

1 2.19714133 3.68302286 5.00258293 
2 5.42968104 6.94149995 8.35072470 
3 8.59600587 10.12340466 11.57419547 
4 11.74915483 13.28575816 14.76090931 
5 14.89744213 16.44005801 17.93128594 


2. 变型 Bessel 函数 
Е. FREMDA: 


„аш аш 


7 tra (x? +n?)\w=0 (on 为 整数 ) (1) 
BRA n 阶 变型 Bessel 方程 . (ж) 和 K,(z) 是 它 的 两 个 线性 无 关 特 解 , 分 别称 为 第 


一 类 和 第 二 类 变型 Bessel 函数 . - 


变型 Bessel 方程 的 一 般 解 可 表 为 In (z) 与 Kn(z) 两 个 特 解 的 线性 组 合 ; 


w(x) = anln(z) + b, K, (z) 


式 中 , an 和 bn 为 任意 常数 . 
变型 Bessel 函数 有 如 下 主要 性 质 : 


(1) In(z) 和 Kn(x) 的 级 数 表示 式 


von v sin vx 
1 — (п — m m=i)! 2m—n 
cy" 
3» ) 2 


(2) 


(3) 


2m+n 
+ (一 yey (x/2)""" (за 


4, mm + п) 


AH, п = 整数 ; y = 0.5772156649015328... 为 Euler 常数 . 


特别 地 , WFn=0 fin = 1, 有 


hy) <1 4 EÈ ү @/2)*  (z/2)° 


(1)? — (20? * (392 


(5) 
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no D 
Ko(z) ニー (m3 + 7) Io(z) 
“(рш ene o 
Kile) =~ (Im +7) h(a) 
2 Е (045-5) Sor + (14545 4) © 
(экер : 


几 个 低 阶 的 变型 Bessel 函数 (x) 和 Kal) BA z 的 变化 曲线 如 图 2 所 示 : 
IL,(z)-z 和 K(x)-z 曲线 不 是 振荡 型 的 . 对 于 给 定 的 n, 当 z 从 0 增加 时 , І, (х) 从 
1(n = 0) Ж O(n > 1) 随 z 的 增加 而 增加 直至 co; 而 К (z) 从 oo ВЕ z 的 增加 而 减 
小 直至 零 . 对 于 给 定 的 r, 24 n BAN, Li (x) BE n 的 增 大 而 减 小 , 而 К (х) WE n 
的 増大 面 増大 . 


— 


图 2 几 个 低 阶 的 五 (z)-z 和 K,(z)-z 曲线 


(3) In(x) 和 K, (z) 的 特殊 值 
(a) 4 z — 0 时 ， 

To(z) бы 1; Lx) ы CA n > 0) (9) 
Kola) а-аа; Kalz) =, “20 (2) (n > 0) 
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(b) 4 n 为 定 值 , z оо 时 ,有 


(ш) =. LU Kala) ~ "E (10) 
由 此 可 见 , 当 z оо BY, I, (z)- = 按 指数 函数 е F co, 而 K,(z) 按 e 
BFF. 
(4) In(x) 和 К„(=) 的 微分 和 积分 公式 
微分 公式 : 
ena)] = "amn の) E (8) = zt, (а) (11) 
E [Kna] = —z Ku) SL рек, (а) = "Kn 1(2) — (22) 
而 积分 公式 : 
/ a "ty (z)dz =х"*®1„_\(х) + C( 积 分 常数 ) (13) 
/ 21K, (nde = ак, (в) +С (14) 
特别 地 , 对 于 mn-1 有 。 
/ L(z)dz = Io(z) + C (15) 
/ K(z)dz = —Ko(z) +С (16) 


(5) BH Bessel 函数 的 递 公 式 


һ-а(т) — б) = Z h(a) (17) 
(ж) = In—a(2) — ZT, (a) (18) 
I,() = 51s (2) + Inpa (a) (19) 
I2) = 2 [lsi (z) + Inga) (20) 
m 
Ks 1(2) — Казба) = — Ë Kale) (21) 


Kj, (a) = —K,-1(z) — ZK, (z) (22) 
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Ki (z) = EK, (z) — Кана) (23) 
Кав) = -了 [Ko s (2) + K.A (z) (24) 
特别 地 , WF n — 0, 有 
(0) = LG) 和 Кеб) = -Ki(z) (25) 
(6) 解析 延 拓 和 负 阶 公式 
Ta(—2) = (—1)"In(2) (26) 
1.60) = Im) К.) = Ka(z) (27) 


(7) 朗 斯 基 (Wronskian) 行列 式 


W [I,(z), Kn(2)] = In (2) К! (z) — I.(z)K, (z) = — 1 (28) 


т 
(8) In(x) FA K, (z) 的 大 宗 量 近似 式 
M |2 > 1 H z> n Ff 


~ E _u— 1 _ (и—1)(и—9) _(и—1)(и—9)(и—25) 
= | lr ' — 2182)! 3! (82)? es 


Kala) = [Ze = oy de e DO a9 ues 


2! (8z) 3! (Bx)? 
(29) 
AP, и = 4n2. 

(9) In(x) 和 К, (ас) 的 积分 表示 式 
L(z)- 1 / " оғоз cos(n6)dó (30) 
K.(z) = "n e77 cosh t cosh (nt)dt (31) 

0 
特别 地 , 34 2 = 0 时 , 有 

Lo (z) = = / " e? cos qg (32) 


Ko(z) = / eー?cosb rd (33) 
0 


. 742 - | 数学 附录 ”矢量 场 论 、 圆 柱 和 球 函数 


3. 球 Bessel 函数 
二 阶 常 微分 方程 
542 w 


dw 2 
225—7 +2255 + [22 —n(n + 1)] ш = 0 (1) 


称 为 球 Bessel 方程 . 应 用 函数 变换 zu(z) = iuo. 则 u(z) 満足 + 1/2 阶 标 
准 形式 的 Bessel 方程 , BER Bessel 方程 的 两 个 线性 无 关 特 解 (分 别 记 为 jala) 和 


ja (z) = wi(z) = 4| = J, aa (a) 
"tm А 


una) = wala) = Ys a) 


Ja (z) 和 у. (х) 分 别称 为 n 阶 第 一 类 和 第 二 类 球 Bessel 函数 . 
第 一 类 和 第 二 类 п WER Hankel 函数 (类 似 于 标准 Hankel 函数 ) 分 别 定 义 为 
ha) (z) = jn(2) + jua (z) = Jz Hye (а) 


(3) 
4 の (の ) = inte) = uso) = yf EM, (в) 


RP, HO) (z) 和 HO (п) 分 别 为 第 一 类 第 二 类 n + 1/2 Br Hankel PAL. 
BR Beesel 方程 的 一 般 解 是 inle) ys (x). hP (х) 和 nO (х) 其 中 任意 两 个 线性 
无 关 特 解 的 线性 组 合 , 例 如 : 


w(t) = anjn(z) + baa (z) 或 w(x) = as IP (x) + bah? (2) (4) 
式 中 , an 和 bn 为 任意 常数 . 


ik Bessel 函数 的 主要 性 质 : 
(1) ja (z) 和 у. (х) 的 级 数 表 示 式 


a” z/2)? z/2)* 

ja (z) = 1.3.5...(2n + 1) E Е Te ea + ЕСКЕ СЕТУ Е 

1-3-5---Qn-1 т/2)° z/2)* 
yalz) 一 一 aA hi- п + xU INS ーー 
(5) 
特别 地 , 对 于 n = 0,1,2, 有 
22 at gf sing 
jo(z) = 1 十 可 Tec 
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. x x т z sinz cos z 
(ж) = 3-39 + 840 45360 ^ ^ d ^x 
. т? т* | zŠ z8 _ 3 1 А 3 
J(=) = ТЕ — 310 + 7560 408900 7 — (Š i 9 sing ту совт (6) 
COS T 
yo(z) デー z 
COS TZ sin Z 
y(t) =——у-— っ (7) 


3 1 3. 
у(х) = — = J 0081 — sn 


aw (z) ニー 10% 


Pers 2 (rer) е" (8) 
MPa) = i-i] 

Qa) = i -je 

nel (z) = - (1 一 3 et (9) 


(2) ja (z) 和 yz(z) 的 函数 图 像 

图 3(a) 和 (b) 分 别 是 几 个 低 阶 球 Bessel 函数 7, (z)-z 和 y, (z)-z 曲线 . 它们 都 
是 振荡 型 的 ; 对 于 给 定 的 n, j (z) 从 1(п = 0) 和 O(n > 1). ТЇ у(х) № —co B z 
的 增加 作 振 荡 变化 , 其 幅 值 不 断 减 小 , 当 z 一 oo 时 它们 趋 于 零 ; у. (х) 和 y, (z) 都 
有 无 穷 多 个 根 , 两 根 之 间 的 间距 随 z 的 增加 而 趋 于 x. 此 外 , 对 于 给 定 的 z, 4 n 增 
ЖЕ, |jn(z)| ВЕ n 的 增 大 而 减 小 , 而 [ys (z)| 则 随 n 的 增 大 而 增 大 . 


Щз 几 个 低 阶 的 ja(z)-x 和 ys (z)-z 曲线 
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(3) ja (z) 和 у. (z) 的 特殊 值 
(a) 当 r — 0 AY, 


アル 


2201.35. (n41) 
1-3-5- (2n — 1) 
Yn(z) ~ qnl 


z—0 


(b) 34 n 为 定 值 , z 一 oo 时 的 大 宗 量 近似 式 


jn (z) 


(4) ER Bessel 函数 的 微分 公式 


(10) 


(11) 


(12) 


4 ba(z) 代表 js (x), ys (z), hP (z) AAP (a), 或 它们 的 线性 组 合 , M b. (z) 有 


如 下 的 微分 公式 : 


(5) Ek Bessel 函数 的 递 推 关系 式 


4 bn(z) 代表 (ж), ya (z). AP (2) MAP (a), 或 它们 的 线性 组 合 , 而 有 


by a(t) + ba (z) = = Lb) 
br (z) = ーー な (6) +b, -1(z) 
blz) = 一 bn+i(z) + ЗЬ, (a) 

‚ _ 1 
0) эт 


特别 地 , 对 于 п = 0, 有 be) = —bi (z), 即 有 


[nbn—1(x) — (п + 1)bn41(z)] 


jo) = - カ (?), (0) = —n(z) 
hy? (z) = -hP (2), М (z) = -AP (a) 


k 
(ii) [z "b, (a)] = (—1)*z "Eb. (х) (k = 1,2,3,-- :) 


(13) 


(14) 
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(6) jn(x) 和 y, (z) 的 初等 函数 表示 式 
ja (z) Ж y, (z) 可 用 以 下 Rayleigh 公式 表示 : 


(21) 


h£2 (z) = ja” Ciz) (=) (22) 
(7) 解析 延 拓 公式 


jn(—2) = (—1)"ja (z) 

yn(—z) = (—1)"*"yn(2) (23) 
hg (=z) = (—1)*hi2) (z) 

hy (—z) = ("А (z) (24) 


(8) BARTZ (Wronskian) 行列 式 


W [js (2), us (z)] = ja (z), (2) — j (z), va (z) = 27? (25) 
W [js (z), HP (2)] = の の で) を (の の (の = —jz 2 (26) 


; ; 2 
W [nD Ga), 2 (a) = (z) — Һ G)8 @) = — 55 


4. Ricatti-Bessel 函数 


Ricatti-Bessel 函数 是 与 球 Bessel 函数 密切 相关 的 函数 , 在 研究 球体 的 电磁 散 
射 中 有 重要 应 用 ; 它 是 二 阶 常 微分 方程 


225-7 + [2° —n(n+1)}w=0 (п=0,+1,+2,...) (1) 


的 解 . 应 用 函数 变换 : w(x) = ги(х), 则 u(z) 満足 n 阶 标准 形式 的 球 Bessel WE, 
К Ricatti-Bessel 方程 的 两 个 线性 无 关 特 解 (分 别 记 为 Ji (т) 和 Ӯ, (х)) TEA: 


(ж) 和 Y,,(z) 分 别称 为 n 阶 第 一 类 和 第 二 类 Ricatti-Bessel 函数 . 
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第 一 类 和 第 二 类 n Wr Ricatti-Hankel 函数 分 别 定义 为 
AD (x) = (ж) + jY,,(z) = 2h (z) 


AP (a) = Jala) — jY,,(z) = zh (z) > 


Ricatti-Beesel 方程 的 一 般 解 是 Jan (2). Prle) HE? (a) 和 EO (ж) 其 中 任意 两 
个 线性 无 关 特 解 的 线性 组 合 , 例如 : 


w(x) = anda (z) + brYn(z) 或 w(x) = аһ Ja (z) + b. HG (2) 
或 
w(z) = an HAY (or) + P (z) (3) 


式 中 , an 和 bn 为 任意 常数 . 

Ricatti-Bessel 函数 与 球 Bessel 函数 存在 有 简单 关系 ， 因而 其 数学 性 质 , VERO PR 
数 特殊 值 、 微 分 公式 、 递 推 公式 , 以 及 朗 斯 基 行 列 式 等 , 均 不 难 由 球 Bessel 函数 的 
数学 性 质 导 得 . 

Ricatti-Beesel 函数 的 主要 性 质 : 


(1) falx) 和 Y,, (z) 的 级 数 表示 式 
n+l x 2 т 4 
ina) = f: CMM (2/2 D а) 


3.5...(2n +1) In + 3/2) 2Wn + 3/2) (т + 5/2) 


. _ 1-3-5- (2n — 1) (2/2)? (2/2) 5 
nla) = 一 一 一 一 一 | =1(ї/2—пў 「 20172 п)(3/2—п) Z ©) 
特别 地 , 对 于 n= 0,12, 有 
Jo(z) = sing 
jJ (z) = ーー ー cos 2 (6) 
J, (z) = (š — 1) sin 一 2 cosg 
Yo(z) = — cosz 
¥i (2) = -2 -sing (7) 


5 3 3. 
Yo(z) ニー (š 一 1) cos x — — sin x 
É (x) = Jo(z) +} (а) = —je 


APE = AG) eo) = - (1+ ie (8) 
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= je? 


ーー ー 1) et (9) 


A .. 9 ， -jæ 
AP (x) = – (i+? -ig)e ! 


HO (x) = (а) — iYo(z 


Ay) (x) = (i - = -i5) el 
(z) 
A (a) = A(x) — 1Ў\ (а) 
3 


(2) J, (z) 和 Y, (z) 的 函数 图 像 

图 4(a) 和 (b) 分 别 是 几 个 低 阶 Ricatti-Bessel 函数 f(z)-z 和 Y,,(z)-z= 曲线 . Е 
们 都 是 振荡 型 的 ; 对 于 给 定 的 mw Ju (m) Љ 0. Tü Y,,(z) A —1(n = 0) 和 —оо(п > 0) 
Bü z 的 增加 作 振 荡 变 化 , 其 幅 值 仅 有 很 小 变化 ; (x) AY, (2) 都 有 无 穷 多 个 零点 . 
此 外 , 对 于 给 定 的 z, 4 n 增 大 时 , (A, ()| 随 ”的 增 大 而 减 小 , 而 |Y. (z)| 则 随 > 的 
増大 面 増大 . 


Ва 几 个 低 阶 的 み (z)-z 和 Y,(z)-z 曲线 
(3) Z,,(z) 和 Y n(x) 的 特殊 值 


(a) 4 z — 0 时 ， 


^ Pun! 

9) 173-8. Qn +) (10) 

AORA 13.5091 (11) 
(b) 当 n 为 定 值 , z — oo 时 的 大 宗 量 近似 式 

J, (z) 。 空 cos (< ーー = *a) 

Y, (a) „А sin (=- а) (12) 
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AO (a) ж (He 
AP (z) A ду jet! e i= (13) 
(4) Ricatti-Bessel mam oe 


令 В„(ж) 代表 js (2), ya (z), hP (1) 和 АО) (а), 或 它们 的 线性 组 合 , 则 B(x) 有 
如 下 的 微分 公式 


(n —0,31,£2,--; k = 1,2,3,...) 
(5) Ricatti-Bessel 函数 的 递 推 公式 


F Ba (z) 代表 Л (2), Pala), AO (2) 和 AP (z), 或 它们 的 线性 组 合 , MU B.) 
有 如 下 递 推 公式 : 


By—1(tt) + B, a (a) = ZEL B, (2) (16) 
Bi (z) = - T B.(z) + B, i (z) (17) 
Bi (z) = Beast) + B, (a) (18) 
Bula) = A [m DB, 100) - n.) (19) 


特别 地 , 对 于 n = 0, 有 B(x) = B (x), 即 有 
lz) = J-i(z) = —Yo(s) Ў (x) = P(e) = Jo(z) (20) 
AP (z) = BQ (2) =1Й (а) AP (x) = BO = Bs) (m) 


(6) Ricatti-Bessel 函数 的 初等 函数 表示 式 
(ж). Pale) AP (2) 和 AP (z) 有 以 下 Rayleigh 公式 : 


А п 1 d Y” sing 

inane (pg) ® (2) 
^ n 1 d Y"cosz 
homo) (3) 


А n 1 d Y" eis 
AY (2) = ig^ (-ia) — (24) 


B HEKRA 


А ny 19 Y ei 
Н) (т) = jant (22) 
(7) 解析 延 拓 公式 
(а) = (HT, (z) 
Y.(-2) = (-1)"¥a(z) 
Bf? (~a) = (-1) B? (e) 
B (-z) = (-1)"*1 BO (a) 
(8) 朗 斯 基 (Wronskian) 行列 式 


w |2,08), (в) = alaala) Ја), (а) =1 


w BAC AD ©] = Jj. (2) BOY (z) — J'(z) BC (2) = ; 


W |. (2), AP Ca) = (x) HO” (z) — (0) 000) = -i 


5. Lambda 函数 


Fa ^ ^ ^ " ^ П ^ . 
W [AM (2), A (2)) = AP (a) BOY (z) — AY (z) AO (z) = —2) 
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(25) 


Lambda 函数 是 与 Bessel 函数 密切 相关 的 函数 , 用 A, (z) 表示 , 其 定义 为 


人 T (z) = rl の (п —0,1,2,.-.) 
是 以 下 二 阶 齐 次 常 微分 方程 : 
eee ә -n(n-1]w-20 (п=0,+1,+2,:..) 


的 一 个 特 解 ; 它 在 圆 口径 天 线 的 研究 中 具有 应 用 . 
特别 地 , 对 于 n =0,1,2, 有 


Ao(z) = Jo(z); А, (х) = 2A); Ao(x) = Z ha) 


Lambda 函数 的 主要 性 质 : 
(1) An(x) 的 级 数 表示 式 


Nte +1) 2!(n + 1)(n + 2) 


(z/2) 
-i* > П E 


m=1 k=1 


(4) 
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特别 地 , 对 于 xz = 0, 有 
An(0)=1; An(0)=0 (5) 


1.0 


0.0 


一 0.5 


图 5 几 个 低 阶 的 A。(z)-z 曲线 


(3) 递 推 公式 
4(n + 1)(n + 2) 


人 n+2(Z) = —— (Anda (2) — An(2)] (6) 
. Кш) ニー イー (の (7) 
特别 地 , ЗГЕ n = 0, 有 
Ab(z) = -5 M) (8) 
C 球 в 数 


在 球 坐 标 系 (r,0,0) 中 采用 分 离 变量 法 求解 Laplace 和 Helmholtz 方程 时 , Ж 
于 坐标 0 的 常 微分 方程 为 : 


sind (sine e) + [v(v +1)sin? 0 — 2] ө = 0 | (1) 
RP, v и 为 分 离 常 数 . 作 变 数 变 换 , + z = cosh, Ө(Ө) = w(z), 则 上 式 可 化 为 : 
2 2 
(1 ) 2259 + СЕ DL w=0 (2) 


方程 (2) KA и BY. v RAGA Legendre 方程 . 
缔 合 Legendre Jj fz (2) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 , 分 别 记 为 P(x) 和 Qu(z), Ж 
为 4 阶 v 次 第 一 类 和 第 二 类 缔 合 Legendre 函数 . 方程 (2) 的 一 般 解 是 它们 的 线性 
组 合 , 可 表 为 
шж) = au, PY (x) + bu QU (z) (3) 


C XR É 数 ・751 ・ 


式 中 , au 和 bj 为 任意 常数 . 
当 ヵ =0 Е, 方程 (2) 式 退 化 为 
dw dw 
(1 — 2?) 152 22 dz + (и + 1)ш = 0 (4) 
(4) AKA Legendre 方程 , 其 两 个 线性 无 关 特 解 为 已 (z) = P? (z) 和 Q,(z) = Q(z) 
分 别称 为 v 次 第 一 类 和 第 二 类 Legendre 函数 . 方程 (4) 的 一 般 解 可 写 为 


w(z) = a, P, (x) + b,Q, (z) (5) 


AF, a, 和 b, 为 任意 常数 . 

由 于 在 实际 应 用 中 最 常 遇 到 的 问题 其 求解 域 为 0< 0 < z. 0 < ç < 2x(|z| < 1), 
为 了 满足 o 2x 周期 条 件 , 和 在 求解 域 (z = +1) 解 必 须 有 界 要 求 , 应 有 j= m 和 
v = n(m. n 均 为 整数 ), 因而 , 此 时 所 需求 解 的 就 是 整数 m 阶 п 次 的 缔 合 Legendre 
方程 和 Legendre 方程 . 

Pm(z) 和 P, (z) 分 别 是 zx т—т A п 次 多 项 式 , 故 它们 又 称 为 缔 合 Legendre 
多項式 和 Legendre 多 项 式 ; 而 OP (z) 和 Q,,(z) 是 z 的 无 穷 级 数 , 但 它们 均 可 用 其 
中 含有 z 的 对 数 函数 jn ユー 的 闭 式 表示 , 当 z = +1 BJ, Оло) 和 Qala) 将 趋 于 
ER. 因此 , 对 于 问题 的 求解 域 为 0 < 0 < x, 因 据 弃 不 能 满足 OT (+1) 和 Q,.(+1) 
有 界 条 件 的 第 二 类 Legendre 函数 . 

以 下 简要 介绍 第 一 类 Legendre 函数 和 缔 合 Legendre 函数 的 主要 数学 性 质 ; 


1. Legendre 多項式 P, (z) 的 主要 性 质 
(1) Legendre 多項式 P,(x) 的 表示 式 


t/a 2n — 2m)! _ 
Pala) = 2 Cc)" walle t Xt (6) 


m=0 


特别 地 , 对 于 n= 0,1,2,3 时 , 前 4 个 多 项 式 为 


Р(х) = 1; P,(z) = z; 

Р(х) = 5 (322—1); P3(z) = 5 (5z3 — 3z) 
(2) Legendre 多項式 P, (z) 的 图 像 
图 6(a) 给 出 了 几 个 低 次 Legendre 多項式 P, (z) В z 的 变化 曲线 , 由 于 Pale) 


Мп 为 偶 次 时 是 z 的 偶 画数 , 奇 次 时 是 z 的 奇 函数 , 故 图 中 仅 给 出 了 区 间 0<z <1 
的 曲线 . 在 许多 实际 应 用 中 , Legendre 多 项 式 是 作为 cost 的 函数 , 图 6(b) WHA 
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出 了 这 几 个 低 阶 P.(cos0) ВЕ 9 的 变化 曲线 , 因 Р, (соѕ0) 34 n 为 偶 次 时 是 0 的 偶 
函数 , 奇 次 时 是 9 的 奇 函 数 , 图 中 仅 给 出 了 区 间 0 < 9 <x/2 的 曲线 . 


. (b) 
图 6 Legendre 多項式 P, (z)-z= 和 P, (cos の -9 曲线 


(3) x = 0 #l = = 1 BJ P,(x) 的 值 


对 于 n= 偶数 
PaO) = (eS 9 
PA (0) = 
WF п = 奇数 
| P4) = (9) 
Hay = aa 13:5 en 9 
FIO) = (70 * 378 (n — 1) 
P,(1) =1, P.(-1) = (-1)", | (10) 
Р) = nia +), P1) = (D n(n + 1) (11) 
(4) P,,(z) 的 对 称 关 系 
Paul(—z) = ("Pa(z); Pp (~£) = (-1)"*? Pi (т) (12) 
(5) P, (z) 的 Rodrigue 微分 公式 
1 а" 2 n 
P,(x) = anlage? 一 也 (13) 


(6) Pu(z) 的 递 推 公式 


27 一 
n 


Pala) = T — nas) - 2—*P, (ш) (n> 2) (14) 


C 3R Pj 数 753. 


Р) = ーー [Pa-1(z) ~2Pa(e)] (lel #1) (15) 


Руш) = 112, Рыа) — Ры) (|z D (16) 
Pi(z) = [mPa(a)+PLa(e)] — (zl £0) пт) 
(7) Pr(x) 的 正 交 归 一 关系 式 
Ti ーー m=n 
Py (x) P, (z)dz = | 2n +1 (18) 
—1 0 m Z т 


(8) Legendre 多項式 P, (z) 的 零点 

P, (z) 是 z 的 ヵ 次 多項式 , CR п 个 零点 , 这 些 零点 分 布 在 区 间 [-1,+1] A, 
并 且 都 是 实 的 单 零点 . 由 于 n 为 奇数 时 , P, (z) 是 奇 函数 ; п 为 偶数 时 , P. (z) 是 偶 
函数 ; 故 Pu(z) 的 零点 相对 于 z = 0 是 对 称 分 布 的 , 在 0< z <1 内 共有 [(n + 1)/2] 
个 零点 , 方 括号 表示 对 其 中 的 值 取 整 ; n 为 奇数 时 , 有 一 个 零点 是 z = 0. Pale) 的 
零点 分 布 是 不 均匀 的 , 靠近 |z| = 1 处 较 密 , п 愈 大 时 表现 愈 明显 ; 此 外 , P, (z) 的 每 
两 个 零点 之 间 有 一 个 Parla) 的 零点 , 而 Р, (z) 的 每 两 个 零点 之 间 有 一 个 P, (2) 
的 零点 , HI Р, (z) 与 Parila) 的 零点 是 交叉 分 布 的 . 


Legendre 多 项 试 Р(х) 的 零点 ха. R (n = 2,3,5) 


n k Ink 

2 1 -.577350269189626 
2 .577350269189626 

3 1 . -.774596669241483 
2 .000000000000000 
3 .774596669241483 

5 1 -.906179845938664 
2 -.538469310105683 
3 .000000000000000 
4 .538469310105683 
5 .906179845938664 


2. 第 一 类 缔 合 Legendre BW P™(c) HEBER 
(1) P(x) 的 定义 
第 一 类 缔 合 Legendre MAHI (Hobson BAF) 定义 为 : 
z d" P, (z) 


dz" 


P™(x) = (21) 1 — 22) (-1«z«1) (1) 
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数学 附录 хау. МЕК 


前 几 个 低 阶 次 |x| < 1 的 缔 合 Legendre 多 项 式 为 : 


n=1,m=1, 
n=2,m=1, 


m = 2, 


1 


Pi (z) = —(1 — 12)? 
P) (z) = —3a(1 — x?)2 
Р} (z) = 3(1 — z?) 


Pj) = ~$(1 - a2) (52? — 1) 


m = 2, P2(x) = 15z(1 — 22) 
m = 3, P3(x) = —15(1— z2)8 


(2) #84 Legendre 多 项 式 z = 0 #l >= = +1 时 Pm(z) 的 值 


agm 1.3.5... (n + m — 1) 
2.4-6---(n— m) 


| Pm(0) = (—1) 


P™(0) = 0 
P/(0) = (1) = ri n ndm = 奇数 
Pm(+1) = | c т=0 
т > 0 
(£1)? zn(n +1) m=0 
pm (1) (£1)"0o m=1 
" eu" ( i) a m=2 
0 m>2 
(3) ”Pm(z) 的 对 称 关系 
Pa (-z) = (-1) ^" Pi (a) 
Py (の = (1) "Р (z) 
(4) Pm(z) 的 Rodrigue 微分 公式 
ntm 
Po) gua)? Sa? -1 (m < n) 


(8) 


(9) 
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(5) Рт (х) 的 递 推 公式 


Pp) = арта) (пт Dn m + DP Оа) (10) 
РГ (в) = —— [(2n — 1a PM (в) — (n + m — 2)P74(2)] (1) 
P(e) = «PM (0) — (n+ m—-1)V1— z?PT (s) (12) 
Pr (o) = зарра) + CEMA ETD pna) (18) 
Р? (2) = s (n + т)Р (2) — nz P7) (14) 
(6) #& Legendre 多 项 式 正 交 关系 式 

十 1 
PPE dr = LL nt idw (15) 
J PEOP (ds = (-лу" Le (16) 
f, frr OA — 2) dz = ааа (17) 


1 /— ケー 
式 中 , Onn’ = n n боты = 1 т т 
0 тж т 


Ampère 安培 
Bessel 贝 塞 尔 
Coulomb 库仑 


D'Alembert iA BH Л К 


Dirac 狄 拉克 
Dirichlet 狄 利克 雷 
Faraday 法 拉 第 
Fourier 881 
Fresnel 菲 涅 尔 
Gauss 高 斯 

Green 格林 
Helmholtz KE 2 
Henry FAJ 

Hertz ЖЖ 
Huygens MEH 
Kirchhoff REX 
Laplace 拉 普 拉 斯 


部 分 外 国人 名 英汉 对 照 表 


Legendre ji f& 
Levine Ж Ж 
Luneburg 龙 伯 
Lorentz 洛 伦 兹 
Maxwell ЖЕ 765 
Mie ?K 

Neumann k= 
Poisson 泊 松 
Poynting ЖЕП 
Rayleigh 瑞 利 
Ricatti 黎 卡 提 
Robin 罗 宾 
Romberg 龙 贝 格 
Schwinger 史 文 格 
Simpson 辛普森 
Stokes 斯 托 克 斯 
Wronski ВТ 


DO -1 OQ л + шо Nml 
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